CONSTRUCTIONS EN GÉOMÉTRIE DANS L' ESPACE

Atelier La Rochelle SA13 v1 / Jacques Chayé

Note de JF qui a contacté l’auteur suite aux JN et aux choix » que j’avais repérés à la lecture des résumés d’ateliers dans le spécial BGV : « Voilà un collègue (Jacques Chayé) qui a travaillé rapidement. Il l'a écrit exprès pour PLOT car il pensait que son diaporama sur le site suffisait. »
Cet article résume quelques-uns parmi les thèmes abordés au cours de l'atelier SA-13 des Journées de La Rochelle, thèmes qui ne prétendent nullement à l'originalité ni à une utilité immédiate dans les classes. Ils ont pour seule ambition de donner des idées à ceux qui en manqueraient !

COORDONNÉES DES SOMMETS D'UN DODÉCAÈDRE RÉGULIER

Choisissons un repère orthonormé, O étant le centre de l’icosaèdre, A1 ayant pour coordonnées 0, 0 et 1, A2 étant dans le plan xOz . Le rayon de la sphère circonscrite est alors égal à 1. 

Calcul de la longueur c des arêtes

Dans le triangle A1A5A20, [A5A20] est un côté du tétraèdre régulier A5A20A9A7 . On obtient sa longueur en appliquant le théorème de Pythagore au triangle rectangle HA20A5 où H est l'isobarycentre deA5, A7 et A9 : 


[image: image40.png]D:3.33258




   D'autre part, A1A5 = c(diagonale d'un pentagone régulier de côté c) et A1A20 = 2.
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Il en résulte :  
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Coordonnées de A2, A3, A4, A17, A18 et A19 
Dans le triangle rectangle A2A1A20, soit A'2 le pied de la hauteur

issue de A2. On a : A1A22 = A1A20 × A1A'2
Donc 
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; c'est la cote de A2. 

Son abscisse est  
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  et son ordonnée 0.                                                                              y

Les points A3 et A4 ont la même cote que A2.

Les coordonnées de A3 (resp. A4) se déduisent de celles de

A2 par la rotation de 2/3 (resp. 4/) d1'axe (A1A20).

Les coordonnées de A17,A18 et A19 sont obtenues grâce à la

symétrie de centre O.

Coordonnées de A5
Dans le triangle rectangle A5A1A20, soit A'5 le pied de la hauteur issue de A5.                                 x

On a :  A1A52 = A1A20×A1A'5    c'est-à-dire   c22 =2A1A'5  d'où   
[image: image5.wmf]3

2

2

1

4

5

2

6

3

5

2

6

'

A

A

5

1

=

´

+

´

-

=

  

[image: image26.wmf]A

1

A

2

0

A

2

A

3

A

4

A

5

A

1

0

A

7

A

9

A

6

A

8

A

1

9

A

1

8

A

1

7

A

1

6

A

1

5

A

1

4

A

1

3

A

1

2

A

1

1

D

:

1

.

5

5

k

'

:

7

.

3

1

z

:

-

1

.

3

Donc  OA'5 = 
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 ; c'est la cote de A5 .

Mais, contrairement au point A2, le point A5 n'est pas dans le plan xOz.

Pour calculer son abscisse et son ordonnée, prenons le cercle horizontal

de centre A'5, passant par A5, A6, A7, A8, A9 et A10 dont le rayon  est 
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Soit I le milieu de [A5A10] qui est une diagonale d'une face.

On a donc : 
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 ; c'est l'ordonnée de A5.

Dans le triangle IA5A'5 :
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 ; c'est l'abscisse de A5 (et de A10).

Coordonnées des autres points

On obtient successivement :

- par la symétrie par rapport au plan xOz, l'ordonnée de A10
- par la rotation de 2/3 d'axe (A1A20) les coordonnées de A6,

à partir de celles de A10, puis celles de A8
- par la symétrie par rapport au plan xOz, les coordonnées de A9 et A7
Les coordonnées de A11, A12, A13, A14, A15 et A16, se déduisent de celles de A10, A9, A8, A7, A6 et A5, par la symétrie de centreO.

COORDONNÉES DES SOMMETS D'UN ICOSAÈDRE RÉGULIER

Les calculs ne seront pas exposés ici ; c'est plus simple car il y a moins de points (12 au lieu de 20) qui sont répartis dans des plans parallèles moins nombreux (4 au lieu de 6).

Rassemblons dans des tableaux les coordonnées des deux polyèdres :
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Remarque : tous ces résultats peuvent s'exprimer en fonction du nombre d'or  

CROISEMENT DE DEUX VOÛTES EN BERCEAU

Au croisement à angle droit de deux voûtes en berceau, deux solutions se présentent :

- ne conserver de chaque voûte que la partie située à l'intérieur de l'autre (c'est la "voûte de cloître")
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- ne conserver de chaque voûte que la partie située à l'extérieur de l'autre (c'est la "voûte d'arête")
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                      Voûte de cloître                                                             Voûte d'arête

Volume V du solide sous la voûte de cloître 

[image: image31.emf]

La figure ci-contre représente le quart de ce solide.

Choisissons 1 comme longueur du côté du carré KAJI.

Un plan horizontal détermine le carré MNPQ

Posons IQ = x   
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On a : 
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L'aire du carré MNPQ est égale à  1 – x2 .

Donc  
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Volume W du solide sous la voûte d'arête
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La figure ci-contre représente le huitième de ce solide.

Un plan parallèle au plan (DIJ) détermine le rectangle MNN'M'.

Posons JM' = x   
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Dans le triangle rectangle isocèle AM'N', on a :

M'N' = M'A = 1 – x  d’où  
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L'aire du rectangle MNN'M' est donc égale à 
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Donc  
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Après linéarisation des expressions sous les signes 
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on obtient :
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ANAMORPHOSES CYLINDRIQUES
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L'observateur, qui place son œil en I, voit de A l'image A'.                       En projection orthogonale sur le    








          plan horizontal H, on obtient :

[image: image34.png]



La question que se pose le peintre cherchant à réaliser une anamorphose, ce n'est pas «quelle est l'image du point A ?», mais plutôt «de quel point A le point A' est-il l'image ?»
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La construction de A s'obtient, à partir de A', par la symétrie ayant pour axe la tangente au cercle en N, point d'intersection visible depuis J de la droite (A'J) avec le cercle. Ci-après, quelques exemples.
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DÉVELOPPEMENT D'UN TRONC DE CÔNE DE RÉVOLUTION

Dans le repère orthonormé Oxyz, soit S(0 ; 0 ; 2), soit P le plan d'équation

z = 1 – x. Soit C le cercle trigonométrique dans le plan xOy.

Considérons M(cost ; sint ; 0) sur C.
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La droite (SM) a pour représentation paramétrique :   x = cost








   y = sint








   z = -2 + 2 

Le point N appartient à (SM) et à P si et seulement si  -2 + 2 = 1 – cost

c'est-à-dire  
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Le point d'intersection N de (SM) et P a donc pour coordonnées :
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 Or  
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Le développement plan du tronc de cône est limité par un arc de cercle 

de rayon 
[image: image24.wmf]5

 et de longueur 2 ; l'équation polaire de ce développement

s'écrira donc, 
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