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Fudes

Une petite aventure mathématique

(Qeotpes GLARSER,
Directewr de PLR.E.M. de Strasbowrs.

Rares sont les témoignages du mathématicien sur Penchainement d'idées
gii l'ont condnit & uoe découverte. Un tel texte serait instructif pour le pro-
fesseur dont Iz mission est d'entrainer ses ycéens & imagingtion of & la curio-
sité. Mais Ia compréhension des thémes de recharche contemporaine muppose
des vonnaissances de base qu'il faudraif assimiler avant d'étre en mesure de
gajvre Je cheminement heuristigue de la pensée lors de la solution.

Dans mon programme de recherche de Pan dernier s'insére un résultat
partiel gui, isolé de son coniexte, peui &ire 2xposé en n’exigeant que des
connaissancos trds ¢iémentaires de P'auditoire. Il s’agit ¢’an probléme gur ia
ghométrie dex ensembles finis de Paspace euclidien. Sa solution constitue une
aventure mathématique que je vais tenter de sefater en restituant zon dérou-
lement dsas le temps.

Plusicurs années de maturation plus ou moins inconsciente ont sbouti,
aprés un mois de réflexion plus systématique, & une conjecture précise : puis,
aprés six semaines de « bricolage » actif et désordonné, la solution & jailli
¢n moins d’nne heure; aprés quoi la vérification minutieuse, la rédaction et les
exposés oraux on sémioaire, ont trainé assz longternps...

FLorsqr'on cennait Ia réponse A une guestion, 1l st pénible d avouer goe
certaines idées, évidenies a porferiori, ont mis beaucoup de temps & germer
¢f A 'se prédeiser. Mais, par dtfinifion, un chercheur est grossidrement ignorant
avant £t un pea plus savant aprdy ! ¢'est cette transformation que je vais
essayer de décrire.
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Une situation trds vague.

La différence des valeurs que peut prendre une fonction f continfment
dérivable en deux points A et B d'un espace euclidien s’obtient en intégrant
sa différentielle e long d*une courbe joignant B A A. Et 1'on peut écrire des
majorations telles que :

| #(A) — f(B)| < (Max ||grad f||) x longueur AB.

Lorsqu’on veut étudier des expressions analogues, qui sont des combi-
naisons linéaires des valeurs de f'en plusieurs points, on essaie de joindre ces
points par diverses courbes le long desquelles on effectue I'intégration : cette
jonction peut s'effectuer @ priori de nombreuses fagons, que I’'on cherchera
4 optimiser,

Depuis dix ans, j"ai maintes fois essayé de préciser la géométric des
ensembles finis, en liaison avee cette sitnation, J¢ me souviens d’avoir proposé
4 un jeune agrégé qui voulait s’essayer & la recherche pendant les vagances
d’examiner la question suivante : « Etant donné un ensemble fini de villes,
étudier un réseau routicr dont la longueur totale soit la plus petite poss1blc,
permettant de Jolndre ces villes cntre clles, »

Cet étudiant m’'a, par la suite, remis nne rédaction dé¢ quelques pages
réunissant les remarques simples que 'on peut faire sur un tel résean (*).
Mais ce théme de recherche ne semblait pas offrir d’autres débouchés et n’a
constitué qu'un exercice de débutant.

Phusieurs de mes publications antérieures abordent des questlons ana-

logues,
La situation se précise.

L'an dernier i°al fini par comprendre qu'il fallait affecter les points A,
de coefficients réels ),, dont Ia somme IA, ¢st nulle, ¢t considérer les formes
linéaires qui associent & wne fonction f la somme I, f(A).

Un ami topologiste m’a révélé qu’un tel systéme pondéré de points s appelle
une 0— chaine d’augmentation nulle,

Et finalement, le contexte suggérait d’examiner lc cas ol f est une fomction
lipschitzienne (**).

Pour évaluer la « grandeur » d'une 0 — chaine ¥ = (A, Ay) d’augmen-
tation nulle, Fanalyse fonctionnelle invite 4 lui associer 1a norme :

(n N(y) = Sup | ZA, f(A)]

(*) Ce probléme a Falt objet de la note C, R, Académic des Sciences, 3] janvier 1938. pp. 310-

312 do G, CHOQUET. L
Uino fonction numérique f définie sur un espace métrique E est Ipschitzienne il exiale

un coefficient X {de Lipschitz) tel que, ponr tout couple de points M. Nde E,
1f(M) Jmf(N]I < Kdist (M, N).

— ™M —
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ol f décrit Pensemble B des fonctions telles que I@ﬁf«“?—n—ml
couple de poiats distincts du plan enclidien.
Mais te caloul de N(¥) s'obtient indirectement, en faisant intervenir un

ensemble B de fonctions-tests.

< 1, pour tout

Problme, Esi-il possible d'¢valuer N{y} en n'effectuant que des mesures
« gtométrigues », ¢'est-di-dire en pe faisant intervenir que les distances mutuelies
entre les points A et Ia valeur des coefficients 4,7

J'ai obtenu une autre expression, susceptible d'étre comparée & N{(y),
en refarmulant le probldme dang up auntre langage.

Pour cela j'ai rebaptisé P, (resp C,) coux des points A, qui étaient affectés
de coefficients positifs «; (resp négatifs — ). :

Y.es points P, (resp C,) sout des producrenrs (resp consommatewrs) qui
produisent (resp consomment) une marchandise en quantité o {resp Py,
La marchandise produite est entidrement ¢consommée (puisque £k, = 0). 1l
s'agit de trouver Piinéraire oprimgl powr transporter ia marchandise des
protiucieurs aux-consommateurs : le long d"un chemin P,C, {ndcessairement
rectiligne), on tangporte nre quantité Ay 2= 0 de marchandise. (On a évi-
demment o, = IE}.” et fi; — :EL;,.}

Le w0t du temtport, corrcspéndmt A et itinéraire, est repeésent® par
la somme :

2) T(y) = E‘ 3‘-:;“9-(33“-

La conjecture,

il est plausible quwun rapport existe sntre T(y) et N{y). Mais plusieurs
semaines, occupées 3 manipuler ces grandeurs, me fursnt néoessaires pour
oser formuler la conjecture surprenante « 7'(y) er N{(y) sonr dpales ».

Six semaines plus tard, cstte conjecture devenait un théoréme. (Bien
entendu, je n'ai pas fait que cela pendant ces six semaines, mais 'y revenais
plusienrs fois par jour, pour ne pas parler des insomnies nocturnes.)

Dés que oette conjecture fut claire et crédible dans mon esprit, jallais
gonsulter divers ouvrages de base gur la théorie des graphes : I’y trouvais des
références sur mon prebldme de transport, trés populaire en « Programmation
lindgire ».

En particulier, je refus le petit fascicnle que Paul Appell avait publié
dans le « Mémorial deg Sciences Mathématiques » intitulé « Le probléme des
remblais et des déblais » et qui m'avait amusé au temps 00 je préparais la
ficence. J'y appris que ce probldme avait été abordé par Gaspard Monge

w- 95 —




Bulletin de 'TAPMEP n°281 - Décembre 1971

en 1781! Mais surtout, ve Hvre attira mon attention sur une remarque trés
utile, qui est immédiate & démontrer :

{3 « I est suffisant d’envisager Ie cay oh lc nombre » dea paints Py est
€gal 3 celui des C, et of tous les a4, et B, sont égaux. »

{Ec effet, si P, ¢st un producteur pour lequel o, = 2, il est possible de
¢ remplacer par deux points trds voisins de Py affectés chacun du coefficient 1,
sans commetirc une errenr appréciable.)

Cette remarque me permit de me borner i envisager ce cas simple. Aupa-
ravant, je me souviens d’avoir passé plusieurs heures A fracer des figures sux
crayons de couleurs, choisissant arbitrafrement des donnéss et cherchant &
deviner Fallure de litinéraire optimal, sous 'eeil intéressé de mon jeune fils
qui gribouillait aussi « comme papa »l i

Le probléme du iransport est sujourd'hui classique pour les wsapers de
Vordinateur - je pris contact avec un centre de ¢aloul pour gue Yon me fournit
des échantillons nombreux d'itinéraires optimaux, notamument dans I'espace
i {rois dimensions, zfin d¢ guider mon intuition; ce genre de mathématiques
expérimentales m'avait réussi dans le passé, mais cetfe fois je ne pus oblenir
les premiecrs résultats sumdériques que quinze jours aprés avoir résolu mon
probléme!

On notera que j'avais adopté une attitude tnis active vis-d-vis du probléme,
dessinant, caleulant, examinant de nombreux cas particuliers. Mon bureau
fut rapidement jonché de fewilles portant des bribes de caleul, notamment des
inégalités telles que :

RG] + [[P2Coll '+ PG| £ [IPLCalf + [IPLCall + [|P2Cil|

qui exprimaient que, dans la situation (3), itinéraire qui relie chague Py au C,
de méme indice est optimal.

Un progrés décisif viot de ma lassitude & trainer ces Iongues inégalitds @
Jadoptais quelques notations phis condensées.

Définitiows : Un chemin d'indices (d’origine i, et d’extrémité £,) est une
suite finie d’indices (Z,, #y, .-, £2) (tous inféricnrs & ) et un circuit d'indices est
un chemin dont lorigine est égale 2 'extrémité. Posant, pour teut chemin
d’indices (i, by, .- iz).

8y, ity 1o i) = {| PG — [PLCID + GIPLCl] — || P Sl

Fabontis 4 la caractérisation suivante des itinéraires optimaux :

Proposition : Une condition nécessaire et suffisante pour que Uitinéraire
@ (P:Cyl, (P3Gl - [PC4) (s0us les hypothises (3))
soit optimal est que, pour tout circaif d'indices (fg, 1, ..., fo), o0 ail @
Blig b, adigh 2 0.

— 9 —
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Pour démontrer la conjecture, if suffisait de construire une fonrction
Se R telle que, pour tout couple [P,C,] prélevé dans an itinéraire optimal,
SRy —AC) =[|[PL{l. Une telle fonction est névessairement affine (de
pente —1) le long du segment [F,C].

Si 'on connaissait les valeurs X, == fAP,), on pourrait reconstituer la
fonction le loog du segment [,C).

R P2 B
M
N
Ca
N

1l sufficaif alors de vérifier que la condition de Lipschitz est satisfaite
pour tout couple de points M et N prélevés sur denx asgmenis distincts pour
que Pon puisse prolonger la fonction A tout l'espace suclidien ambiant (e
vertu d'un théoréme classique de Mac-Shane, bien sonnu de ceux gui mani-
pulent les fonctions lipschitziennes),

. Bref, six semaines aprés avoir formulé la cosjecture, je prouvais que le
théirdme se réduisqit A la solution du systéme d'inégalités suivantes :

5 X —X; < 85, )} {oh i et j sont des indicss < ).

4. La démonsiration.

Parvenu 3 ce poini, iout le reste se dénous irés vite, un dimanche soir entre
21 heures et 22 heures, peadant 'audition d'un concert de chambre i 1a radio?

Toute solution du systime (5} satisfait, Ipse focte, 3 &autres inégalitds,
telics gue :

(X; o Xl‘s} e (Xa “‘“‘*X.i) = a{ix k) e &&,f) - 5(‘: k;f)-
cf en particulier
Xy X; 5 84 J)
pour tout chomin d'indices, d'origine 7 of dextrémité . Il est alors naturel
Fétudicr i borne inférieure
B, 1) = 1 B0 o))

Or, cetie borne inférieure est roufours finie |

(Et ¢e résultat me parut trés encourageant.) _

En fait, cctte borne inférieure est atteinte pour un chemin d'indices (7, ..., )
dont tous les indices sont distincts (et il 0’y a quTun nombee fini de tels chemins).

w97 -
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En effet, si un chemin dindices répéte deux fois Tindice 1, fa contribution
du ¢iveuit £, . r&ansa(f,. 8 ol j}estposzﬁve,envmudeﬁ}

Ceci posé (rvémnnscenm de situations analogues), on vérifie immédiate-
ment que O /) satisfait & Uindgalité do triangle

Wi ) < O, &) -+ VK, /),
et que Pon satisfait aw sysidme (5) on posant
X, = O, 1)
Le théoréme est démontré,

La vérification.

Je suis personneilernent enclin aux exaltations abusives... Comme disait
Kroutchev, « il ne faut pas se hilter de chanter cocorico avant d’avoir pondu
un el ».

Aussi, ayant repris men calme, je consacrais beancoup de temps Ia semaine
suivante & esaminer minuticosement ¢haque maillon du raisoonersent, & éorire
plusicurs rédactions vériGoafrices avant d'exposer oralement Jo résultat en
séminaire.

Avasit de publier {*} le théoréme dans son contexte, il fandra encore que
je décante le texte, que jo débarrasse Pexposé des considérations heuristiques
superfues qui n'intéresseront pas les apécialistes, pour ne garder que la démons-
tration-sous un aspect plug formalisé. 1l n’est pas d'usage de mentionner dans
une revue scientifique la durée des investigations. « Le temps ne fait rien 4
I'affaire! »

Cependant, dans tous les_cas de recherche de longue haleine dont j'ai
connaissance, le scénario semble &ire le méme. Une tréds fongue matoration
incenscienic (doni Pauteur perd généralement le spuvenir), une période de
« bricolege » intensif, suivi d'une iflumination soudaine?

_Aprés quei, unc vérification méticuleuse s'impose,

-6 Epilogne.

Aprés lecture de ce texte, P. Cartior m’a indigqué une démonstration
beaucoup plus courte, basée sur ie théordéme de Hahn-Banach. Elle met en
@uvre une méthode qui permet de résoudre beaucoup de problémes analogues,
et en particulier certains que je ne savais pas encore résoudre.

1! est fréquent qu’une « aventure mathématique » se termine par un tel
épisode, décevant, en apparence, pour celui qui, ayant longtemps cherche,
trouve son offort court-citonité, En faif, & v’y & pas licw de s'en chagginer :
¢’est nniquement ainsi — 3 la sueur de sa propre recherche — que 'on apprend
vraiment des mathématiques!

{*) Séminxire Gouladulc-Schwartz Eoole Polytechnique, 1970-1971). Exposé 15.
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