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l - DiJIérence8 successives 
Soient deux réels )'0 > -<0 0, on définit deux suites par les re lations 

suivantes: 
Xn + 1 = min (x .... Y./I - Xfl )' el )'/: + 1 == max (x". y" - x,,) : si RI" désigne un 
rectangle de lorgeur x, et de longueur y" RN. 1 est " btCDU en découpant dans 

R", un carr6 de côté .l'o'! " . 

Les suites (xl\' ' Y ... ) el (,"'1'1 ) sonl décroissantes et à valeurs posiuvcs. donc 

elles convergent, respectivement vers x c[ )' ; comme xlr + 1 + J'ri" + 1 = .l'". o n a 

x+ y = y. donc \" = O. Comme Xf'l+ 1 + YII+I = Cyri l -x,,)xJt. on a : 

~Xt Y .t= ! xe- ' j - ,txl ; d 'où ! xr=xQ.l·O- .tn+IYIf+ l . identité 
.1:= 1 J:=O t .g 1=0 

dom dont r inte!pré tation géométrique est évi dente et qui donne, en passant à 
~ 

la limi te : L xi = -< Q)' o (1), 
.. 0 

"i-o' ~I 
De même, comme XII + 1 + YII + 1 = YII' on a : L X.t + L .\' .I: 

A = J k= J 
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d'où L Xl=YO )'It'; 1 .. , 
~ 

puis, en passant il la limite. L ·q=)'o -, (2). 
t= 1 

L ' interprélation géométrique de cette Ü..lcntH~ ~l mOinS êvidenle ~ cn 
outre, on aimerait conmûtre plus préc)S~rnenl la valeur de v .. 

li - Une caractérisation de la commensurabitité 
Si J > 0, alors, à partir d'un cer1ain rang. on aura: Yn - ~II > x,. (car XII ~ 

0) ; donc y".-, =)'0 - XII ct XII'" t =:CII à partir d' un ccrtnjn rang ~ ain!l.i la suite 
(XII) est swuonnaire, or, elle converge vcr~ O. on aura donc XII = 0 à pani r 

d'un certain rang. Soit N le prenticr indice annulant la largeur: le rectangle 
RN _, est un carré de côté a > 0 , quille à effectuer unc homothétie, on peut 

upposer a = 1 ; or il est clair que si :(1: et Yt sonl des entiers, il en est de: 

même de l'A _ 1 et dt: Y,t _ 1 .. . fi s'ensuit que -fa et Vo sont commensurables . 

Réciproquemenl. s i -'"0 1 Yo sont commensurables. on peUl supposer. 

quitte a effectuer une homoth6ue, que Xo e( \'0 sont des entiers. Alor!) le~ 

SUlees (XII) el (\I,,) sonl !l. valeurs enllères . or, elles ~Onl convergences, donc 

elles sont stntionnrure~. Soit N le premier indice annulanl ia largeur, R,\'_ l es.l 

alors un carré, de côté y > O. 
Conclusion : 

)' = 0 (=:) Xo et )'0 sont incommensurables ~ le découpage est mfml. 

On trouvera ce résultat. exposé de façon légèrement dIfférente, dans [GJ. 
page 100. 

On pourra ~ventuellcmenl se reporter nu même ouvrage, page 67 t pour 
une démonstralion du résultat su,vant. hicn connu depui, Euclide 
SI .to et Yo sonl de~ entiers, le c:ôlé du dernier carré est le plus grand diviseur 

commun de Xo el )"0 . 

ln - Aspects géométriques de l'algorithme d'Euclide 
En {ait. la méthode des différences successo'es rev'cn 11 cffectucr. dans 

l'algorithme d'Euclide, la division euclidienne de .vit par .\:" en regW'dant '<en 

)',. combien de (ms l..n"' .. 

A chaque dlv,sion uclidlenne correspond un "renversement" des 

(~ctanglest c'c5.t-à-dire un pas ou )'" + 1 -= .\" el l" .. 1 YII - \". sauf pour la 
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dernière qui "Iombe jw.le" el ne donne que des carrés .. 
Par ex.cll1ple, pour.GJ = 8 el Yo:::' 29. on H. 4 renversements . 

8 8 8 
5 

3 2 

rm-
Si J'on cherohe le rectangle "le plus pelil possible" donnant lieu à 

exactement r renversemenlS. Il apparaît qu'à chaque pas, on don avoir un 
renversement ... En effet, parton!!. d'un carré unn6 et inversons le processus : 
on construit deux suites (un' ) el (vl'l) dénoies par Ua = "0 = 1. vl'l1" i. = l4Jf + \'.." 
ct /I f.! + J = VII (s'JI y a un renversemen t) ou ut] (sinon). S'II 'j a un 

réoversement à chaque pas. alors la suüe (Un) n'est autre que la suite de 
Fibonacci. d!!finie l.ac Fo:::. FI :0:: l el FIf" a == F,. + Ffi _l ' NOlons Nk l'Indice 
orrespondant au ".ème renversement et émonll'ons, par récurrence sur k. 

que UN, 2:Ft .,Cl ~N. :2: Ft -+ 1 : c'est clair pourk= J car UN I ~NI~2et 

\' NI 1 + N, " 3, e t SI cc la st raI l'ordre k, alors 

et \ ' N" . l =VN".,. I_ l + "l-'t.I _ 1 ~"Nt.l-l + llN t 

~ rN , + U,\'4 ~ Ft_: + Ft. i = Fk+J 

On obtient ainsi un résultat étab~ par G. Lamé en 1845 (cf. (KI, p. 341) : 
Si l'algorilhme d'Euclide pour la rechercbe du pgcd de a et b (a < h) reqwen 
,...dlvlsions eucliiliennes, alor.!t a ~ Fr el b ~ Fr+ 1-

Quant au nombre K(x(>o .vo) de carrés obLenus en découpanl Rr, suivant la 
mêthodc des différences .!tuccessives, rI eSl bien é\'ldcmmenl égal il la somme 
des quotients oblenu..1I<i lors des divisions euclidiennes successives ; on peUl en 
Obtenir une mmorat.lOn faisant intervenir l'aÎre et le périmèt.re du rectange R()-r 

en appliquanl 1 "inégali té de Cauchy-Schwarz aux identités (1) el (2) : Si 
N = K(xo ' Yo), N est le premie r indice annulant la largeu r, on a 
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(
N_I)' (" 1 ) L x, SN L x~ 
",,.0 ,hdl 

, donc (xo + Yo - y)' S NxoYo' 

2 

. 1 1 (xo+.I'n - Y) 
Alnsl, K IXO, .v~ ~ . ; en outre, l'égaIllé n'a lieu que si tous 

.to-) 0 

les 'j (OS k S N- 1) soni ~gaux , ce qui revienlll.l'o = A .. , auquel cas K(,o, 

Yo) = k. 
Signalons qu 'en loUI état de cause, 

Jn méthode des différences successives 
n'esl pas la plu' économique pour 
découper un rectangle. que ce SO il pour 
Je nombre de carrés obtenus ou pour le 
nombre de oups de ciseaux à 
effecluer .. le plus peUl contre exemple 
est : 

3 

2 

3 

2 2 

En revanche , on peut affirmer que si les CÔlés de Ro sont 
incommensurables, II est impossible de découper Ro en un nombre fini de 

cru:rés. Plus précisément (Dehn, 1903) : Si l'on peut d6couper un reclangle 
en un nombre fini de carrés, alors (O~ ces caIT~s sonl commensurables. On 
trOuvera dans [Ml une démonstration de ce résultai (el un peu plus) bas~e sur 
l'inlcrprêtation d'une certa ine maLrice . . . un modi!le de symbiose cnlre 
algèbre Im6aire el combinaloire. 

IV· Une caractérisation qualitative du nombre d'or 
On défirul habltuellomenl le nombre d'or CI> par 1. propriété ;uivonlc : si 

.~ = 1 et)'o = <1> , alors le rectangle R, esl semblable au reclangle Ra. C'esl 

une définiuon quanulative <1> = 1 + 1- = 1 + Ys 
<1> 2 

On appelle reclllI1gle d'or loul rectangle semblable ~ celUI de côtés 1 el 
4>. Il ~t clair que si l'on applique la méthode des différences succ~~si\'es à 
un rectangle d'or, Il y a un renversement à ch.aque pas (et une Infinité de 
pas ... ce qw montre au pass.ge que CI> 051 irrationnel). 

RéCiproquement, !j,'11 ya une Infinité de pas Cl un reO\,crsement à chaque 

pas (on dim que le reclangle Ro est alternatif). alolli x, + 1 = J, 1 - x, pour 
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toul 1\ l! 1. L'équation cara<:téristique r ~ + r - J = 0 ayllnl pour racines 

- 1 - Ys et 
2 

-1 + Ys (- 1 + Ys)" + b (- 1 - fS)" -'.-',-:....::... on auro x 11 = a ; mais 
2 2 2 

.. doit tendre vcrs 0, d'où x" = a( - 1 ; Vs)" . On obtient alors : 

L= l<O +xll _ 1 +(-1 + fS) = <1> 
x xo 2 

Ainsi les rectangles d'or sont e.Xactemenl des rectangles alternatifs: c 'est 

fm~ caractériratiort qualitath'e. 

Finalemenl, en considérant le rectangle de largeur 1 et de longueur F" + 1 
F, 

qui donne n renversements, on retrouve, en faisanl tendre n vers l 'infini 

lirn F,+t = <1> ' 
ft --- F .. 
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