Quelques interrogations a propos du "tableau de siges”
(version du 04/04/03)

Dans cet article, nous nous intéressons a un paigtparticulier du programme de seconde (voiragxti-
dessous), en vigueur depuis la rentrée 2000, pagsgment :

- résoudre une équation ou une inéquation du preieige

- utiliser un tableau de signes pour résoudre urguaton ou déterminer le signe d’une fonction.

Mise en équation ; Résoudre un équation ou une inéquationBeur un méme probléme, on combinera les apports
résolution algébrique. ramenant au premier degré. des résolutions graphique et algébriqgue. |On

Résolution graphique Utiliser un tableau de signes popuprécisera les avantages et les limites de |ces
d’équations et résoudre une inéquation ou déterminer thfférents modes de résolution.

d’'inéquations signe d'une fonction. On pourra utiliser les graphiques des fonctions de

Résoudre graphiqguement des équation mférence et leurs positions relatives.
inéquations du type : f(x)=k; f(x)=g(x)|;On ne s'interdira pas de donner un ou deux

f(x)<g(x) ;... exemples de probléme conduisant a une équation
que l'on ne sait pas résoudre algébriquement et
dont on déterminera des solutions approchées.

Le libellé differe sensiblement de celui des pragres antérieurs dans la mesure ou c’est la prefugrgue
I'expression « tableau de signes » est cité.

Nous nous sommes intéressiéms un premier temps a différentes présentatictiuglées de cette notion, puis
nous avons recherché les origines des probléemes®ganotiver son utilisation, et enfin nous avorsags de
retracer son histoire au travers des différentgnammes.

- Exemples de présentation

Nous étudions ci-dessous différentes situationpgsées aux éléves pour découvrir la méthode densud du
signe d'une expression polynomiale.

IREM de Poitiers

Une calculatrice graphique affiche les courbes aivite pour représenter
les fonctions f et g définies sur IR par :

f(x) = (2x+3)(3x+1) et g(x) = (2x+3)(4x-1).

Comparer f(x) et g(x)

Commentaires

Il s’agit d’une situation d'introduction motivée ipdes considérations fonctionnelles.

Le choix des variables didactiques, donnée d'uplgopue et coefficients des binbmes, vise a indo@eains
comportements :

d’'une part le graphique invite & établir le lierirercomparaison de f(x) et g(x) (relevant du domagébrique)
et position relative des courbes de f et g (reledandomaine graphique). De plus le choix de |£fienne
permet pas de conclure quant a la position desbesuice qui incite a une exploration de la sitimaéid’aide
d’une calculatrice graphique pour émettre des acbujes.

d'autre part les coefficients choisis pour les bied, ne permettant pas de conjecturer les valeates des
solutions de f(x) = g(x), on est amené a une tdwwl algébrique.

Ainsi cette situation vise-t-elle a organiser uretvaient entre les cadres fonctionnel, graphiguggébrique.

L'expression factorisée ne comportant que deuxetdmst la résolution algébrigue ne débouche pas
obligatoirement sur la mise en place du tableawsigaes mais peut amener a une résolution utilitzst
connecteurs logiques "et" et "ou". Dans ce caaliéetu de signes apparait comme un moyen pratigire (n
changement de registres) pour résumer la résoldtinaquations. On peut proposer ensuite d'auitaat®ns
avec une expression comportant au moins troisdegtee qui nécessite la mise en place d’'un talidessignes.



Déclic, Hachette 2000, page 140
Cours page 140

ML_exemple

On veut étudier le signe de P(x) = - x(x + 1)(3 - x], expression factorisée.
* Onresout —x{x+ 1)(3-x)=0

X -1 0 3

-x=0 ou x+1=0 ouv 3-x=0 = e .
x=0 ou x=-~1 ou x=3. e e .o+ 0 - -
* On place ces valeurs dans I'ordre croissant x+1 - 0 R A
sur la premiére ligne. I-x . + + f + 0 -
* On étudie le signe de chague facteur dans P[%] - 0 R O T 0+

un tableau de signes. '

* On appligue la régle des signes du pmd.uit pour obtenir la derniére digne.

» Voir vewveices 34 0 21

pm Ineéquations , R S
Pour résoudre une inéquation & une inconnue, on peut toujours se ramener a une compa-
raison a zero.
Ainsi résoudre une inéquation revient a étudier le signe d'une expression.
Résoudre A(x) = B(x) équivaut i résoudre Afx}-B(x) =0,
c'est-a-dire trouver pour guelles valeurs de x I'expression Alx) - B(x} est positive ou nulle,

-_exe_m_p_le > Virir Foercices 4 d -16
On veut réscudre I'inéquation - x? (3 - x] = 3x-x? dinconnue x.
¢ On se raméne & une comparaison a zéro 1 - x2(3-x)- Bx-x%) = 0.
B PN P A ey T _ 2 _ _ - s

* On cherehe une forme Taclarisée 2B3-x%x)- x3-x) =0 Y .I!,
ici, on met — x[3 - x) en facleur : - x[3-xMx+1) =0 FH
* On retrouve ¢ polyndbme P(x) précédent. I| [
Or d'aprés le tablean de signes précédent, on a |

Plx) = 0 lorsque % C|-1;0] ou x = [3;+=[. ; J
Dol I'ensemble solution © $=1-1; 0] W[5+ =[. b | V=i

Commentaires

Dans un premier temps, une méthode d'étude du signéinbme a été introduite en s'appuyant sur la
représentation graphique des fonctions affines.

Le tableau de signes est introdaitpriori comme technique pour déterminer le signe d’'un ptoBuasuite il est
utilisé en situation pour résoudre une inéquation.

La courbe est la pour rappeler que dans le cadghgiue, en considérant non pas I'expression algébmais

la fonction xoo- —x(x+1)(3-x), on peut obtenir une autre visionl@eésolution de I'inéquation —x(x+1)(3xP

qui permet au moins de vérifier les résultats. Maigraphigue, qui ne correspond pas a la situatibale, en
donne-t-il un éclairage graphique ?



Pyramide, Hachette, 2000
Cours page 126

3 Inéquations ax +b =0, ax+b<0, ...
(a#0)

L'INEQUATION ax + b -0 (a # 0)
« En appliquant les transformations d’écritures décrites & la page
précédente, I'inéquation ax + b =0 équivauta:

ax=—b ectenfina:

b . b .
re——(sia>0)oux=—— (sia0).
a a

« Avec I'inéquation ax + b <0 , nous trouverions :

b . ) b
X == (sia<"0)oux =—— (sia=>0).
a u

Pratiquement, on ne retient pas ces résultats, mais seulement la
conséquence suivante :

A RETENIR (SIGNF DE ax + b))

aetbfixés, a # 0. Lorsque x varie sur R, I'expression ax + b

change de signe au point ot elle s’annule : — —-
a

Dégageons alors une méthode pratique pour étudier le signe de
ax +b (doc. 10):

1. On recherche le point ol @ x + b s"annule.

2. On regarde le signe de @ x + b pour une valeur particuliere

b
dex (autre que — E) .

3. On consigne les résultats dans un tableau de signes.

4 Signe d’un produit, d’un quotient
EXEMPLE
Eudier le signe de (x —3)(1 —5x).

On détermine séparément les signes de (x — 3) etde (I — 5x), puis
on applique la régle des signes pour un produit. D’ou le tableau :

x - ® ;7 3 + ®
. |

;;ggeg)e - - 0 +
wh | - - | -

. l

f;gﬁegil sy = (|> + (l) -

Nous approfondirons ces études dans les Problemes (rubrique 2),
pp. 140 et 141.

"

Etudier le signe de 3x — 2.
2
1)3x—2=0 lorsque .x=—3—~

2) On détermine le signe de 3 x — 2
pour une valeur quelconque de x

autre que — |5
e

pour x =0, 3x—2 vaut — 2
(donc 3x—2<0).

3) Conclusion

X —w 0 } + «©
signe de _ (]' +
3x—2 |

poc 10. ['n exemple nus en ety e,




Commentaires

La résolution de l'inéquation du premier degré démsas général est envisagée a priori. Cette utgnl
débouche sur une méthode pratique qui donne le sigrbindbme en perdant de vue tout élément ddifadibn
(« on ne retient pas ces résultats »). En conclusgosigne est résumé dans un tableau dont I'existe’est pas
motivée.

Dans la suite, on utilise a priori un tableau a@mes pour I'étude du signe d’un produit.

A ce moment de I'étude, aucun lien n'est fait eltitgébrique, le fonctionnel et le graphique.

En outre, la présentation de la disjonction des«ca= —Erreur ! (sia > 0) ou>x —Erreur ! (si a < 0) » peut
étre source de confusions ; la forme rappelanédalution d’équations du type (ax + b)(cx + d) =elle risque
de suggérer un théoréme en acte : « (ax + b)(Pet0d= ax + b=0 ou cx + ¢ 0 ».

Delagrave ,2000 page 153

Application : Signe d’un produit de facteurs du premier degré

Soit & résoudre I'inéquation : (3x — 6)(— 2x + 1) > 0. Utilisons un tableau de signes. On
notera que la connaissance du sens de variation de la fonction x — mx + p et de la valeur de x
qui annule mx + p permet d'en connaitre le signe sans résoudre d'inéquation.

t 1
_ — 2 —
X © 5
I
X-6 : Ry 0 — +
— 2+ 1 LT O e =
: —
(3x = 6)(— 2x + 1)} - 0 + 0 -

Lensemble des solutions de ['inéquation est I'intervalle ]5 ; 2i:4

Commentaires

Le signe du binbme est introduit par I'étude desatimns de la fonction affine xo- mx+p a l'aide d’'une
remarque décontextualisée prenant une allure deodét Les cas m > 0 et m < 0 sont distingués. H&tdu
signe d'un produit apparait comme une applicat@m.notera que le tableau de signes ou sont sysdesliles
variations des fonctions binémes rappelle I'ogiles signes de chaque facteur.

Les aspects fonctionnel et algébrique sont imiésqiie cadre graphique n'apparait pas a ce niveau.

lI- Les mises en ceuvre sont-elles en adéquationeavie programme ?

Si on se réfere aux commentaires du programmecadiee algébrique est a relier en permanence aw cadr

fonctionnel et au cadre graphique.

“ Utiliser de fagon raisonnée et efficace la chltrice pour les calculs et pour les graphiques .

- “Des activités liées aux fonctions, aux équatiousaux inéquations mettront en valeur l'information
donnée par la forme d'une expression et motiveeregcherche d’'une écriture adaptée ".

- “On multipliera les approches "...

La rubrique contenus spécifie “ mise en équatiasolution algébrique, résolution graphique d’épunt et
d’'inéquations ".

- “Pour un méme probléme, on combinera les applmtsmodes de résolution graphique et algébrique. On
précisera les avantages et les limites de ceg@liffé modes de résolution. On pourra utiliserglephiques
des fonctions de référence et leurs positionsivelstOn ne s'interdira pas de donner un ou dexemples
de problémes conduisant a une équation que I'osaiiegpas résoudre algébriquement et dont on cherche
des solutions approchées ”.

Dans les capacités attendues et pour la premi&galéms les programmes, on note Utiliser un tableau de
signespour résoudre une inéquation ”. Dans les prograsnpnécédents, si le signe d’'un produit apparaissait
jamais la technique du tableau de signes n’étaittioenée.



On peut a ce propos noter le statut trés diffégenest réservé a I'objet “ tableau de signes "sdas manuels :
sa présentation figure soit dans les savoirs efic{cours) soit dans des “ savoirs qui en son$ sanétre ” :
T.P., méthodes , activités, exercices résolus .nsDz dernier cas, le tableau de signes risquepalafire
comme marginal aux yeux des éléves alors que l@esil qui est principalement utilisé dans les miees.

En ce qui concerne sa mise en ceuvre, telle quadmarait dans les exercices des différents manasls,
remarque peu de recommandations a propos des dieftablir entre les cadres algébrique, fonctioratel
graphique. Au mieux on est incité a une vérificatgraphique des résultats. L'éclairage que peubrappla
mise en regard des différents cadres est doncssontedu lecteur ou de I'enseignant.

D’autre part les programmes précisent que : “ Laivigés de calcul doivent étre l'occasion de nam .../...
On évitera une activité trop mécanique et on Jedia de développer .../ ... des stratégies s'appusant
l'observation, l'anticipation et l'intelligence dalcul”. Ainsi, il nous semble, qu'a cété de la enisn place et
I'utilisation de techniquesijl est demandé de ne pas perdre de vue les justditons des techniques
employées

Nos questions
Comme le montrent les extraits précédents, lesoapps sont différentes.

Certains essaient de trouver une situation « c@amgés» qui améne a faire de I'utilisation du ¢zl de signes
ou de la résolution des inéquations produit unl gutbntournable.

Peut-on trouver des problemes consistants faisantpparaitre le signe d'un produit de deux bindémes
comme un outil incontournable pour leur résolution?

Comment étudier le signe d'une expression polynoniia? Quelles sont les techniques utilisées ? Comrhen
sont-elles justifiées ? Le tableau de signes eslkedh seule technique possible ?

Certains manuels restent dans l'algebre, certaassgnt dans le fonctionnel sans aller jusqu'a fowi
graphique, d’autres s'aventurent, comme les yérleitprogramme, a mener de front le fonctionneréphique
et I'algébrique.

Actuellement, pourquoi le cadre algébrique est-ilguvent privilégié par rapport aux cadres fonctionrel et
graphique ?

Ces questions en appellent d’autres :

Pourquoi étudier le signe d’'une expression polynorale ? Mathématiquement, a quoi cela sert-il ?
Quelle importance doit-on accorder a la déterminatn du signe d'une expression et a la technique du
tableau de signes ?

Pour tenter d’éclaircir ces questions nous avogaroe :

I'histoire des mathématiques :

Quand a-t-on étudié le signe d'une expression polpmiale ? Dans quels buts ? Quelles étaient les
techniques alors employées? Comment étaient-ellestifiées ?

les programmes a partir des années 1820 jusqu’a ngsurs (dans la mesure ou nous pouvions y accéder)
et des manuels de différentes époques :

Quand I'étude du signe d'une expression polynomialest-elle apparue dans les programmes scolaires ?
Pour résoudre quels types de problemes ? Y avait-dles techniques préconisées ou imposées ? Y avhit-i
des justifications ? Quelle place cette étude avadlle au sein de I'organisation mathématique précasée
dans les programmes ou mise en ceuvre dans les masug

llI-  Origines du probleme
L'étude historigue nous a amenés a balayer I'mstdie I'algébre moderne. Il apparait que le sighmel

expression algébrique permet d’en localiser lesszgoire les dénombrer. On est dans un contextpiditons et
d’algebre jusqu’a, nous semble-t-il, Cauck¥&20). Ensuite I'analyse devient essentielle.

[l .1- Avant Cauchy : la primauté a I'algebre

Nous avons repris quelques ouvrages qui ont mdigjséoire des équations algébriques et qui noussemblé
les plus pertinents.



Descartes(1637) : Dand.a Géométrigil n'est question que d’équations. Les préocdopatde Descartes sont
les suivantes :

la détermination du nombre de racines d'une équatio (nombre de vraies racines, de “fausses
racines "...), résultat énoncé par Girard en 1629 dasmson Invention nouvelle en algébre ;

le calcul des valeurs exactes - et non des valeaggprochées des solutions d'une équation ;

la construction géométrique des racines.

L’étude du signe d’une quantité algébrique n'appaas.

Rolle dans sorAlgebre(1690) remarque que les racines, que nous appeiamgenant réelles, d’'un polynéme
sont nécessairement séparées par celles du polyngueel'on appelle maintenant polynéme dérivé, ces
dernieres par celles du polyndme dérivé secondiireti de suite. C'est la méthode appelée méthode de
cascades.

Le Marquis de I'Hospital (Analyse des infiniment petits pour l'intelligenasdignes courbe4,696) :

L’idée de variation apparait page 42or concoit aisément qu’une quantité qui diminueticorellement, ne
peut devenir positive a négative sans passer paéte”. Le calcul infinitésimal ne s’intéresse pas a ce qui
est devenu un point essentiel de notre enseignemeénsavoir les variations de signe d’une quantité

D’Alembert (Encyclopédie méthodiqud,784, ACL Edition3, dans l'articleapproximation, ou il traite de
résolution d’équations polynomiales, dit :

“ Théoréme : Si en substituant dans une équation quainque deux nombres différents a la place de
'inconnue, on obtient des résultats de signes caafres, I'une des valeurs de I'inconnue sera compse
entre les deux nombres substitués

De ce résultat, énoncé en théoréme mais non dédrtire des corollaires permettant d’affirmer :

* qu’un polyndme de degré impair a toujours une rame réelle,

* que tout polynéme unitaire de degré pair dont lderme constant est négatif admet une solution réel|
* que tout polynéme unitaire dont le terme constanest négatif a au moins une racine positive,

Suit unetechnique pour trouver les valeurs approchées des solutame équation :

“ Résoudre une équation quelconque, sinon rigose@ent, au moins par approximation. ”

On recherche des racines multiples.

On recherche si I'équation n’'a pas de diviseurs comensurables d’'une dimension. Ainsi il reste une
équation dont les racines sont inégales et incommmmables ou des racines imaginaires...

On fait un tableau de valeurs pour étudier les vaations de signes de I'expression .

Si des variations de signes n’apparaissent pas,né faut pas nécessairement conclure qu'il n'y a pade
racines : ayant pris des valeurs entieres pour test le signe, il faut affiner. Pour cela on “zoomé en
changeant de variable (On pose: x =Erreur). Et on recommence, ce qui donne une méthode
d’approximation.

La méthode d’approximation due a Newton (voir Ladrpeut étre utilisée car plus efficace .

Comme on peut le constater, il y a un embryon deéthode » mais elle n’est pas justifiée .

Si la variation du signe de I'expression polynomialest pas fondée, des éléments de justificateuvent étre
percus dans l'articleéquation, (page 658, Tome 1, ACL-Editions): D’Alembert ¢estant un article de
Fontaine paru dans les mémoires de I’Académie des Scieted347, fait appel agraphique.

On note aussi d'autres références aux graphiquesdigers articles de D’Alembert.

Lacroix : L'ouvrage consulté est la seizieme édition Bé&sments d’'algébre de Lacroi@d836).(La premiére
édition date de 1797.) Ce manuel aura un succésnénd’est la transposition du savoir savant dpogue.

Nous retrouvons dans cet ouvrage ce qui a été al@yelpar d’Alembert. Et tout comme I'avait fait Défnbert,

il fait aussi référence a Lagrange.

Aprés avoir étudié tous les cas ou I'on pouvativer des solutions exactes aux équations, Lacdairs le
paragraphe intitul®rocédés pour approcher des racines d’'une équationérique(page 298), cite lprincipe*
suivant :

“Lorsque I'on a trouvé deux quantités qui, substitués dans une équation a la place de I'inconnue, doemt
deux résultats de signes contraires, on doit conckl qu'une des racines de I'équation proposée est
comprise entre ces deux quantités, et est par coggent réelle”.

Remarquons que c’est a ce propos que Lacroix intrées signes < et > et en précise I'utilisation.

! Intitulé comme tel par Lacroix



Le principe n’est pas démontré. Son explicationrdeshature dynamique et utilise I'hypothése deinaité non
mise a jour a I'époque. Il donne une technigquenigst « justifiée » que par des exemples. Mais pittiMfaire
autrement ?

Par ailleurs, Lacroix expose utechnique justifiée cette fois pour reconnaitre qu'une équation ardemes
doubles :
En effet, supposons que a soit solution de I'dqnat™ + PX"'+ QX™2 +.....+ U = 0. En substituant a + y a x
on obtient une nouvelle équation (d) en y de degré 1. Si b est une autre racine, b — a est solu@cette
derniére équation. En particulier si a est raciogbie, y = 0 est solution de (d). Ce principe itpeEmet de
connaitre I'ordre de multiplicité d’'une racine.
Examinons laechnique mise en place pour déterminer les racines appesctié X — 4xX — 3x + 27 = 0 qui a
des racines distinctes :
1. La plus grande racine positive est plus petitesjoar ici U est positif (voir explication ci-apjes
2. En substituant —y & x on obtient* 4 4y* + 3y + 27 = 0. Ce qui montre que y ne peut étre qu
négatif et donc que les solutions, s'il y en atgasitives.
3. Il substitue 1;2 ;3 et4 axeh observe un changement de sigrie la quantité %— 4xX° — 3x + 27
entre 2 et 3 et 3 et 4. Il y a donc une racineschitet 3.
4. Pour approcher cette racine on regarde la valgnroapée de I'expression pour xErreur ! = 2,5
qui rend I'expression négative.
5. On peut réitérer ce procédé dichotomique pour effiMais il est préférable d'utiliser (pour gagner
du temps) des procédés infinitésimaux : On pos€8=+ y. y étant petit, on peut négligér, y"...
AinsixX*=23+4x23y; -4xx®=-4x23F-12x23y ; -3x = -3 2,3 - 3y.

Ainsix*=23+4x23Fy; -4xx3=-4x23F-12x2Fy ;-3x=-3x2,3-3y.

L'équation devient alors une équation du premigréejui donne y=Erreur ! . On ne va pas au dela
des centiémes dans I'exécution de la division dedqune y = -0,03. Puis on réitére I'opération en
posant x = 2,27 +y'.

Dans I'exposé de cette technique, Lacroix donmsgudifications :

“ Toute équatiohde degré impair a nécessairement une racine atesigne contraire a celui de son dernier
terme " (démontré).
“ Toute équation de degré pair, dont le dernieméeest négatif, a au moins deux racines réellas Ipositive
et l'autre négative ” (démontré).
“ Quels que soient le degré d'une équation et sefficients, on peut toujours assigner un nombiesybstitué
a l'inconnue, rend le premier terme supérieur solmame de tous les autres .
Ce résultat est démontré et signifie qu’'étant éerume équation
X"+ PX" 4+ QX™2 +.....+ U = 0, on peut trouver M tel que :
M™> PxM™*+ QxM™2 + ... + U. En fait il montre qu'il suffit de prenelr
M> sup (JPE0QO;.. ;0UDO) +1. Ce résultat peut s’affiner en particulieivant le signe de U. Si U est
positif , il suffit de prendre M> supIP} QO ;.. ;O0TO) +1, T étant le coefficient de X.

Pour affiner I'approximation :

Il utilise la méthode dichotomique qui est expliqué ;

Il combine avec une méthode infinitésimale qu’il diétre de Newton et qui est démontrée. Cela justéila
troncature au centieme de la premiére valeur de yLacroix cite ses sources : la méthode ainsi exposée
vient, selon ses dires, de Lagrange et figure dassn Traité de la résolution des équations numériqise
Cette méthode s’appelle Méthode de substitutions scessives.

Il reconnait que sa technique a des failles casulastitution par des valeurs entiéres peut laiésbapper
certaines racines.

Euler dans sorintroduction a I'analyse infinitésimalél796) énonce le théoréme des valeurs internrédiai
pour les fonctions entieres :Si une fonction entiére Z (c’est a dire polyndMBLR), en faisant z = a, prend la
valeur A et en faisant z = b, prend la valeur Bh;raettant a la place de z des valeurs moyennes argt b, la
fonction Z peut prendre toutes les valeurs moyeqgo&m voudra entre A et B.'(n° 33)

Puis (n° 34)" Si dans la fonction entiére Z, I'exposant de lagphaute puissance de z est un nombre impair
2n+1, la fonction Z aura un facteur ré&l

2 Dans toutes les équations le coefficient du tedmplus haut degré est 1.



Dans le chapitre “ De la recherche des facteunsdrires ”, Euler s’'intéresse a la factorisation eegressions
polynomiales. Les techniques sont algébriques agtpsiient sur les propriétés des nombres compléxes.
factorisations obtenues sont utilisées pour sonuhasrséries infinies (chapitre 10) puis pour décaapales
fractions rationnelles en éléments simples. Dansotee premier, on ne trouve aucune trace du signe d
I'expression mais les techniques de factorisatiemmblynémes a coefficients réels sont bien présent

Le calcul infinitésimal est avant tout un outil pogsoudre des problémes liés aux courbes damngnel de la
géométrie analytique créée par Descartes.

La localisation des racines conduit a la reche(tdeale) du signe d’une expression.

Le signe d'une expression n’est pas étudié pour kméme. Plus précisément, on s’interroge sur les \alrs
des racines d'une équationQuand on ne sait pas calculer les valeurs exatgesracines, on cherche des
méthodes d’approximation. Pour cela il faut lo@lites racines et I'une des méthodes consiste hiereter
localement le signe de la quantité polynomiale“galayage ”. (On connait depuis Girard le nomhwsgible de
racines d’'une équation et certaines méthodes, dicyer celle de Lagrange, permettent de déteeminn
intervalle de longueur finie ou elles figurent).sRele probléme des racines multiples. Pour leudrsodes
techniques sont mises au point.

Notons que dans la recherche des valeurs appodederacines, la technique d’approximation de Newqui
repose sur les infinitésimaux, est la plus efficace

Ainsi, on constate que, jusqu’a Cauchy, la problégna essentielle est :
» larecherche des valeurs exactes des racines diuaion,
« lalocalisation pour la détermination de valeurgraphées des racines d’une équation polynomiale.

Il .2- Cauchy : le renversement, la primauté de I'aalyse
Des le début du XIXe siécle, I'analyse devient priggrante, principalement avec Cauchy.

Déja, Bolzano (1817) apporte un élément important a la justificadu changement de signe d’'une fonction et
donc d'une expression polynomiale :

“Dans la théorie des équations, il y a deux théoes dont on pouvait dire récemment encore que la
démonstration entierement correcte est inconntgn kst le suivant : il faut qu'il y ait toujourgntre deux
valeurs quelconques de la grandeur inconnue qundahdeux résultats de signes opposés, au moinsaaime
réelle de I'équation. Voici l'autre : toute foncticalgébrique rationnelle entiere d'une grandeur iahie peut
étre décomposée en facteurs réels du premiercensgedegré. ”

Bolzano mentionne que si le deuxiéme théoreme semiir été démontré par Gauss, peu de mathéersici
se sont intéressés au premier. |l cite Clairaulp$ments de la cinquiéme édition des élémentgébae),
Lacroix (7e édition des éléments d’algébre), Meitdr, Klugel. Il réfute les démonstrations du premi
théoréme :

celles qui s’appuient sur des vérités géométriquésur des changements de cadres qui sont apparemment
familiers),

celles qui introduisent la continuité fondée sur lanouvement et le temps qui sont deux notions étragges
aux mathématiques,

celles qui utilisent un résultat non prouvé : “tode grandeur variable peut passer d'un état positifa un
état négatif seulement en traversant I'état de n'ée rien ou celui d’étre infinie ”.

La démonstration qu'il propose repose sur un réasplius général“ Si deux fonctions continues de x, f(x) et
¢@x) ont la propriété que pour x @ on ait f@) <¢{ @) mais pour x =8, (B8 > ¢p) alors il doit toujours
exister une certaine valeur intermédiaire entret 3 pour laguelle f(x)=¢(x) ”.

Fourier proposera aussi une méthode de détermind¢is racines d’'une équation, qui s’avére peuseffic

Avec Cauchy, la problématique di variation des fonctionsapparait, de facon explicite mais non essentielle,
dans les résumés de sesurs a I'Ecole Polytechnique (1823). La recherche dsations se fait a partir de
I'étude du signe de la dérivée. Cette problématipiéa variation des fonctions semble étre reSteangére aux
fondateurs et aux premiers utilisateurs du calefihitésimal. Elle ne figure ni dans I'ceuvre de New ni dans
celle de Leibniz, et apparemment pas dans cellalefEElle ne figure pas non plus dans les “ Rédles sur la
métaphysique du calcul infinitésimal ” de Lazarer®@a (1797) qui récapitule

les différentes problématiques dont traite le tah! et fait I'inventaire comparé des méthodes morentes.
Des techniques, des technologies, voire des embrgerthéories sont présents chez Cauchy. Il y nearigjen



s(r, les éléments technologiques et théoriquest(&'@ire la construction de I, R) qu'apporterostfliendateurs
de I'analyse moderne.

C'est essentiellement dans le cadre de I'étude ¢ désolution des équations différentielles ox dérivées
partielles, issues de la mécanique et de la phgsiquestions relatives aux petites oscillations aeps, a la
stabilité du systéme solaire, au mouvement deddhjia la diffusion de la chaleur) que l'intérénd’ étude
qualitative des fonctions va étre défendu, Paincaré mais d'abord pa8turm (Mémoires sur la résolution des
équations numériques, 1835).

« La résolution des équations numériques est umestippn qui n'a cessé d'occuper les géometres, idepu
I'origine de l'algebre jusqu’a nos jours. Lagrangee, premier, a donné pour cet objet une méthodeuriguse
.../... Mais, dans l'application, la longueur desaask .../... la rend presque impraticable. Le théarédont le
développement est I'objet de ce mémaoire .../... foumihoyen trés sir de connaitre combien une équatite
racines réelles comprises entre deux nombres gnglees ; cette connaissance suffit pour conduira a
détermination effective de toutes les racines eSeb

Pour déterminer le nombre de racines réelles dametion polynomiale P(x) = 0 dans un intervallery la
méthode de Sturm fait intervenir I'algorithme d’Hide, appliqué a P et P’, et utilise un simple dépte de

changement de signe¥/@ir annexe)

Donc le premier et principal probléme reste la Iigmn, au moins qualitative, dans un premier tenges
équations : nombre de racines, multiplicité, natioealisation. Ce probléme est difficile : de 170850 tous
les grands mathématiciens (Lagrange, Laplace, &Qu@auchy) vont y travailler et mettre au point de
méthodes lourdes, examinant de nombreux cas etadgrpour la plupart des cas, un majorant et naiabre
exact de racines. Aussi, Sturm, grace a son thégréanconnaitre immédiatement la célébrité.

Il est a remarquer que toutes les méthodes, mémnele® polyndmes, se placent dans le cadre delysmat
font appel a ses outils (et/ou ses concepts) de b#snctions, continuité, dérivées, courbes. Legiments
utilisés se fondent sur la corrélation entre s'@ret changer de signe.

Dans le cas des fonctions polynémesst a partir de leur forme développée que se fala recherche des
Zéros.

La régle de Descartes établit un lien entre le mentde racines, positives et négatives, et le nondere
changements de signes des coefficients de cetteefd€veloppée. Les autres méthodes (cascades ke Rol
théoréme de Fourier, théoréme de Sturm) consel@anéme idée, les variations de signe concernans des
expressions en rapport avec ces coefficients. Datablissement de ces méthodes, le va et vieme atds
formes factorisées et la forme développée jougblmimportant. Une fois connues toutes les raciaesc leur
multiplicité, que I'équation soit entiére ou tragsdante, on a alors immédiatement le signe denlzitm.

IV-  Naissance d’'une tradition didactique

Tout acte d’enseignement des mathématiques cooempn :

» Déterminer les théories, concepts, techniques oy &tre les objets d’enseignement

» Organiser ces théories, concepts, techniques un enrsus qui permette de leur donner du sens
» Articuler les nouveaux savoirs avec les précédents.

» Construire les situations aux travers desquelggplenant pourra se les approprier.

En d’autres termes le premier acte de tout enseignedes mathématiques est un acte d’adaptatias dirts
d’enseignement, laransposition didactiquegui a pour but de transformer @avoir savanten unsavoir a
enseigner

L'acte de transposition didactique n’est pas mepéar rapport au savoir savant qu'il met en scene
« Lorsqu'il est opéré a un niveau élémentaire, lacegité de mettre & portée de débutants les nodions
enseigner oblige a créer un environnement proplearaassimilation. Il y a alors création d’'un eméée de
problémes qui sont parfois étrangers au savoirrgagh de techniques qui n'ont d'intérét que dans la
transposition didactique qui les a fait naitre

% Les équations du second degré avec paramétramngpendant des décennies occupé une grande mase d
les cursus du secondaire - voir infra - fournisseneéxemple propre a illustree propos.



e Lorsqu'il est opéré a un niveau supérieur, il donne forme au savoir savant a transmettre, sétewides
cadres de présentation, des champs d’applicationceulte d’autres et détermine ainsi, pour deguidies
parfois, les axes de la recherche et la postéeitgedaines théoriés

La partie historique a mis en évidence que le saamiant et les différentes traditions didactiggeisont vu le

jour au XVlllieme et au début du XIXiéme siecle fagsaient aucune place a I'étude du signe d'wpeession

algébrique. Seuls les changements de signe dessskmms, repérés par de banals tests numériquesligen

d’intérét, comme révélateurs de I'existence d'urozfe I'expression.

Les changements de signe de I'expression sont afitises dans des processus dichotomiques pouredates

valeurs approchées de ces zéros.

La question se pose donc de comprendre ce quiigénatl niveau de I'enseignement :

» I'étude systématique du signe d’'une expressionbaigée lorsqu’elle apparait dans les programmes.

» le choix des techniques qui sont proposées aueglpour conduire cette étude, les types de prokleme
traités, leurs diverses formes au cours du temps.

IV-1 Les programmes

L’étude du signe d'une expression algébrique elgvun objet d’enseignement explicite dans les namges
de 1891.

Classe de troisieme

Inégalités numériques du premier degré & une inconnue

Classe de seconde

Equations du deuxiéme degré a une inconnue

Inégalité du second degré a une inconnue

Classe de premiére

Représentation d’une fonction par une courbe —motle dérivée- La dérivée est le coefficient angelde la

tangente
Variation des fonctions suivantes :
ax+b ax’ + bx+ ¢
y=adX+hbx+tc y= , Yy E————
cx+d dx +ex+ f

Pour cette derniére fonction, on se bornera a desyles numériques
Remarque : En vue de la variation des fonctioncgdéntes, il suffira de faire connaitre la dérivifane
somme, d’un produit et d’'un quotient.

Ce programme est repris et complété dans celwd deahde réforme de 1902

Classe de seconde C et D

Variation de I'expression ax+b ; représentation ghaque

Equation du second degré a une inconnue.

Nature et signe des racines - Etude du trinbmeeahorsd degré. Changements de signe. Inégalités ahnde
degré. Variation du trindme du second degré ; repréation graphique.

. . ax+b . . .
Variation de I'expressiony = T d représentation graphique.
CX

Notion de dérivée ; signification géométrique delé&ivée — le sens de variation est indiqué pasidgme de la
dérivée - applications a des exemples numériqueslss.

Classe de mathématiques

Variations et représentations graphiques des fomsti:
ax+b _ad+bx+c

ox+d’ 7T d@+ext f
Notion de dérivée. Signification géométrique (doigfiit angulaire de la tangente) et cinématiquéegse dans
le mouvement rectiligne) de la dérivée ; le seasvdriation d’'une fonction est indiqué par le sigde la

dérivée. Dérivée d'une somme, d’'un produit, d’'uotegnt, de la racine carrée d’une fonction, de sjrcos X,
tg X, cotg Xx.

y=aX+bxtc y= y=ax + b¥+ c

“ On pourra lire & ce propos ce qu’écrit L. SchwattnsUn mathématicien dans le siéckir le choix fait par
Bourbaki sur la théorie de l'intégration et sess#muences, en France, sur la recherche en prithabil

® Le motinéquationsemble avoir été introduit assez tard en mathéunzsi Il ne figure pas dans I'encyclopédie
de D’Alembert. Il apparait tardivement dans lesgpamnmes.
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Application a I'étude de la variation, a la rechbe des maximums ou des minimums de quelques fmctio
simples, en particulier des fonctions de la forme :

y= ax’ + bx+ ¢
d +ex+ f’

ou les coefficients ont des valeurs numériquesivBérde I'aire d’'une courbe dont l'aire est consiél& comme
fonction de I'abscisse (on admettra la notion dégir

y=xX+ px+ q

L'étude du signe d’'une expression algébriquenestivée par I'étude des variations des fonctioside du
signe de la dérivée. Une lecture superficielle daigser croire que I'étude des variations des tfons est
I'objectif central et ultime de cette partie du gramme d’analyse. Or I'étude des variations destfons n'a
jamais constitué un axe de recherche en mathéneaéitjia notion de dérivée n'a pas été inventée pels.
L’objectif des auteurs de ces programmes qui sengrénds mathématiciens de I'épotjest de moderniser
I'enseignement des mathématiques qui était jusguesk fortement centré sur la géométrie d’Euclidie.des
axes de cette modernisation est l'introduction docept majeur du calcul différentiel et intédrala dérivée.
Un probléme surgit aussitot : trouver des classeprdbléemes simples permettant de mettre ce corsep
scene. Le savoir savant n’en fournit que deuxddtermination des tangentes a une courbe en unh @blas
calculs d'aire de trapézes mixtilignes. Tous lesemuproblémes traités par le concept de dérivéetsars de
portée d’'un débutarft Un champ d’application simplest alors créé pour faire vivre ce concept, ement
une importance primordiale & un point mineur dengasavant, jamais développé pour lui-méme : laati@n
des fonctions ; cette étude motive celle de I'étddsigne d’une expression algébrique.

Tous les programmes qui se succéderont de 18%B@ reconduiront cette mise en scéne, dans laqleell
signe d'une expression algébrique a pour uniquenphd’application I'étude des variations des forusioll
faudra attendre les années 1980 pour voir les igmest’étude de signes prendre un nouvel intététoaver un
nouveau champ d’application avec l'introductionrdajorations d’expressions dans le but d’évalueratdees
de grandeur.

1
1+

< 2%

On montrera que l'inégalitx| < % entraine -(1+X)
X

On entrait avec ces programmes dans une éreiaudgtde I'enseignement de I'analyse inspirée par |
mathématiciens du groupe Bourb8kLes commentaires du programme de I'époque soquéhts a ce sujet :

Il convient de consacrer de nombreuses activit@ggmntées sur toute I'année aux concepts, fondamentu
analyse, de majoration, minoration, encadremé&nti@it du commentaire du programme de seconde)

Dans les exercices de recherche de limites on s#ega de toute codification systématique ; on €inteaa les
éléves a évaluer I'ordre de grandeur des termesemigu Extrait du commentaire du programme de £ S)

Il convient de rappeler que l'objéableau de signesapparait pour la premiére fois explicitement diss
programmes de I'année 2000.

Résoudre une équation ou une inéquation se ramemampremier degréUtiliser un tableau de signepour
résoudre une inéquation ou déterminer le signe e'fiomction.

Résoudre graphiquement des équations du type) = k; f( <k f(3=d ¥ { X< ¢ X...

IV-2 La mise en ceuvre dans les manuels

® Darboux, Borel y contribuérent, Poincaré, Lebesgus'y intéressérent.

" Celui-ci a été créé deux siécle plus tot par NevetbLeibniz et a fait I'objet de recherches trétvas pendant
le XVIllieme et le XIXiéme — Euler , Cauchy, Rienmarpour ne citer que quelques grands noms - anestre
I'objet de recherches qui s’avéreront trés fructesia I'époque de Darboux, Borel, Lebesgue ...

8 calculs de courbure, détermination de pointsfiéiion, détermination de maximums ou de maximums d
fonctions de plusieurs variables, calculs de longaide courbes...

° permettant de traiter les deux problémes évoqiuésssus

19 « Pour acquérir le sens de I'analyse indispengabtgie dans les spéculations les plus abstrdifast avoir
appris a distinguer ce qui egtand de ce qui egtetit, ce qui esprépondérantle ce qui estégligeable En
d’'autres termes le calcul infinitésimal est I'appiissage du maniement des inégalités et on polena@sumer

en trois mots : Majorer, Minorer, Approcher »
Jean Dieudonné- Calcul infinitésimal
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Les manuels ont une importance considérable coraur tle transposition didactique et comme conseinest
de celles-ci. Leur étude, confrontée au programuaigsgnettent en ceuvre et aux savoirs savants fdeeréce,
nous renseigne sur les choix qui ont été faitoasmpermet de comprendre 'origine de méthodeg ¢ypuks de
problémes dont on a parfois perdu de vue l'intétées objectifs.

Pour des raisons de briéveté imposée dans celearimus n'avons retenu que peu d’extraits de mameur
illustrer notre propos.

IV-2-1. Cours d'algébre de la classe de mathématiguélémentaire de H. Neveu (1908)

Ce cours comprend trente cinq lecons

« Les huit premiéres sont consacrées aux nombregpaymémes, aux fractions rationnelles

 Leslecons 9 a 14 traitent des problemes du predeigré : équations, systemes d’'équation, problé&mieg
conduisent

e Leslecons 15 a 22 traitent des problémes du sedegwet

« Leslecons 23 a 27 sont consacrées a I'étude de8dns au programme

e Les lecons 28 a 31 traitent de la dérivation eseke applications a I'étude des fonctions et augutalde
surfaces et de volumes

 Les lecons 32 a 35 traitent des suites arithmétigee géométriques et a leurs applications aux
mathématiques financieres

L'étude du signe d’une expression occupe uneeplaportante dans l'ouvrage, 13% du volume de lfage y
est directement consacrée , 20% du volume si ljonta les études faites sur la factorisation ddgndanes et
sur les fractions rationnelles pour pouvoir en iuld signe.

Les études de signe sont constamment utiliséas lps études de fonctions qui sont conduites dex de
maniéres (pour les mémes fonctions) :

« Directement dans les chapitres 23 a 27
e Alaide des dérivées dans les chapitres 28 a 31

Ce fait laisse penser que I'étude des variatiofiaide des dérivées semblait exotique a I'épo@iesupra).
L'autre méthode utilisée nous renseigne sur leditioms didactiques qui vont s'instaurer et perdudes
décennies durant. Cette méthode est mise en plaidéxd’exemples traités .

Exemple :

Etudier les variations de la fractioBrreur !
PosonsErreur! =y d'ou (3-y) x2-4x+3-y=0
Pour que cette équation en x ait des racinesaut gue I'on ait :

4- (3-y)220 ou (5-y)(-1+y*0. Dans cette expressiple coefficient dey2 est négatif : donc y devra varier entre

les racines qui sont 5 et 1. 5 sera le maximumusnie désignerons par M, et 1 sera le minimum rleus
désignerons par m.

Les valeurs correspondantes de x sontEpreur !

A y=5correspond x=-1

A y=1correspond x=1

Le numérateur et le dénominateur ne s'annulent jameéonc ils sont toujours positifs, et par suig fonction
est toujours positive.
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On obtient sans difficulté le tableau suivant :

Valeurs de x —00 Croit -1 Croit O Croit +1 Croit +00
Valeurs de y 3 Croit M=5 Déitro 3 Décroit m=1 Croit 3
Signe de y Fonction toujours positive

La méthode pour obtenir le tableau de variatiomsepsur quatre points

1. Détermination des valeurs que peut prendre la fmmdbrsque la variable décrit le domaine de débni
ce qui conduit & résoudre des équations du presuielu second degré

2. Calculs des limites de la fonction aux bornes dwaoe de définition

3. Continuité de la fonction

4. Signe du trinébme du second degré

Les variations s’obtiennent alors sur des baseéidites appartenant dans la logique de 'ouvragelzamp de
I'intuition : tout changement dans les variations de la fonctisar un intervalle équivaut a I'existence d’'un
maximum ou d’un minimum pour la fonction sur cet bervalle. En conséquence sur tout intervalle sugiel
il N’y a ni maximum, ni minimum, ni discontinuité# fonction est monotone.

Ce type de méthode occupe une place importante lBBmonomie générale de I'ouvrage. Tous les exempt
exercices font appel des études de signes liées a des équations du secdegré avec parametresjui
trouvent ici un champ d’application qui peut paitaturel Toutes les fonctions au programme sont étudiées de
cette maniére, puis ensuite a l'aide de la dérivée. la difficulté de la méthode par rapport aeéle au calcul
des dérivées, on peut supposer qu'il ne s’agitdjuse pure création didactique visant & procurecchamp
d’'application aux développements faits sur le sdategré qui forment I'essentiel du programme d’btgé

Les équations du second degré avec paramétregresribngtemps continuer & occuper une place irapt
dans les manuels du secondfirebien longtemps aprés qu’elles aient perdu thatmp d’application, le calcul
des dérivges étant 'unique méthode préconisée léansrogrammes ultérieurs pour I'étude des vamatides
fonctions.

IV-2-2 Cours de R. Malillard (1962). Classe de trgieme
L'étude du signe d’'une expression apparait daehapitre consacré a I'étude des inéquations dngnenue.

Résolution d’inéquations du premier degré a une immnue
Exemples d’'autres inéquations :

Polyndmes du premier degré

Inéquations irrationnelles

Inéquations simultanées

Une technique « dominée » ( elle ne sera pas reripar d’autres auteurs ) apparait.
Celle-ci est présentée dans toute sa généralitéiliustrée sur des exemples

La procédure indiquée pour résoudre une inéquatioduit est la suivante :

1. Le probleme est ramené a I'étude du signe d'unegesspn de la forme P(x) = A(x-a)(x-b) ... (aprés
élimination des facteurs carrés ...)

2. Onrange les valeurs qui annulent P dans I'ordvessant

3. On déduit le signe de P sur chacun des intervalles obtenus en utilisant le fait qu'a chaque fpig I'on
change d'intervalle, seul un facteur change deesaimque donc P change de signe .
Les intervalles sont représentés sur une droitedé&rarmine le signe de P sur le premier intervale
donnant une valeur a x, puis on alterne les signes

4. On récapitule les résultats et on conclut.

Extrait du manuel :
Résoudre l'inéquation (x-5)(x-1)(x-2)(x+3)>0

Les facteurs successifs s’annulent respectivepmntles valeurs 5 ; -1 ; 2 ;-3. Nous rangeons aeurs par
ordre croissant : -3 ;-1;2; 5.

1 Vues les fonctions au programme
Zjusqu’au début des années 1970
3. Chevallard parle du vieillissement des praxgige (cf infra)
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D’apés ce qui précede, nous pouvons conclure que x>5 tous les facteurs sont positifs et I'inétjoa est
vérifiée.

Si maintenant x prend une valeur comprise entre2, seul le facteur x-5 change de signe et le pitathange
de signe. Le produit est donc négatif pour 2<5¢ Et le raisonnement se poursuit.../...

Le schéma indique les changements de signe duiprodu

IV-2-3 Riche (1970) Premiére CDE

La méthode donnée s’applique a I'étude du signtodie fonction polynéme ou rationnelle. Elle repsse un
résultat d'algébre qui est admis.

Extrait du manuel
« Nous admettrons que si le corps utilisé est R t pmlyndme de degré supérieur a 2 peut étre mis sou
forme d’un produit de polynémes du premier degrduesecond degré a discriminant négatif.

o SiP(X) =5(x-1)(x+ 2Y (¥ + »x+ 1)

L'équation x* + x+1=0 n’a pas de racine quel que soit xx* + x+1> 0
Le polyndme P admet 1 comme zéro simple, -2 ca@roalouble
Quel que soit x distinct de -2 et de 1 P(x) ad¢mside (x-1)

« Remarquons que la valeur d’'un polyn6me du premagré change de signe quand x « traverse » son z€&ro.
La valeur d’'un polyndme du second degré changeigie si x « traverse » un zéro simple du polynéme,
mais elle ne change pas de signe si x « traverse zero double.

Ce résultat est général ; la valeur d’'un polynédmedPpeut changer de signe que si x « traverse zéun

du polynéme P, si x « traverse un zéro simple (@®rl) ou triple (d’ordre 3), la valeur de P(x) aingera

de signe ; si x « traverse » un zéro double (d’ergly ou un zéro quadruple (d’ordre 4), la valeurR{g) ne
changera pas de signe.

Considérons, par exemple, le polyndRge) = 63(x+ 2f (x— 1)(x= 3} (x= 5. P est un polynéme du*%*
degré. Il admet —2 comme zéro double,1 comme mé&pmes 3 comme zéro triple, 5 comme zéro simple. Su
chacun des intervalles Jeo, 1[, 11, 3[, 13, 5[, 15, + [, P(x) conserve un signe constant. Calculons la
valeur de P(x) pour x appartenant a I'un de ceiwlles. Par exemple P(0), P(0)<0 ; P(x) est donc
négatif lorsque x décrit ]-2, 1[. D’ou le tableau :

X -0 - 1 3 5 £0

P(x) - - + - +

Cette méthode repose sur la possibilité de faeohis fonctions polyndmes dans I, Rout polyndme de degré
supérieur a 2 peut étre mis sous forme d'un prodeitpolynbmes du premier degré et du second degré a
discriminant négatif. set sur des connaissances a propos du trinbme chindeegré.

Comme la méthode exposée par Maillard, cette méthest une alternative aux tableaux de signes qui so
utilisés dans les manuels contemporains.

IV-2-4 Les mises en ceuvre du programme de 2000

Rappelons que :

a. lanotion de tableaux de signese figure jamais explicitement dans les programargérieurs a ceux de
'année 2000, mais qu'elle était néanmoins intreguidans certains manuels, comme technique de
résolutions des équations algébriques en concuwrravec d’autres (cf. supra).

b. Le tableau de signes est une pure création didectiq

c. Le tableau de signes est objet explicite d’ensergarg dans le programme de 2000.

Le commentaire du programme précisePour un méme probléme , on combinera les appmtassdifférents
modes de résolution graphique et algébrique. Ortipega les avantages et les limites de ces différarodes
de résolution.

On pourra utiliser les graphiques des fonctiongéférence et leurs positions relatives.

On ne s'interdira pas de donner un ou deux exesnptmduisant a une équation qu'on ne sait pas résu
algébriquement et dont on cherchera des solutigmsachées »
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La technique de résolution est imposée — le tabfieasignes - ainsi que le jeu de catfrestre I'algébrique, le
fonctionnel et le graphique. Les commentaires cagramme précisent a ce propasles activités de calcul
doivent étre l'occasion de raisonner .... On évitame activité trop mécanique et on s'efforcera de
développer .... Des stratégies s’appuyant sur I'olesteon, I'anticipation et I'intelligence du calce

Le signe du trinbme figure dans le programme denfines.

Par rapport a ce qui se faisait précédemment, onngeer une évolution trés lente des pratiquepgsées dans
les manuels. Si quelques manuels traitent du sigmee expression dans un chapitre sur les fonctidiasitres
continuent a le traiter dans un chapitre d’algédames référence au fonctionnel.

La référence au cadre fonctionnel ou graphiqudeeslus souvent utilisée pour illustrer les rédsldu calcul,
rarement pour anticiper, conjecturer ou vérifiemnene le suggére les commentaires du programme.

V- Conclusions

Cette étude a été menée a 'aide d’outils foupaisla théorie de I'analyse anthropologique. Anssis semble-
t-il important de donner nos conclusions sur E&twalu tableau de signes en référence a cetteehéori

La recherche des niches et habitats de « I'étudsighe d'une expression polynomiale » nous a gibrRdune
étude historique qui montre que le probleme impdriet premier en mathématiques est la résolution de
équations. L'étude du signe d'une fonction luisetordonnée. Dés que I'on connait les zéros dmion, et
leur ordre de multiplicité, on en connait le sigBéautre part, la localisation des racines amem¢udier les
changements de signe de la fonction (ou de cesarpressions qui lui sont associées). Dans cd'cbigt de
I'étude n'est pas le signe de la fonction, maisdherche de ses zéros.

Dans les programmes de seconde, l'objet de I'é@stie signe d'une expression polynomiale facteri§ette
forme nous donne donc immédiatement les zéroa ftmttion, avec leur multiplicité.

A partir de la deux choix sont possibles :

Rester dans le cadre algébrique, et utilisetil'algébrique qu'est le signe d'un produit deears. Dés que le
nombre de facteurs dépasse trois, le tableau adesigpparait comme une technique commode. Sa ygatiq
répétée, en particulier dans le cas de racineslesmpourrait amener a introduire une technique pkpéditive
qui, a partir de la liste ordonnée des zéros etigne de la fonction pour une valeur de la variapemet de
donner le signe de la fonction dans chaque intkervathangement de signe autour d'une racine sitfue
multiple d'ordre impair), permanence autour d'uaedne double (ou multiple d'ordre pair). C'esteétichnique
gue nous avons trouvée dans certains ouvrages (INetvqui est en usage dans d'autres pays.

Changer de cadre, comme les programmes actoefsynincitent, et utiliser le cadre graphique pfare le
lien entre signe de la fonction et zéros de la tionc Dans ce cadre on ne peut éviter, évidemmiest,
problémes de continuité, qui sont de toute faconiprasents, ne serait-ce que pour représenter iguaghent
des fonctions. Mais la détermination des pointsatgact de la courbe et de I'axe des abscisseepdammettre
au point une technique qui, comme précédemmerdstix pe la liste ordonnée des zéros, permet daeatole
signe de la fonction dans chacun des intervallésranés : il suffit de calculer une valeur de dadtion dans
chaque cas.

Cette démarche pose probléme & de nombreux ens&igre elle conduit a des théorémes en actei: ous
trouver le signe d’'une dérivée, des éléves chetdherzéros de la dérivée, puis déterminent leesggmire deux
zéros a l'aide d'un exemple numérique voire avegréphique de la calculatrice. Cette techniqueepese sur
aucune technologie et a cependant un domaine @#t&amportant. Cela montre I'importance d'undesdbn
sur les éléments technologiques qui valident uoknigue : quel statut leur donne-t-on ? Qu'ingttutalise-t-
on ? Comment formule-t-on la technique ? Quelle@lzette formulation fait-elle aux conditions disétion ?

Les éléments de I'enquéte historigue que nous anmree et les outils de l'analyse anthropologioquasn
aménent a jeter un regard critique sur le choifaite du tableau de signes un objet d'enseignement.

Nous n'avons jamais trouvé l'objet "tableau deesfjnlans le savoir savant (il n‘a aucune niche.)

Ce "tableau de signes" basé sur une technologébiadgie (le signe d'un produit) peut étre remplaag une

technique qui donne directement le résultat etegtibasée sur des éléments théoriques d'analyss éane

fonction, continuité, théoreme des valeurs intelimégs, signe constant sur un intervalle entre deépos

consécultifs).

L’objet "tableau de signes" a un habitat restreihbe peut vivre que dans le domaine des fonstipolyndmes,
factorisées ou factorisables, et des fraction®maglles dont les numérateur et dénominateur sertedtype,

14 C'est la grande nouveauté du programme sur catteep I'objectif semble étre d’inciter a dével@ppes
phases heuristiques, génératrices de sens, dassib@ement élémentaires des mathématiques.
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domaine qui peut s'élargir a des fonctions produitjuotient. Il fait vivre la factorisation, maisi dnéme coup
conduit a des exercices didactiques avec des @orctprésentées sous forme ad hoc. D'ailleurs, dans
nombreux manuels de seconde, il est souvent upibsé donner le signe d'une expression du secogie det va
donc perdre de son intérét en premiére concurneacke signe du trinbme : son habitat va encorédaeire.

Une seule niche : le signe d'un produit de factdurpremier degré.

Bachelard dit que toute connaissance est répomnse guestion. Si on y regarde de pres, I'enseignemies
mathématiques n'est-il pas congu de maniére a dcaune éleves des réponses avant qu'ils ne se pdssnt
guestions ? L'étude que nous avons menée montraeuiEre I'enseignement d’'une notion il y a deiesa
guestions mathématiques. La détermination desisntut’'une équation en est une. Le signe d’uneession
algébrique est un outil . Le tableau de signestnégsune technique qui peut étre commode. L'analyse
anthropologique - qui nous a guidés pour notreeétndus révele que la technique est devenue I'gjetipal

de notre enseignement et que nous avons perduedes/problémes essentiels en amont.

Ainsi il parait essentiel que les professeurs dientasion de réfléchir a travers quelques exempléorigine

des notions et techniques qu'ils enseignent, afiméeux en cerner I'intérét et donc de détermitieplortance

a leur accorder. L'histoire, I'analyse épistémotpg et les différents outils d’analyse didactiquatsles
instruments de cette réflexitn

Comme on I'a vu précédemment I'étude du signe desessions algébriques apparait dans les cursus de
I'enseignement secondaire comme intimement liéétade des variations des fonctions. D'ou il résujte les
types de fonctions étudiées conditionnent les tiecies mises en place (exemple : les équations gdrigues

du second degré).

Cela conduit a dégager deux axes de réflexion :

e L'un sur les créations didactiques liées a la neisescéne des notions au programme : quelles dest?l
Quelle importance leur accorde-t-on ?

e L'autre sur les traditions didactiques qui s'ingent et qui perdurent. Peut-on les repérer ? Stag-e
toujours fondées si ce n’est autrement que pasu&ume?

!5 On a privilégié dans cette étude les outils dealgse anthropologique qui nous ont paru bien @sapour
formuler notre questionnement
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Annexe : Le théoréeme de Sturm

Ce théoréme permet de déterminer le nombre de regiréelles d’un polynéme dans un intervalle donné.
Montrons sur un cas particulier (polyndme sans racie double), le théoreme de Sturm.

On considére :
- Un polynéme P a coefficients réels sans racinealée multiple.
- Deuxréelsaetbhaveca<h.

On définit une suite de polynémes de la fagon suiate :

OnposeRB=PetR =P etpourn>0,R.;=P,Q,—P,.; avec deg(R. ) < deg(R)

On note R, le dernier polynéme non nul de cette suite.

Pour tout réel x, on désigne par w(x) le nombre de variations » qui se trouvent dans la suite desggies
des réels:RB(x), Py(X), Px(x), ...... , P(x), ...... P.(x) (I'apparition d’'un zéro ne compte pas pour un
changement de signe).

Alors, le nombre de racines réelles de P comprisase les réels a et b est égal a la différence)w(a(b).

Remarques :

1- On utilise une méthode qui ressemble a 'algorithitEiclide. En effet P, ; est, au signe pres, le quotient
euclidien de R, par R.

2- P, estle PGCD des polyndmes P et P’, il n’ a doredmaracine réelle puisque P n’a pas de racinkeréel
multiple.

3- Siunréel x annule I'un des polyn6mesde la suite, alors il ne peut annuler son suifant (sinon, par
récurrence, il annulerait Be qui contredit la remarque précédente).

Schéma de la démonstration :

On utilise les notations suivantes :
E : ensemble des racines réelles des polyndme’.P... ... J R P,. Cet ensemble est fini.
Pour tout x de E, ]x; x* [ désigne un intervalle réel contenant seulemerimme élément de E.
Pour chaque polynéme de la suite :
Soit il s’annule une seule fois sur'Jxx " [, soit il est de signe constant suf " [

1- Pour tout élément x de E :
« Sixannule I'un des polynémesAnais pas B, alors w(x) — w(x") = 0.
En effet :
P.(x) =0 donc RP_x) # 0 et B, «(X) # 0. Ainsi, R,_, et R, ; ont des signes constants sur]x'[ . Et
comme R_;(x) == R+ «(X), P._1etPR,,,ont des signes contraires suf Jx" [.
Il n'y a que deux possibilités pour la suite demes :

Enx | Enx’ Enx | Enx’

Po Mé&me signe Méme signe
Pooy | - - * +
Py + + + +
Ph+1 + + —

W(x) = w(x") w(x') = w(x")

« Sixannule B alors w(x) — w(x") = 1.

En effet :
P, est continu et s'annule une seule fois sur, )" [, donc :
- soitR(x) <0etR(x™) >0.Dans ce cas, st positif sur ]x; x" [ car R = P".
- soit R(x) >0etR(x") < 0. Dans ce cas, Rst négatif sur Jx; x" [ car R = P".
On a vu que si x annule I'un deg(Ppour n > 1), il n'y a pas de changement dam®labre de variations en
xetx.

17



La encore, il n’y a que deux possibilités pourddesdes signes :

Enx | Enx’ Enx | Enx’
Po - + + -
P, + + - -
w(x)=1+w(X") w(x)=1+ w(x")

2- Pourtousréelsaetb(a<b):
Si]a ; b[ ne contient aucune racine de P, alorsay w(b)= 0.
Si ]a ; b[ contientm racines de P, alors w(a) — w()m.

Soit X, Xo, ...... , % les éléments de E contenus dans Ja ; bl.

|
|X >J+ >|<2' | X" Li- XiL X +| 1

w(a) - wix) 0
w(x;) - W(X;") Ooul (selon que P s’annule ou non g x
wW(xg") - w(xp) 0
w(x) - w(x") Ooul (selon que P s’annule ou non gh x
W) - W(Xis 1) 0
W(Xp) - W(X,") Ooul (selon que P s’annule ou non g x
W(Xp) - w(b) 0
[ Total w(a) - w(b) Ooum

Exemple 1 :Résolution de  a%+ bx +c =0

En- o En+ o
Po(x) = x2 +Erreur ! x + Erreur ! + +
P1(x) = 2x +Erreur ! - +

Py(x) = Erreur ! Signe ded Signe ded

Suivant le signe d& on obtient 0 ou 2 racines si on exclut les rexitheubles.

Exemple 2 :Résolutionde X+px+q=0

En- o En +
Po(x) =X° + px +q ~ +
P1(x) = 3x2+p + +
Pa(x) = Erreur ! (-2px-q) Signe de p Signe de —p
Ps(x)= Erreur ! (-4p° — 27¢P) Signe de (-4p— 27q?) Signe de (-4p- 279?)

Cas ou4p’ +27¢ >0 Cas ol 4p’ +27¢ <0
En - o En+o En - o En + o
- + _ +
+ + + +
+OU' -0U+ — +
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Ainsi on obtient 1 ou 3 racines si on exclut lesimas doubles.
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