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Ce deuxième tome du « Cours de l'A.P.Jt,1. ) a été élaboré dans les 

est de du travail de 
Mis le 

logique aurait été le début du nl"t•mlPJ> 

effarouché certains de ce volume 
de la structure d'espace vectoriel sur un .........+rr+ir 

phismes, les applications 
de l'algèbre linéaire, dont 

mêmes conditions que le n'a relâché son et il 

de module sur un anneau. 
Il n'y a pas de branche des mluntenlaz·zqlues 

ne fasse une consommation 
est donc et elle est 
mathématique. Dans l'état actuel de la 
tique, un étudiant de t-"'r~'Jm~ae~ut;wtre 
est traité dans ce volume, un etl.ltall'lnl 
parfaitement assimilé. 

Aucune des notions d'algèbre linéaire n'est très : elles 
semblent même si natu,relles et la plupart des démonstrations évidentes 
que l'on soupçonne mal, au premier abord, de quel puissant outil on est 
en train de se munir. },fais il faut croire que cette simplicité est 
si l'on en juge par les fautes commises le.~ débutants : l'étude ces 
fautes m'amène à penser la ont leur dans une intui­
tion confuse attribue vectoriel engen­
dré par une partie les propriétés d'une réunion, le « le » 
supplémentaire d'un sous-espace, qui chez beaucoup trahit une ""r.""~- 1''~',..." 

en 
(surprenantes aux 

avec v.uuuu.co 

avoir bien le 

des applications linéaires, clé de presque tous les autres ,.... ,".. Trllr .. 

pas seulement verbale avec le complémentaire ; d'où l'utilisation, exvczczl:e 
ou non, du théorème faux : l'intersection est di.~tributive 
somme (directe ou non) de sous-espaces; d'où encore 
évident que deux bases d'un même espace peuvent être des 
disjoints. Savoir penser linéairement, c'est sans doute, 
s'être débarrassé de ces 
pris, mais dont l'expérience montre qu'elles 
velle génération d'étudiants), et avoir une intuition correcte de 
de .fomme directe. C'est, en second 
l'importance du théorème fondamental (Ill, 1) 

Le libellé de certains programmes, la rédaction de certains livres 
feraient croire à l'égalité : algèbre linéaire = calcul matriciel. Il s'agit, en 
fait, d'une inclusion : le calcul matriciel est une partie de l'algèbre 

cations numériques, mais partie mineure 
linéaire, partie importante pour les applications, en les 

de la 
Qui a bien compris l'algèbre linéaire uu,....... ,............ A 

ne cannait que les matrices ou ne 
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médiaire 
naire - de masquer des 
souvent lourd. A ce nP.,...JTu-. ... 

de soi-disant 
trique, 
renee à des anime l'algèbre linéaire ............ ~···· 


venir trop vite la représentation matricielle ? 
Il a été dit que ce Cours de l'A .P.M. s'adressait spécialement aux 

professeurs : le cours oral a eu des professeurs pour auditeurs, le cours 
écrit a surtout de.~ professeurs pour souscripteurs, mais il est clair qu'il 
s'adresse à tous ceux qu'intéressent les Mathématiques, car il se veut avant 
tout un instrument de culture. S'il est destiné d'abord à des professeurs, 
c'est que nous estimons que la culture chez le professeur et ses efforts 
personnels pour l'approfondir et ne sont pas un mais la 
garantie première de la valeur de son enseignement - ce dernier se pla­
çât-il à un niveau très élémentaire. Un professeur n'est pas une machine 
à enseigner, son enseignement ne porte que s'il a parfaitement assimilé 
ce qu'il enseigne et s'il est capable de sortir du monologue dogmatique 
pour provoquer le dialogue avec ses élèves. Son enseignement ne sera 
fécond que si, non content de bien connaître ce enseigne, le profes­
seur sait aussi bien ce que l'élève apprendra à un stade ultérieur : la for­
mation des élèves est une course de relais chez les professeurs. Est-on 
sûr que le « témoin » soit toujours bien passé ? 

Ceci dit, ce Cours n'est ni un manuel déguisé, ni un modèle de manuel 
destiné à des élèves : la matière y a été choisie sans référence à aucun 
programme. Je ne pense pas, pour ma part, que la théorie des nombres 
cardinaux ait à figurer à nilJeau que ce soit de l'enseignement du 
Second Degré, que les espaces vectoriels de dimension infinie ou la réduc­
tion de Jordan aient à être étudiés en Propédeutique, mais il me parait 
important que les professeurs traiteront des nombres entiers, des 
espaces vectoriels de dimension ou de la mise des matrices .'wus 
forme triangulaire sachent aller et sachent ce dans les situa­
tions plus générales, se conserve ou ne se conserve pas : satisfaire la 
curiosité des professeurs, ou l'exciter, n'est-il pas légitime ? Inversement, 
des questions classiques et très connues : utilisation des déterminant.~ 
pour la résolution des systèmes linéaires scalaires, par exemple, n'ont 
pas été reprises. 

Nous espérons que le qui aura eu le courage de travailler le 
présent Cours, sera convaincu que l'esprit moderne a su trouver dans de 
très vieilles - et assez rébarbatives - questions les lignes d'action qui 
en rendent l'étude aussi que celle de la plus belle géométrie. 
Alors il aura compris la modernisation des Mathématiques ne se 
réduit pas à l'utilisation quelques symboles nouveaux, ou à la trans­
formation du vocabulaire, mais est avant tout une manière plus 
féconde de concevoir les êtres 
peut-on espérer aussi l'ère des 
d'ignorance agressive passée et que la 
poursuivra désormais sans 

et leurs relations. Peut-être 
puériles et des étalages 

de l'esprit moderne se 
sans timidité? 

André REvuz. 
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§ 1. POSITION DU PROBLEME. PREMIERES DEFINITIONS 

eie:mjem:s ? 

se trouve attestée dans la 
consiste à donner un 

d'élé1nents que l'autre ? » 

éU~mentailre corre~sp,on.cta.nte, celle des « entiers naturels », 
se les mêmes 

des ense1nbles, 
ensembles 

à son 

La formulation de l'énoncé : « deux ensembles E et F 
ont autant d'éléments l'un que », sera : il existe une de E 
surF. On dira ces deux ensembles ont même puissance, ou E est 
~ .... ·~~.v~··~$ .... à ou ont même nombre cardznal, et on 

Il est clair 
card E = card F 

de E surE 

fournit une de F 
bijections de E sur F et 

D111ecnon de E sur G. Nous retrouvons donc les 
et transitivité des relations 

co:nsJLO.t:~ro•ns comme ensemble F ... que les parties 
<< avoir même » est une rela-

L'LII ....... .,.""-'"'-""''""' ..... sur (X). 

on ne veut pas se restreindre aux d'un ensen1ble la 
relation << avoir même » n'est définie sur un 
c.u . .::>""''-UAJ'J.'"'' car la considération d'un ensemble dont ensemble serait 

l'ensemble de tous les ensembles ») conduit à une contra die-



12-

tion. Certains formalismes introduisent la notion de dont celle 
d'ensemble serait une Dans ce cas, la relation << E a mên1e 
...," .. ""'~ .... ; • ...,..., que F » est une relation sur la classe de tous les 
ensembles et cardE relativement cette une classe 
valence elle non n'est pas un ensemble). 

Dans (Bourbaki), cardE est à ,...,. 1'" ... .,. .... 3 -r 

l'intuition comme un représentant de cette classe 
alors un ensemble est équipotent à E. 

Remarque : Contrairement à ce que pourrait suggérer une première 
intuition, un ensemble peut être une partie d'un autre et avoir pourtant 
autant d'éléments que cet autre au sens que nous venons d'indiquer, 
c'est-à-dire que nous pouvons avoir : 

EcF etE~ F avec cardE= card F. 
exc~mp1e Net 2N =N' (ensemble des nombres pairs) se correspondent 

nEN~2nEN' 

Un ensemble au contraire, ne J?eut avoir même puissance qu'une 
de ses vraies parties. C'est cette propnété qui est souvent prise comme 
définition des ensembles finis dans les théories axiomatiques des ensem­
bles. 

2. Comparaison de deux nombres cardinaux. 

On dira que card E :::;; card F si E a même puissance 
de F, ou encore s'il existe une injection de E dans F. 

Remarquons d'abord que: 

partie 

card E = ca rd E', card E :::;; ·card F => card E' ~ card F 
Examinons si cette relation jouit des propriétés d'une relation d'ordre. 

La réflexivité est évidente. La transitivité s'établit immédiatement : f et g 
étant des injections : 

3f:E~ 3 :E~G 
gof étant enco.fie une ,.,,,"~"''~'~"'''" ; donc : 

card E ~ card card F ~ card G => card E ~ card G 

La propriété d'antisymétrie, beaucoup moins immédiate, fait l'objet 
du théorème de Cantor-Bernstein : 

card E :::;; card F i 
card F :::;; card E ~ => card E = card F 

ce qui peut encore s'énoncer : s'il existe une injection de E dans F et une 
injection de F dansE, alors il existe une bijection de E sur F. 

Démonstration : Nous supposerons que : 

sont des 
démontré. 

:E~F et :F 
ne sont pas 

E 
sans quoi le théorème serait 

f(E) est donc différent de F ; posons S = (F/(E). g(F) est différent 

de E ; ·posons R =(Eg(F). Considérons alors f(R) qui est une partie de F 
disjointe de S d'après la définition même de S, et considérons de même 
g(S) disjointe de R. Puis, considérons les successives gof(R) 
fog(S) cF, fogof(R) c gofog(S) ... , etc ... 
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E F 
FIG. 1 

c?ntinuant ce, ~rocessus indéfiniment, il peut se faire que nous n'épui­
sions pas les elements de E et de F ; soient E1 et F 1 les sous-ensembles 
:espectivement constitués des éléments de E et de F qui n'appartiennent 
a aucun~ ?es images considérées précédemment. Nous avons ainsi établi 
une parhhon de E et de F en ensembles disjoints : 

( R ~ l S 

' E2 = U (gof)n(R) ' 

00 

-- u (fog)n(S) 

E ~ n:1 F ~ n=1 

00 

1 Ea = n~ go(fog)•(S) 1 - u fo(gof)n(R) 

\ Et \ 
n=O 

Ft 
et nos définitions entraînent que : 

f(R U E2) = /(Es)= F2. 
Mais alors E1 doit avoir une image f(Et) disjointe de et de F 3 et telle 
que: 

. . fCE1) U F2 U = f(E) 
ceci exige que /C~1) = F1. La r~st~iction d~ f à E1 est donc une bijection 
de E1 sur F1. Mais alors la restnchon de fa RU E2 U E1 est une bijection 
de cet ensemble sur F s U 

Co~si·?érons maintenant g qui est teHe que g(S U 
la restncbon à S U F 2 est de ·même une bijection de S 

-1 
admet une bijection réciproque, restriction de g à E 3 : 

-1 
g(Es) = S UF2 

et dont 
sur Es, qui 

Nous pouw:ns ~lors défiJ?-ir. une bijection h de E sur F de la façon sui­
vante : avmr meme restncbon que f sur RUEz U avoir même restric­

-1 
tion que g sur Es. 



u u 
h : ) ~SUFz 

\ g 

Le théorème est démontré. 
,.,....rr.,·rn:rt> : On aurait aussi bien 

E par la condition d'avoir n1ême 
bnectwn h' de F sur 

su U et 

mê1ne que sur 

SUFzUF1 U 
11': Fs ~RU 

ensembles E et F les 

RUE2 

Es ---- SU 
h'=g 

Mais les 

n'ont pas de raison d'être l'une de l'autre. 

Nous 
N est 

nombre 

Nous démontrerons d'abord 
brable. Les élén1ents de N2 

"""·"'rl''•w~ cartésien N:& est dénom­
coordonnées entières du 

il suffit de ..-. .... -. .... "-tr.o swcce~ssitvemtmt les 

y=1 
ceux de la x y = 2 dans ce mên1e 

= 3 ... et ainsi de ... et d'attribuer à chaque son numéro 
dans la liste ainsi dressée pour obtenir une bijection : 

N->N N 
0 
1 
2 
3 
4 

On établira sans 
l'entier: 

15 

ces conventions au 

Venons-en n1aintenant à l'ensemble des rationnels On 
et a même que l'ensemble des fractions irréduc-

aussi mên1e de N2 . On 
card N ~ card 

d'autre : card 
en vertu du de Cantor-Bernstein : card N = card 

L'ensemble des rationnels positifs est dénombrable. 
Passons maintenant aux rationnels des deux 

raleinent à la réunion de deux ensen1bles aenonu1ra 
A l'élément Xn de est de n dans N--?> on fait 

re~mcmcLre 2n. A l'élément Yn de est de n dans N--?> on 
correspondre 2n 1. On a E 1 U E 2 ---7 N 
u est U\:OUVJ.HlJJ. 

Q est dénombrable. 
Le résultat 

à ses on fait ""''"""'"''''r..-.r~ ... ,. 
un entier n et au z) où zeN et où n est 

y) E N2 ', on fait corres.pondre un nouvel entier n'... ainsi de suite ... 
on Inontrera que, pour tout est dénon1brable. 

Devant un tel résultat on être amené à se den1ander si tous 
les ensembles ne sont pas Le théorème suivant montre 

n'en est rien. 
L'ensemble des d'un ensemble ne avoir même 

que E. 
Nous le dé1nontrerons par l'absurde. existe une 

cp : 

cp:E--7P 
à tout a e E, fasse correspondre une 
appartenir à ou ne pas lui 

éléments pas 

B est une 
B= la;aE 

de E; donc: 
3 b E E B = cp( b). 

cE ; un élén1ent a 
l'enseinble 

par q~, soit : 

Nous allons montrer que la considération de b nous conduit à une contra­
diction. En effet : 
ou bien bE cp(b) ~ bE B; or, la définition de 
ou bien bEl: cp(b) ~ b B ; or, la définition de 

b 
b 

Remarque: Une réaction au raisonnement 
par : << Et si B pas ? ». Il faut remarquer que B 

toujours ; il peut seulement être l'ensemble mais ce cas n'a 
rien de particulier car 0 e et est par par cp 
d'un élément b de E. 
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. Comn1e 'P 

à un seul élément 

- Avilde:m:mt:mt même on écrit : et comme E et E ont c 
card E < card 9 (E), . 'fi 

. inférieur à card 'J> » et stgni e 
ce qui se ht : « ~a~d ~ est E d r (E) et n'existe aucune bijec-
qu'il existe une InJection de ans 7> • 
ti on de E sur ·J> (E) · 

On a de même: 
card 9 (E) < card ·7>7> (E) · 

On voit donc qu'on par ce pr?cédé,, à 
dinal, construire une chaîne infinie stncteinent 
cardinaux. 

§ 2. AXIOME DE ZERMELO 

quel car­
de nombres 

L'ordre sur les cardinaux est-il total ? l d 
un ordre pour les nombres cardinaux, il est nattl!re e 

,. , . d' d total La réponse à cette ques wn ne 
se demander s l'l s agit ~n or re à ~n axiome dont l'adoption a sou-
peut être donnée sans avmr recours 'h re actuelle le point de vue 
levé de nomb~euses controve~se:~t tel s~fvant : si l'~pplication de cet 
presque unann.nemept ~fopte duit à des contradictions, ce n'est pas 
axiome à c~rtm.ne~ mn~ es co:use mais la nature de ces familles ; cel-
l'axiome qui dmt etre,. mis en ~ , , omme des ensen1bles. 
les-ci ne doivent pas eàre l?o~sidereJ! ~ermelo une liste non exhaustive 

Nous donnerons, e . axidme l littératu~e et qui sont équivalents. 
d'énoncé~ que l'on rencontre r:ss é:oncés suivants, très voisins les uns 
un premier groupe 
des autres : f ·u d'ensembles E. deux à deux dis-

1. - Etant donJ!.ée une amz e xactement un ~lément de chacun 
joints, il exis.te un ense:_n,ble c~nqt~~a::.~u~ venons de donner sous sa form.e 
des Ei. En fait, dans, ce end<;HI;C~ t peut être ; et nous arn­
historique, l'hypot~ese « lSJOln s » 
vons à l'énoncé suivant. . . . ts ou non On appelle 

II. - Soit une fan:Hie d'ensembles Ei 1!:~~~X:Uble dont .les éléments 
produit carté.sien (infini) ~ed?es.te~,~e:S~~bie I des indices et où chaque 
sont les familles (xi) ou z ecn . 

A • d' Soit nE. ce produit. On 
t . t à l'ensemble de meme In tce. 1> x1 appar Ien ïEI 

énonce alors : 

ViEl, =/:: 0. 
.. tEl 

. • · entre éléments x e E et Y E F 
III. - Smt R une r,elabon bl d E X F) On énonce : 

donnée de R est celle d un sous-ens~m ~ e 3 f : E ~· F ; y xE E, xRf(x)' 
Y x~ E ~œ= ,1 Yd.; Y ~tF\~J!fu\ett que l'on peut « choisir » un élément 
ce qui reVIent a ue In UI 1 • E 
dans chacun des ensembles non vtdes œ· • • 

IV Pour tout ensemble E, il existe une apphcahon : ) E 

f :. 9(E) - l 0. l ~ ~ ;, y A E 9~E) - ~el 1t~ fait corres­
c'est-à-dire une application qui, a toute partie non 
pondre un élément de cette 
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Un second 
eux et avec les 

deux énoncés. Leur equ11va1ence, 
difficile à établir. 

I. - L'ord1·e sur les cardinaux est total. 

IL - (Souvent 
être bien ordonné. 

théorème de 

On dit ensemble est bien ordonné 
toute partie a un plus petit élément (ceci ant·T'nlln 

cet ordre l'ensemble soit totalement ordonné). 

Tout ensemble 

entre 

Un ensemble bien ordonné a un plus élément que nous pouvons 
noter a1. Le complémentaire de l a1 ! a un petit élément que nous 
pouvons noter a2 ; le complémentaire de 1 a~, az 1 a un plus petit élé1nent 
que nous pouvons noter as ... Si le complémentaire de ! a1, a2, ... am ... ! 
n EN n'est pas vide, son plus petit élément est noté a"', le suivant s'il 
existe a .. +l· etc ... Par exemple, si nous considérons le bon ordre des 
entiers qui consiste à prendre d'abord tous les nombres pairs dans leur 
ordre naturel, puis tous les nombres impairs également dans leur ordre 
naturel, le nombre d'indice w sera 1, le nombre d'indice w + 1 sera 3, etc. 

Le théorème essentiel sur les ensembles bien ordonnés est que deux 
ensembles bien ordonnés E et F étant donnés, il existe toujours une 
bijection croissante de Epar sur une section commençante 
de l'autre. Il en résulte que implique car l'existence de cette bijection 
se traduit par card E ~ card F. 

Nous donnerons enfin l'énoncé suivant, très commode dans de nom-
breuses applications, dont on démontre est équivalent aux précé-
dents. 

Axiome (ou théorème) de Zorn : Si un ensemble ordonné est tel que 
chacune de ses chaînes (c'est-à-dire chacun de ses sous-ensembles tota­
lement ordonnés) soit majorée, alors cet ensemble possède au moins un 
élément maximal. 

Un ense~nble satisfaisant aux hypothèses du théorème de Zorn est 
appelé inductif. Avec cette terminologie, le théorème s'énonce : Un 
ensemble inductif possède au moins un élément maximal. 

Nous comprendrons la signification de cet énoncé en à 
un exemple : celui des idéaux bilatères propres (c'est-à-dire d'un 
anneau A unitaire, qui contiennent un idéal donné I. Tout sous-ensemble 
totalement ordonné (ou chaîne) d'idéaux propres est majoré par la réu­
nion de ces idéaux. En effet, cette réunion 9 est un idéal (car si a eh, 
b e Jz, a-b appartient à celui des idéaux h et h qui contient l'autre 
donc à la réunion ; si a E I1, Y xe A axE h donc axe 9), et cet 
idéal contient tous les idéaux de la chaîne. D'autre part, c'est un idéal 
propre car s'il était A il contiendrait l'unité et il ne peut la contenir sans 
qu'un des idéaux de la chaîne la contienne, ce impliquerait que cet 
idéal ne soit pas propre. Nous smnmes donc les hypothèses du 
théorème de Zorn et pouvons conclure que la famille considérée possède 
au moins un élément maximal, c'est-à-dire un idéal tel qu'il n'en 
existe aucun plus grand, c'est-à-dire un idéal en résulte que 
l'idéal I est contenu dans un idéal maximal. 

Le théorème de Zorn a donc permis de démontrer : dans un anneau 
unitaire, tout idéal bilatère propre est contenu dans un idéal maximal. 
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§ 3. OPERATION SUR LES CARDINAUX 

l. Somme. 

Nous ..... ,.,. ... ,_..,..,., .. , 

cardE card F = card EU avec EnF = 0. 
si le résultat n'est pas modifié par 

un ensemble Il est 
car des cardinaux de E' entraîne 
de E surE'. EnF =En F' = 0, on 

EUF~E'UF 
dont la restriction à E est f et la restriction à F est la ... •r:•-• .. 

On vérifie aussi immédiatement qu'associativité et de 
l'opération réunion entraînent l'associativité et la commutativité de cette 
smnme. 

Enfin on en 
obtient, comme cas 

ont re!me~cu.veme:n 

cette définition à des ensembles 
l'addition sur N puisque si E et 

Mais si a ou b est nous démontrerons loin que : 
a b=sup(a,b). 

Nous allons le démontrer tout de suite dans le cas 
.,....,,,..,....,,,..1',,..,1' pour les où le des deux cardi-

naux est o. 
Soient donc un ensemble E 

ble D. Il existe une 
br able D'cE. Et nous voulons 

~·"'"'"'""' E en D' et D' 

vuJ..:).:l•c:u.Jlvv a ~ No, et un ensem­
entre et un ensemble dénom­

en existe une entreE etE U D. 
; coupons EU Den D'et DU D'dis-

joints. DU D', réunion de deux ensembles est dénomlJra 
II existe donc une : D' ----7 DU D'. Il nous suffit alors de 
considérer la bijection dont restriction à D' est f et la restriction à 

est la pour avoir la cherchée. 

Nous pouvons donc énoncer : V a ~ No a K o =a. 

2. Produit. 

On pose: 
card E X card F = card E X F. 

On vérifie immédiatement que ~cette définition 

cardE= cardE', c'est existe une <:p: xE E ~ , 

il existe alors une y) E EX F ~ (<:p(x), y) E E' X F) ; 

ainsi définie est associative et commutative · 
enseinDle des entiers elle est la mtiltllPlJLcano~n 

card E = n et card F = p, on a card E X F = 
Nous montrerons loin que si a ou b est infini: 

ab= sup (a, b). 
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3. 

On pose: 

1ormemE~nT binaire illimité .,,.,..r ... ,,,. 

est évident 
existe une 

entier et k et 

deux '"",..,...,.,,.,......,,.....,.,,.,. s'il est de la forme k a les deux 

0,100100 ... 0 ... et 1 ... 1 . Mais l'ensemble des nombres de la 

donc est dénombrable. Retirer de l'ensemble des déve-
illiinités un des deux ensembles font double 

ex•~mp1e celui des éléments où tous les sont des 1 à 
la de cet ensemble car, 

de l'ensemble est est a, celle de l'en-
= a. L'ensemble restant alors 

réels de 1]. On donc conclure 

puissance dU L-V..!t;L<.JtU.«.• Ut:::s.t~,lWllU 
de [0, 1 . 

Il résulte de 
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Si donc card E =a, on a : card = 2a et 2a >a. 
si a= No, il vient c = 2 Ko > No. 

se pose alors est de savoir s'il existe des 
No et c. La non-existence de telles v uA""~· ... ·''"''"'~ 

Cantor du Les travaux de Gôdel 
cette n'est pas avec les axiomes 

a pas dont tout cardinal 
sur la classe des l'ordre 

nous avons est un ordre. No est le petit cardinal 
Il existe un cardinal N 1 immédiatement à No. L'hypo-

thèse du continu s'écrit alors 2 Ku = N 1· 

4. Théorème. Pour tout cardinal infini a, a2 = a. 

Montrons d'abord que na= a 
n 

du produit cartésien de l'ensemble fini 1, 2, ... , n par l'ensemble E de 
puissance a. Ce produit est l'ensemble des couples : 

! (p, x) ; 1 ~ p ~ n, xE E l (1) 

..... + a est la puissance de la réunion U Ev de n ensembles 

disjoints de même pui~sance 
une bijection fv de E sur EP. 

p=1 
E2 ... En qui sont tous tels qu'il existe 
xv l'image de x dans la bijection 

n 

U est l'ensemble : 
p=1 

1 Xv ; 1 ~ p ~ n ; x E E ! (2) 
Il existe une évidente entre les ensembles (1) et (2) : celle 
à (p, x) fait correspondre Xp· 

Démontrons maintenant que, pour tout cardinal a infini, a2 =a. 
Nous avons déjà démontré ce théorème dans le cas où a= No. Soit main· 
tenant un ensemble E de cardinal a >No. Nous voulons prouver qu'il 
existe une bijection de E2 sur E. Or il existe certainement des parties X 
de E telles qu'il existe une de X2 sur X. En a > No signifie 

existe des parties de E sont dénombrables la définition 
la relation d'ordre sur les et ces être 1nises 

en correspondance leur 
Nous allons considérer 0/l des couples (X, f) où X repré-

sente une de ces et de X2 sur X qui lui est associée. 
Sur cet ensemble, on un ordre par : 

~ ~ X1 c Xz 
(X1, fl) -< (X2, f2) ? f1 est la restriction de f2 à X~ 

On vérifie immédiatement que cette relation est bien transitive 
et antisymétrique. Nous allons montr.er que cet ensemble ordonné satisfait 
aux hypothèses de l'axiome de c'est-à-dire qu'il est inductif. Consi­
dérons une chaîne de (Xi, fi) ; elle est majorée par le (X, f) où X 
est la réunion des associée à une bijection f que nous allons définir. 
Soit (x, y) E X2 • veut dire : 3 i xE Xi, 3 j y E Xi. Mais les Xi 
formant une chaîne, un des deux ensembles xi, xj contient l'autre. Il 
existe donc au 1noins un indice k tel que (x, y) E Xi·· 1\fais s'il en existe 
d'autres et si lest l'un d'eux, un des deux ensembles X~ et Xi est contenu 
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dans et une des deux f1c et ft est la restriction de 
l'autre. On en déduit que, pour tout indice k tel que (x y) eX 2 

a la même valeur. ' k' 

En {(x, y) = fk(x, y), on définit donc une f de X2 
sur X. 

Reste à montrer que cette ppncanon est Elle 
car étant donnés (x, y) =;rb existe un xk 

x, y, x', y', donc : 

(x, y) E X1c2 f(x, y)= {lc(x, y) 
, . . (x'! y') E X1c2 f(x', y') = f k(x', y') 

f1c et~nt InJecbv~, f(x, y) =;rb f(x', y') et f est injective. Elle est surjective 
car SI u E X, 3 z u E Xi ; fi étant surjective : 

3 (x, y) E Xt2 flx, y)= u = f(x, y). 

, L'e~semb~~ 0~ est donc inductif et possède un élément maxin1al, 
c est-~.-dire q~ Il exi~te un ensemble FeE et une bijection f : F2 -----7 F 
et qu Il est Impossible de trouver G ::::> F, G =;rb F avec une bijection 
g : G2 ---7' G dont f soit la restriction à F2. 

Si card F = a, le théorème est démontré . 
Supposons que card F = b <a. Nous avons démontré que b2 =b. 

Soit Y= (a F. Si on avait card Y~ b, on aurait: 

cardE= card F + card Y~ b + b = 2b (1) 
Or, 2b ~ b2 (ceci se vérifie immédiatement en revenant aux définitions). 

cardE~ b2 = b, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse b <a 
Donc, card Y> b. Mais alors : · 

3 Z c Y avec card Z = b. 

Posons : G = FUZ et formons : 
G X G = (F X F) U (F X Z) U (Z X F) U (Z X Z) 

les quatre ensembles c?nsidérés étant deux à deux disjoints. Les trois 
derniers o~t pour cardinal b X b = b2 = b ; leur union a pour cardi­
nal 3b. Mms en (1) nous avons montré que: 

b ~ 2b ~ b donc: 2b = b et 3b = 2b + b =bi- b = b 
G X G se décompose alors en : 1 o F X F, que f applique bijectivement 
su~ F ). 2o. (F X Z) U (Z X F) U (Z X Z) de cardinal b qui peut être appli­
que biJectivement sur Z. Donc G X G peut être appliqué bijectivement 
sur F U Z = G ; (G, g) appartient à 0!l et majore strictement (F, f) qui 
ne se~a~t donc pas un. él~ment maximal de 0!{.. L'hypothèse b < a a donc 
abouh a une contradiction et card F = a, ce qui demontre que a2 =a. 

Conséquences: Nous pouvons en déduire les propriétés : 
V a, b infinis ab= sup (a, b) 

a+ b= sup(a, b). 

Pour la première, il suffit de que : 
a ~ b ::::? ab ~ b2 = b ; 

comme d'autre part ab ~ b, il en résulte ab= b. 

Pour la deuxième, on remarque de même que : 
a ~ b =? a + b ~ 2b = b ; 

comme d'autre part a+ b ~ b, il en résulte a b =b. 
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Exercice 1. - Démontrer que c2 = c sans utiliser le théorème 
Pour cela on cherche à définir une bijection entre le carré (0 
0 y~ 1) et le n. 

tout nombre t [0, 1 donné par son décimal illimité, 
on pense d'abord à faire correspondre (x, x (resp. pour déve!opp~-
ment décimal illimité le des de rang 1mpmr 
(resp. pair) de t, prises dans ordre. Toutefois, le fait que cert~in.s ré~ls 
admettent deux développements décimaux distincts soulève des d1ff1cultes. 
Préciser ces difficultés et montrer qu'on peut y pallier en modifiant ainsi l'ap­
plication : le développement de t sera coupé e~ tranches. d~ chiffres dont le 
premier à partir de la gauche sera obligatOirement d;fferent de 9. Par 
exemple: t = 0,09 7 8 6 5999 29 399 ... sera coupé .comme . il est 
indiqué et les développements de x {resp. y) seront constitues par la su1te des 
tra,nches de chiffres d'ordre impair (resp. pair}; dans !,exemple ci-dessus: 

x = 0,0985999399 .... 
y= 0, 7629 ..... . 

Montrer que dans ces conditions on a bien défini une bijection. 
l t, 0 ~ t ~ 1 l ~ l (x, y) ; 0 ~ x, 1 ; 0 ~ Y ~ 1 

Montrer que cette bijection et son inverse sont discontinues et préciser leurs 
points de discontinuité. 

Montrer qu'une application continue du carré sur le segment [0, 1] n'est 
jamais bijective. 

Exercice 2. - Montrer N 0 = c. On montrera que <:;;: (N* 1 N*) a la 
puissance du continu en observant que la donnée du dé,velo~pement e~ fr?c­
tion continue d'un irrationnel de [0, 1] est lo donnee dune application 
N* ~ N*. (N* = N-l 0 l ). 

Exercice 3. - 1 o Montrer que c No = c en consldéront l'ensemble des 
suites de réels ~ xn ~ = x1 , •.. xn ... et en considérant 11application définie de 

la façon suivante : 
Soit xn = 0, (!.,~ ••• , les (!., représentant des tranches de décimales 

définies comme dans l'exercice 1 l1 indice inférieur étant relatif au rang du 
terme dans la suite

1 
l'indice étant relatif au rang de la tranche de 

décimales. A la suite ~ x11 ~ on fait correspondre : 
1 x= 0, (j,l 

c'est-à-dire un réel dont le développement est constitué par Juxtapo­
sition des tranches (!., de décimales des x11 rangées dans un ordre tel que la 
somme des indices des f1.. soit non décroissante et qu'à l'intérieur d'un groupe 
où cette somme est constante l'indice inférieur aille en croissant. 

2° En déduire que l'ensemble e ([0, 1 L R) que l'on notera plus briève.:. 
ment el des applications continues de [0, 1] dans R a la puissance c. Compa­
rer cette puissance à celle de l'ensemble c;: de toutes les applications de 
[0, 1] dans R. 

Remarque. - R a pour puissance c. On peut le montrer soit en faisant la 

bijection x 1 [ ~ tg r. EJ - oo, + oo [, soit en faisant 

la bijection de N x [0, 1 [ sur R à faire correspondre au couple 
formé d'un entier et d'un nombre x [0, 1 L le réel admettant n pour partie 
entière et x pour partie décimale, bijection qui prouve que 

card. R = card. [0, l] X No = card. [0, 1] 
d'après la règle de multipiication des cardinaux. 

§ 1. DEFINITIONS 

vectoriel sur un corps. 

Nous que l'on dit ensemble E a une structure d'es-
pace sur un corps K corps des ou corps des 
scalaires (corps que, dans ce nous supposerons commutatif), si : 

1) E est un pour une notée +, 
2) il existe une opération externe : 

KXE~E 
(À, x) ÀX 

satisfait aux axiomes suivants 
À(X +y)= ÀX Ày 
À([LX) = (À[L)X 
(À+ [L)X= ÀX +[LX 
1x=x 

ces axiomes entraînent : 
VxEE Ox=O 
VÀEK ÀÜ=O 

Remarque : Les notations utilisées ci-dessus sont Il int-
porte cependant de leur est suivant les cas 
le symbole de l'opération de E ou le de l'addition de K ; 
la juxtaposition de deux lettres suivant les cas la m1un.Ipncanon 
dans K ou l'opération externe de E · désigne suivant les cas le zéro du 
groupe additif de E ou le zéro de inconvénient ne 
résulte de ces confusions, mais il est pour bien 

le sens des axiomes et en conséquen-
à un double jeu de notations suivant : 

T 
e 

IJ''-' .. "" .. vu interne de 

(*) Nous ralJPe:loilS 
ceci près que l'eJllse~mlt>le 
outre, l'anneau 
disparait. 

neutre de 



d'où 
et 
d'où 
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Les axiomes s'écrivent alors : 
À. (!J..X) = À(J..X, 
(À+ !J.) .x= (À.x) T (!J..X), 
À.(xT y)= (À.X) T(À.X), 

1.X=X 
on déduit: 
À.x =(À+ 0) .x= (À.x) T (0 .x) 
O.x=E> 
À.X =À. (xT €>) =(À. X) T (À. E>) 
À.E>=E>. 

.Ke:m:ar<JU<)ns encore que les axiomes, . classiques, s~nt 
a..u'vu_,..._ ... ,, .. ~.., : si l'on l'operation de E est associa-

possède un élément neutre e, les axio­
mes de l'opération externe entraînent d'abord que : 

x=1.x=(1 O).x=xT(O.x) 
d'où, puisqu'il existe un élément neutre e et que l'opération est simplifia­

O.x = e; ensuite que 
(1.x) T 1) .x]= [1 + (-1)] .x= O.x= E> 

donc que x a 1. opposé, ce entraîne que E est bien un 
groupe pour 

Les espaces vectoriels les les à avoir été 
considérés sont ceux sont dans laquelle 
ils un rôle essentiel (le théorème de par exemple, exprime 
la de l'opération externe a l'opération interne : 
la somme « vectorielle »). Les de ·ces espaces sont appelés vec-
teurs (*), d'où vient le terme d'espace vectoriel. Mais la structure d'es­
pace vectoriel joue un rôle peut-être plus important·'encore en analyse, 
où la plupart des espaces fonctionnels considère sont des espaces 
vectoriels sur Rou C. Cela tient d'une part à ce que (comme nouS-l'avons 
vu, exercice 37, Cours A.P.M. 1), I'ense:mble CJ(A, E) des applic-ations d'un 
ensemble A quelconque dans un vectoriel sur un· corps K a une 
structure naturelle d'espace sur K, et d'au-tre part a ce que la 
..... ""'"""'"',.T des sous-ensembles intéressants de CJ (A, E), caractérisés par des 
propriétés relatives à d'autres structures de A et de E (applica~ions conti­
nues, dérivables, linéaires ... ), en sont des sous-espaces vectonels. 

Dans le cas particulier où A est l'ensemble fini ! 1, ... , n ! et où E .est 
le corps K lui-même, une application de A dans K est la donnée de n elé­
ments distincts de K, c'est-à-dire un élémenr de Kn. Kn peut donc, en tant 
qu'espace du type CJ (A, recevoir une structure d'espace vectoriel 
sur K, dont les opérations sont définies par : 

(Àt, ... , Àn) + ((J.t, ... , !J.n) ::::::: (Àl + (J.l, ••• , Àn + tJ.n) 
À(Àt, ... , Àn) = (ÀÀt, ... , ÀÀn) · 

On retrouve les espaces vectoriels liés à la géométrie le plan 
.,.....,,,....,..,,. .. -t-a à 2 axes de coordonnées comme espace R2, l'espace usuel rap­

à 3 axes comme espace RB. 

» peut être utilisé, sans que ce soit obligatoire, pour dési­
espace vectoriel quelconque. 
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vectoriels ou. 

E et F étant deux vectoriels sur le 
""'"~--'1'-'""'""'~"''''--'"" f de E F est une 

... ~AAA-~44-Ao,:q)lllsnte pour la structure d'espace ce à : 
V(x, y) E E2 +y)= f(x) + f(y) 

VÀ E K V x E f(Àx) = À{(x). 
H faut remarquer ici que, s'il ne s'agit pas d'un endomorphisme, c'est-à­
dire si E =? F, les signes + du premier et du deuxième membre des éga­
lités ci-dessus ne sont pas relatifs à la même de même que les 
multiplications ÀX et À{(x). 

3. Sous-espaces vectoriels. 

Soit une partie H de stable pour les opérations définissant Ia struc-
ture d'espace vectoriel, c'est-à-dire telle que : 

H + HcH (1) 
VÀ E K ÀHcH (2) 

II résulte de cette définition que la·structure d'espace vectoriel de E induit 
sur H une structure d'espace vectorieL En effet, pour que H jouisse de 
cette propriété, ii faut qu'il soit un sous-groupe. Nous avons vu (Cours de 
l'A.P.M. 1, II, 2, 5) que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en 
soit ainsi était (en passant de la notation multiplicative, utilisée alors, à 
la notation additive) que : 

mais, puisque, 
H + HcH (-H)cH; 

Vx -x=(-1)x 
-H=(-1)H 

et la condition H) cH est incluse dans la condition (2). Les condi­
tions (1) et (2) sont donc bien suffisantes pour que Ia structure induite 
sur H soit celle d'un espace vectoriel sur K (*).On dira que H est un sous­
espace vectoriel de E. 

Remarque : 0 appartenant à H + H :::> H + 0 = H, donc : 
H+H=H. 

D'autre part, À-1HcH ~ HcÀH, donc H= ÀH. 

Exercice 4. - Dans ce qui suit toutes les lois de composition sont suppo­
sées commutatives. Répondre aux questions suivantes : en cas de réponse affir­
mative justifier lo réponse ; en cas de réponse négative, donner un contre­
exemple. 

1 o Tout groupe abélien est un Module sur Z. 
Un sous-groupe est-il un sous-module ? 
Un sous-module est-il un sous-groupe ? 

2° Tout anneau est un module sur lui-même. 
Un sous-onneau est-il un sous-module ? un idéal ? 
Un sous-module est-il un sous-anneau ? un idéal ? 
Un idéal est-il un sous-anneau ? un sous-module ? 

3° Un corps K est un espace vectoriel sur un de ses sous-corps k. 
Un autre sous-corps de K est-il un sous-espace vectoriel sur k ? 
Un sous-espace vectoriel de K est-il un sous-corps de K ? 

(*) Nous avons donc établi qu'une partie stable d'un espace ve<~tmriel est un 
espace vectoriel. Rappelons qu'au contraire, être une partie groupe 
pectivement d'un anneau ou d'un corps) n'est pas suffisant pour un sous-groupe 
(resp. sous-anneau ou sous-corps). 
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de vectoriels est 
un sous-es pace 

Soit (i E I) une famille de sous-espaces vectoriels de E ; 
H = est un sous-espace vectoriel de E comme il est immédiat de 

le 

4. 

Soit A une 
toriels 
Leur 

A de E. 

inclus dans les autres. C'est 
contient A ; on dit 
ru>nn .. nl>Dllfw>"' de H. 

CoNsTRUCTION DE H. 
a) Combinaisons linéaires Les conditions (1) et 

nent: 
EA A x EH 

Vx A H. 

entrai-

Il en résulte 
tient à 
finie 
ments 

toute combinaison linéaire finie d'éléments de A 
tout entier toute .. a ...... ~._ .. .., 

toute 

est un élément de H. 
Une manière commode d'écrire les~,....·~~, ...... 

ments de A consiste à attribuer à Pn'J"."" 

de que les soient 
r~.n.., • ...,, .... ,.,., •• la coJmt1tna1s:on 

ou 
xE A 

Une autre écriture consiste à indexer les éléments de A en utilisant 
un ensemble d'indice I. Mais il est alors de supposer 
t.;.Urt'-IUv élément est caractérisé par son dit que 

de I dans A est La notation combinaisons 
finies d'éléments de A sera dans ce cas : 

avec 
de ),i 

de: 

ÀtXi OU 

iEI 
la convention 

différents de zéro. 
nombre fini seulement 

H est l'ensemble des '-'UllJ..lLI.l.U.rt.l.:J•u.u . ., linéaires finies de A. 
nous venons de voir si H contient il contient cet ensein-
comme cet ensemble un sous-espace vectoriel de en vertu 

1 (lœ tJ.m)x ; x E A l 

; xE A 1 

est le sm1s-es1[}a(~e '7"'"i''"''~''1 "'' contenant A est """~o .......... LI.G. 
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§ 2. PARTIES LIBRES. 

S' = 1 xi ; i E I, i # io l . 
Si on avait: 

Xio = (li= 0, sauf pour un nombre fini 
tout élément de combinaison linéaire des éléments de 
combinaison des éléments de S' et S' serait un """d·A··~~ 
rateurs de contrairement à Une 
donc Ul1lPC>ssibJ:e un élément 

Il en 

(2) = 0 
où au moins un des li ne serait pas nul est Im.noss1.bl~~. car soit io l'indice 

en par obtiendrait : 

Xi0 =-
ce nous venons de le 

Autrement 
de dans une du 
des ne soit pas nu1. Ou 

ÀiXi= 0 :::::;> Ài= o. 
Une partie d'un espace vectoriel telle combinaison linéaire 

de se~ él1ments ne .Puisse être nulle sans que tous les de cette 
combznazson le sozent est appelée une libre de vectoriel 
On dit encore que ses éléments sont Non~ 
pouvons énoncer : 

Un système minimal de générateurs est une libre. 
En un élément différent de 0 est une libre car 

lx= 0, avec l # 0, entraînerait 11-lx = 0, donc x= 0 

(*) Observons que 
se sépare de celles des mo,autes. 

ni x= O. ni = 0 ; 



-28-

2. Bases. 

Cherchons à caractériser une mtJT:lmt:riP c'est-à-dire telle 
oncuon d'un seul lui fasse 
A=l 

dérons A U 1 x ! . 
existe des À non tous 

i E I ! une telle partie. 
ce n'est pas 

que: 

}: =0. 
iEI 

de 
A, et consi­

donc il 

Par~i les À non nuJs, .il y a certainement le premier, sans quoi A ne serait 
pas hbre. En multipliant par À-1, on tire de cette égalité : 

X= }: !J.iXi. 

iEI a: étant un élément arbitra~re de E, on a démontré que tout xE E appar­
tient, al! sous-espace v~ctonel engendré par A; ; ~one que A est un système 
de generateurs. Nous enoncerons : une partze lzbre maximale est un sys­
tème de générateurs. 

Réciproquement, on peut affirmer : 
.. 1) Une pa;.tie !~br~ qui est. U,:ll système de générateurs est un système 

minimal, car s Il n etait pas minimal, c'est qu'un au moins des éléments 
serait engendré par les autres, donc en serait une combinaison linéaire. 
. 2) Un. système .de générateu,rs qui est une partie libre est une partie 

libre m~x1male p~nsque tout elément qu'o~ P.ourrait lui ajouter est 
engendre par les siens, donc en est une combinaison linéaire. 

Finalement, nous avons les équivalences suivantes : 

système minimal 
de générateurs < 

système de générateurs 
partie libre 

partie libre 
1naximale. 

1 
On appelle base d'un espace vectoriel, un système d'éléments qui 

vérifie ces différentes propriétés et qui est donc à la fois : 1 o partie libre 
maxin1ale, 2o système de générateurs minimal ; et nous arrivons à la 
propriété fondamentale suivante : 

Tout élément d'un espace vectoriel peut s'exprimer de manière uni­
que comme combinaison linéaire d'éléments d'une base. 

Il s'exprime, en comme combinaison d'élé1nents de la 
puisque celle-ci est un système de générateurs ; cette 
unique, car si on a : 

X= 
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(les indices des À et p. non nuls n'étant pas nécessairement les 
on en déduit : 

iEI 
pour tout i, Àt =p.," puisque les xi constituent une libre. 

Cette propriété est caractéristique d'une base. 
. Soit en effet S = ! xi; i E I 1 un système d'éléments y satisfait. 

Puisque tout x peut s'exprimer comme cmnbinaison linéaire des éléments 
de S, c'est que S est un système de générateurs. D'autre part, c'est une 
partie libre car si on avait : 

}: ÀiXi = 0 
avec des À non tous nuls, on pourrait donner de tout élément x deux 
expressions distinctes : 

x= ~ !J.iXi x=}: (!J.i +À,) xi 
ce qui est contraire à l'hypothèse. 

3. Existence des bases. 

Nous allons maintenant montrer que tout espace vectoriel possède 
une base (*). 

D'abord, un espace vectoriel possède toujours des parties libres (puis­
que tout vecteur différent de zéro est une partie libre). Considérons alors 
l'ensemble E de toutes les parties libres d'un espace vectoriel E · il est 
ordonné par inclusion. Il satisfait aux hypothèses du théorème d; Zorn. 
En effet, soit : 

AcE 
une famille totalement ordonnée de parties libres L. 

Si M = U 1 L ; LE A 1 est une partie libre, elle est un n1ajorant 
de l'ense1nble A dans Il. Vérifier que c'est une partie libre c'est vérifier 
que toute combinaison linéaire finie : ' 

À1X1 + À2X2 + ... + ÀnXn 
d'éléments X1, X2 ••• Xn de M ne peut être nulle que si les Ài le sont. Or: 

xi E M =::::? 3 Li E A xi E Li 
L1, L2, ... Ln sont en nombre fini et puisqu'elles appartiennent à une chaî­
ne, l'une d'entre elles, soit Lk, contient toutes les autres et contient donc 
tous les Xn. Mais Lk étant une partie libre, 

À1X1 + À2X2 + ... + ),nXn = 0 =::::? À1 = À2 = ... = = 0. 
Donc, M est une partie libre et E satisfait aux hypothèses du théorèn1e 
de Zorn. Donc, .e possède un élément 1naximal qui est une partie libre 
n1aximale, c'est-à-dire une base de E. On peut, en particulier, considérer 
toutes les parties libres qui contiennent une partie libre donnée L. Leur 
ensemble possédera un élément maximal (il est aisé de voir qu'il satisfait 
encore aux hypothèses du théorème de Zorn) qui sera une base. De facon 
plus précise, donnons-nous un systè1ne de générateurs S et une partie 
libre LeS. On peut considérer E (L, S) ensemble des parties libres 
incluant L et incluses dans S. Cet ensemble satisfait encore aux hypo­
thèses du théorème de Zorn. des libres d'une chaîne sera 

(*) Il est essentiel de remarquer que ce 
pour les modules : un module peut posséder 
libre » ), mais peut ne pas en posséder. 

exi.stence d'une base est fau" 
est alors dit « module 
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et incluse dans .e 

Cet élément est une il n'est 
soit 1naximale dans 

de 
comme combinaison linéaire de 

linéaire d'élé1nents et nous pouvons ------~~-
Etant donnée une libre L incluse dans un système de généra-

teurs une base telle que : 
LcBcS. 

libre L 

LcBcSU 
les élén1ents de B sont les éléments de L et une des éléments de S. 
Etant donnés libre et un générateurs, on 
compléter la des éléments de générateurs pour 
obtenir une est souvent théorème 

••• Xn 1 • ! X1 ! est 
cm:Is1ae1re la libre 

IŒieJ)eita[mt de la libre 
on le et ainsi 

on extrait ainsi un de 
tous les autres vecteurs du de 

par eux, autrement dit une base. 
dénombrable de On 

ci-dessus. Pour tout rang n, l'élément 
à la base en construction ou 

des vecteurs rang inférieur ou est 
constituera ainsi une base pourra être finie ou uenornJJI 

§ 3. MISE D'UN ESPACE VECTORIEL 
SOUS FORME DE SOMME DIRECTE 

l. Considérons une d'une base B en deux ensembles et 
B2 et les deux sulu:s-·e:SIJè:H~t::s en~~enan~s par et B2. Il est 
que tout élément x de 

X= aEB! 
et aussi s'écrire : 

X= ; a EB1 1 aE l. 
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Sous cette l'on a x= X2 avec Xl e X2 e v2. 
Tout élément x E est s01nn1e d'un e1e~uH~nt de et d'un élément 
de ce se traduit par : 

E= 
On sait que, pour ~~-&4----~-~~··--· somme de deux de ses 

en soit somme il suffit l'intersection de ces 
sous-groupes se réduise à l'élément neutre. cas ici pour et 
car: 

X= 1= 

entrainerait l !J.aa ; a e B 1 = 0 
avee l'a = Àa a E B1 !J.a = - Àa si a E 
Comme B est une partie libre, cela entraîne Va E B fLa= 0; d'où x= O. 
On a donc: 

E= 

2. Généralisation. Somme directe infinie. 

La partition de la base être effectuée en de deux 
et même en une infinité de Soit ! E l'ensemble 

indexé par l'ensemble a : 

B= U 
et j~ j' ==> 

Soit le sous-espace vectoriel 
famille des scalaires Àa tels que : 

par Soit xE et la 

x= ! Àaa ; a E B ! . 

L'ensemble des Àa non nuls est fini. Il en est de à de 
l'ensemble des Àa non avec a E On poser : 

xi = 1 Àaa ; l , on a xi E 
et le nombre d'indices pour ... ""~ ..... ~~Â~ xi est différent de 0 est fini : x est 
la son1me de ces x 1 non nuls. écrira : 

X= ! x1 ; jEJ 1 
étant entendu que, dans cette somme, un nombre fini seulement de X; 
sont différents de zéro. 

On voit donc que tout vecteur de E est s01nme d'un nombre fini de 
vecteurs non nuls à un nombre fini 
V .. Il est immédiat cette décomposition est On dit alors que 
E

1 
est somme de la famille des sous-espaces et on écrit : 

E= 

Revenons au cas où les sont au nombre de deux : 
œ v2. 

On dit que et sont 

Théorème : Etant donné un .,v,u.,·-c;., 
un sous-es pace de E tel que : V = 

de il existe toujours 
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Le sous-espace engendré par est un supplémentaire de V 1. 
Cette propriété essentielle des espaces vectoriels n'est pas vraie dans 

Jes modules (*). Elle un rôle capital dans l'algèbre des espaces 
vectoriels. 

Le sous-espace que nous venons de construire n'est, en général, 
pas (**). Un sous-espace admet généralement plusieurs sous­
espaces supplémentaires, et même une infinité si K est infini, ce que 
nous allons voir dans l'exemple et l'exercice suivants. 

Exemple : E est le plan R2 • V1 est une droite (sous-espace engendré 
par un vecteur x1) ; V 1 admet pour supplémentaire toute droite issue de 
l'origine et distincte de V 1, car tout xE R2 peut se décomposer en un 
vecteur appartenant à V 1 et un vecteur appartenant à cette droite. 

Exercice 5. - Un espace V 1 admet une infinité de supplémentaires (au 
moins, si le corps K est infini). On montrera en effet que si E = V1 Ef7 V2 , 

1 a; ! constituant une base de V 1 et 1 b; ! est une base de V 2, si a est un 
élément différent de zéro de V 1 et si on pose : 

bj =a+ b; 
1 • 1 l a; ! U 1 bi ! const1tue une base de E et 1 bi ! engendre un supplé-

1 
mentaire de V1, soit V 2 , distinct de Vz. 

Montrer en outre que deux éléments distincts a et ;; de V 1 permettent de 
définir par le procédé ci-dessus deux sous-espaces supplémentaires de V 11 

soient v~ et v~ 1 distincts. 

Les sous-espaces supplémentaires d'un même sous-espace jouissent 
de la propriété fondamentale suivante : tous les sous-espaces supplémen­
taires d'un même sous-espace vectoriel sont isomorphes entre eux. 

Soient: E=Vt EB E = Vt EB v;. 
Nous allons montrer qu'il existe une bijection entre et V'z qui est un 
isomorphisme. Tout xz appartenant à V 2 peut, puisqu'il est élément de 
se mettre de n1anière unique sous la forme : 

X2 = ~1 + x; ~1 E v 1 x'2 E v;. 
Ceci définit donc une application: xz ~x; ; cette application 

est surjective car : 

v x; E v; 3 çl E v 1 3 X2 e v 2 x; = ~1 + Xz 
d'où X2 =- Ç1 x;, et est de l'élément xz de V z. 

(*) Il peut même arriver qu'il soit toujours impossible, un sous-module étant 
donné, d'en trouver un supplémentaire. C'est le cas de Z (considéré comme module 
sur lui-même), dont nous avons montré qu'il ne pouvait jamais être somme directe 
de deux de ses sous-groupes non triviaux (A.P.M. I, II, 3, 1). 

(**) Il faut se garder du lapsus : « le » supplémentaire d'un sous-espace, qui 
dégénère facilement en faute de raisonnement. 

-33-

Elle est car: 

X2= ~1 
entraînerait 

X2-Y2 = ~1-7}1, 
X2- yz et ~1- 'lll étant re~me:ctïtvemtmt 

x' 2 

!'Ult€~rsec1t1on est réduite à X2 = y2. 
tion est un isomorphisme car est linéaire : 

X2 = ~1 + x; y2 = 'lll + y; 
X2 + Y2 = (El 'l)l) ex; +y;) 

et dont 
cette 

x' 2 + y' 2, image de X2 + y2, est la somme des images ; et de même: 
x2 = E1 x'2 lœz = Àe1 + Àx'2, 

).x' 2 est l'image de ÀX2. 

L'isomorphisme de V 2 et v; est donc établi. 

Exercice 6. - Soit H1, H2 ... H.n une famille finie de sous-espaces vecto­
riels d'un espace E telle que : 

E = H1 + H2 + ... + Hn 
Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que E sait somme 

directe des Hi est que : 
ViE ! 1, 2, ... , n- 1 1 (Ht + ... Ht> n H.t+l = 1 0 l 

La condition i =;1= j ==? Hi n H1 = 1 0 1 est nécessaire mois non suffi­
sante. 

Exercice 1. - Soit A un ensemble et K un corps/ on considère l'ensemble 
9{ des applications q~ de A dans K qui ne prennent de voleurs différentes de 
0 que pour un nombre fini d'éléments de A. 

1 o Montrer que 9l est un sous-espace vectoriel de g: (A, K). On l'appelle 
l'espace des combinaisons linéaires formelles d'éléments de A à coefficients 
dans K. 

On considère, pour tout élément a de A, l'application \Pa définie par: 
qla (a) = 1 q~a [b) = 0 pour b =;1= a 

Montrer que leur ensemble est une base de 9{. 

2o On suppose que A est une partie d'un ensemble vectoriel E sur K. Soit 
H le sous-espace engendré par A dans E. Montrer qu'il existe une application 
linéaire de 9{ sur H. 

Dans quel cos est-ce un isomorphisme ? 

Exercice 8.- Soit une famille d'espaces vectoriels ~ (i E 1) sur un même 
corps K et E = IT Ei leur produit cartésien. 

1" Montrer qu'on peut attribuer à E une structure d'espace vectoriel liée 
de façon simple à celle des Eil et telle qu'il existe alors dans E des sous-espa­
ces vectoriels Hi respectivement isomorphes nux Ei. 

2o On peut, dans E, déterminer le sous-espace vectoriel E0 engendré par la 
réunion des Hi. Caractériser ce sous-espace. Montrer qu'il est somme directe 
des Hi. 

3° Soit un nombre cardinal, a, inférieur à card 1. A tout 
X = 1 X 1 1 X 2 •.. X.;, • •• ! 

on associe le cardinal ex de l'ensemble des indices i e 1, pour lesquels xi 
est différent de zéro ; on considère les deux ensembles 

Ea = 1 x i ex < a 1 , Fa = 1 x : ex ~a 1 ; on précise que ce cardi­
nal eœ est infini. 

Montrez que ce sont deux sous-espaces vectoriels et que l'un d'eux n'est 
autre que E0 , pour une valeur de a que l'on indiquera. 
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§ 4. EGALITE DES NOMBRES CARDINAUX DES BASES 

DIMENSION D'UN ESPACE VECTORIEL 

{;~:o::.:a.u.••'V des nombres cardinaux des différentes bases va être démon­
trée par récurrence dans le cas où ce nombre est fini. Ce théorème est 
vrai n = car si un vectoriel admet ! 1 comn1e c'est 
que x de est de forme Àa1. Un de de deux 
vecteurs ! a1, À1a1 être une libre 

ÀI(Àai) - J..(J..1a1) = 0 
tout vecteur a2 = À2a1, avec À2 =F 0, est une base car 

À 
x= ).

2 
a2). 

Admettons donc que le théorème soit vrai 
si un espace vectoriel a une base de n- éléments, 

aura n - 1 éléments. Soit alors un espace E une 
base n2 = n éléments et une autre base B1 de n1 éléments. Si 
n 1 à n2, de récurrence s'appliquerait à E et à 
la base ce qui à une contradiction. Nous avons donc 
n 1 ~ n 2 = n. Soit alors a1 E B1. D'après le théorème d'échange, nous 
pouvons construire une base B' telle que : 

l a1 1 c B' c ! a1 1 U 
et des éléments de B2 ; mais elle ne les contenir tous 

sans ne serait plus une libre. B' contient donc au 
n - éléments de 

Décomposons alors la base 
la base B' en 1 a1 l et B'- 1 a1 1 
à deux de E en 

E= E9 
E=Ka1 E9 , 

et décomposons 
base conduisent 

et V' étant les sous-espaces vectoriels engendrés respectivement 
par at, -!at 1 et B' 1 at 1 ; ~V' comme supplémentaires d'un 
même sous-espace. :Mais B'- l a1 l a un nombre d'éléments p au plus 
égal à n -1. Toutes les bases de V' ont p éléments (hypothèse de récur­
rence) et l'isomorphisme exige que les bases de V t aient aussi p éléments. 
Donc: 

Ri= p + 1 ~ n d'où Ri= R2. 

La propriété est encore si le cardinal des bases est infini. Nous 
ne le démontrerons pas. 

Ce cardinal commun à toutes les bases d'un espace vecto-:-
riel, est appelé de l'espace; il est noté « dim E ». 

Remarque 1 : Lorsque le même ensemble peut être considéré comme 
espace vectoriel sur plusieurs corps (en particulier, si E a une str.ucture 
d'espace vectoriel sur il a aussi une structure d'espace vectonel sur 
tout sous-corps k de les dimensions de ces diverses structures sont 
en général différentes. : 1 o un de dimension n sur C e~t 
de dimension 2n sur R ; - R est de 1 on le _cons.I-
dère comme espace vectoriel sur lui-même. et est de " . Infinie 
quand on le considère comme espace vectonel sur Q ; - 3 s1 K est un 
corps, E une extension algébrique simple de degré n de et F une 
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F est un espace vectoriel 
dimension m. n sur K. 

les 

en 
est une 

JV.I.F,.._,,a ... u .. éventuellement 
... ~,..,..,.,,.,..,... ... .., est ...................... .. 

tPrrJnr·rtll'P 3: Il est clair aussi que si un espace vectoriel est son1me 
directe de sous-espaces vectoriels, sa dimension est la somme de 
celles des sous-espaces. Réciproquement, si deux sous-espaces ont une 
intersection réduite à l 0 1 et si la somme de leurs dimensions est celle 
de l'espace, la réunion d'une base de l'un et d'une base de l'autre cons­
titue une base de l'espace : ce sont deux sous-espaces supplémentaires et 
l'espace en est somme directe. 

La dimension des sous-espaces supplémentaires d'un sous-espace V 
d'un espace E est appelée la codimension de V. On a : 

codim V= dim E- dim V. 

Remarque 4 : Deux E et F de même dimension ou non) 
sont évidemment des est:-a-·an des 
cardinaux des d'une d'une base de E 
sur une base de F. clair alors que à :E Àaa fait cor-
respondre :E Àa<p(a) est un isomorphisme 

Plus spécialement, tous les espaces de dimension n sur un mê1ne 
corps K sont isomorphes entre eux, et en à Kn. 

Exercice 9. - On considère l'espace vectoriel P n c R [x, y] des polynômes 
à deux indéterminées/ à coefficients réels/ de degré inférieur ou éga,J à n. En 
indiquer une base et la dimension. Dire si les sous-ensembles suivants sont des 
sous-espaces vectoriels. Si oui, en trouver un supplémentaire ; indiquer une 
base de chacun de ces sous-espaces. Vérifier que la dimension de P n. soit bien 
la somme des dimensions des sous-espaces supplémentaires : 

- Polynômes de degré fixé n0 < n. 
- Polynômes homogènes. 
- Polynômes homogènes de degré fixé n0 < n. 
- Polynômes de degré inférieur ou égal à n à une indéterminée. 

Polynômes pairs [P (x, y} P (- x, -y)]. 
- Polynômes symétriques [P(x1 y) = P (y, x)]. 
- Polynômes de degré inférieur ou égal à p < n. 
- Polynômes s'annulant pour x = a, y = b. 
- Polynômes tels que P(x, 1} = P(x, 0) + 1. 

Exercice 10.- On rappelle qu 1étant donnée une fonction réelle f deux fois 
dérivable de deux variables réelles x et y, on nomme laplacien de cette fonc­
tion la fonction : 

()2f ()2f 
f).f = -+-

()X2 ()y2 

et que la foncton est dite harmonique si son laplacten est nul. 
P étant un polynôme homogène de degré n 1 on demande de montrer que si 

la fonction (x2 + y2JÀ P (xl y) est harmonique, P (x, y) est divisible par 
x2 + y2 et d'en déduire que P O. 

2° Soit 'J>n l'espace vectoriel des polynômes homogènes de degré n en x et 
y; Wn le sous-espace des polynômes harmoniques de degré n ; slln le sous­
espace des polynômes de degré n divisibles par x2 + y2. 



Montrer que r:Pn est somme directe de 9en et slln (on commencera par dé­
terminer les dimensions respectives de 9ln et slln). 

3° En déduire que tout polynôme Q en x et y, homogène ou non peut 
s'écrire d'une façon et d'une seule, sous la forme d'une somme Hnie. ' 

Q = + AH1 + A2H2 + ..... + APHp 
où les Hp sont des polynômes harmoniques, et où A désigne le polynôme 
x2 + y2 (commencer par le cas où Q est homogène). 

4 o Soit E la circonférence x2 + y2 = 1 ; appelons « fonction polynominole 
sur E », la restriction à E d'un polynôme Q (x, y). 

Montrer que toute fonction polynomina!e sur E se prolonge dons tout le 
plon par un polynôme harmonique (unique}. 

so (Question fa.isant appel à des connaissances étrangères à ce cours). 
Montrer que pour toute fonction continue cp sur E, et pour tout s > 0, il 
existe un polynôme harmonique qui, sur E, approxime cp à s près. 

En déduire l'existence d'une fonction continue dans le disque fermé 
x2 + y2 ~ 1, qui prolonge cp et qui est harmonique à l'intérieur du disque. 

Exercice 11. - Soit un espace vectoriel E et soit q{(E) l'ensemble de 
tous les sous-espaces vectoriels de E. On ordonne cet ensemble par inclusion. 
Vérifier que 9e (E) est un treillis, le sup de deux éléments étant leur somme 
{qui n'est pas, en généra'l, une somme directe), et que ce treillis n'est pas dis­
tributif, c'est-à-dire que les deux opérations sup et inf ne sont pas distributives 
l'une par rapport à l'autre. 

Démontrer que : 
dim CV1 + V2) + dim <V1 n Vz) dim V1 + dim Vz 

LINÉAIRES 

§ 1. FACTORISATION CANONIQUE 

Nous avons donné (II, 1, 2) la définition des· applications linéaires. 
On peut toutefois en donner une définition un peu plus générale en 
admettant que E et F sont deux espaces vectoriels sur deux corps K et K' 
différents tels K' soit isomorphe à K dans un isomorphisme cp(*). Les 
conditions de de l'application f seraient alors : 

f(x +y)= f(x) + f(y) 
{O.x) = cp('A)f(y) 'A e K cp('A) E K'. 

Mais, dans ce qui suit, nous nous bornerons au cas où K = K' et où cp est 
l'application identique. 

A l'homomorphisme f, nous allons appliquer les résultats généraux 
relatifs aux horr..omorphismes (Cours A.P.M. 1, III, 1, 6), et d'abord le 
fait que f(E) cF est un espace vectoriel et que f : E --7 f(E) est un 
homomorphisme surjectif (**). 

Nous savons alors que si R est la relation d'équivalence définie sur E 
par: 

xRy ~ f(x) = f(y), 
si cp est l'application canonique de E sur E/R, g l'application de E/R 
sur f(E) telle que : 

f = gocp, 
il est possible de donner à E/R une structure d'espace vectoriel telle 
que cp soit un homomorphisme et g un isomorphisme. La structure inter­
venant ici étant celle d'un espace vectoriel est d'abord une structure de 
groupe commutatif. La relation f(x) = f(y) s'écrit : 

-1 
x-y e f(O) 

-1 
où f (0) est le noyau V de l'homomorphisme et est un sous-groupe de E. 

Mais ici V est en outre un sous-espace vectoriel. En effet : 
xe v ~ f(x) = o ~ 'Af(x) = o ~ f("Ax) = o ~ '-xe v 

(*) On sait que tout homomorphisme surjectif de corps est un isomorphisme. 
(**) Dans les pages citées, nous nous étions d'ailleurs placés dans des hypothèses 

un peu plus générales. Ne supposant pas à priori que F est un espace vectoriel, mais 
seulement que c'était un ensemble muni d'une loi de composition interne et d'une loi 
externe (avec K comme ensemble d'opérateurs), nous avions montré que f(E) cF rece­
vait une structure d'espace vectoriel sur K. 
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On notera 

trois espaces vec-

si on se donne un sous-espace V de la relation 
une relation d'équivalence R et l'ensemble quotient 

x~ x. 
est de E dans l'application 

la somme résulte des théorèmes généraux 
V est sous-groupe (le groupe étant commu-

., ..... , ... ..,. ... :,;.... ne se pose pas). 

nom1orrtor·prns.me pour la loi externe, il s'obtient en remar­
V et que si on pose : 

lX=Il.x:xEx! ÀX=ÀX+ÀV 

mais À V = car V est sous-espace 
Considérons alors un su11s-esJoa,::e 

avons vu (Cours A.P.M. 
de deux sous-groupes, 
par l'autre. Appliquée au a-.. ... .,~..,,.,. 

cette propriété montre 
au additif 

q> :xE W ~ x= x+ V E E/V 

G 

(*) 

D'autre part, nous venons de montrer que = ÀX, donc {{) qui, à ÀX e w 
fait 
externe. et 

L'espace quotient d'un espace vectoriel modulo un sous-espace est 
isomorphe à tout supplémentaire de ce sous-espace. 

Exemple dans R2 (fig. 2). Soient V et W deux sous-espaces SU1JP11e­
mentaires de dimension l, x (origine 0, extrémité m) un élément 
Sa dasse modulo V, x est l'ensemble des vecteurs 0 et 

(*) On peut redémontrer directement cette propriété ici ; d'abord : 

~ • x W ~ x:::: x + V E E/V 
est un homomorphisme p~ur somme car : 

x+y==x+V+y+V=x+y+V=;+y; 
ensuite o:p est si x E \V, y y 
faudrait que comme x-y = 
x = y. Enfin, o:p est surjective, car si E E/V, c'est qu'il existe ~ E E tel que 

€ = E + v, mais puisque E = v E9 w, E :::: x + y, x e w. y e v donc Ê == x et ~ 
est image de x par o:p • 

o:p, homomorphisme bijectif est bien un isomorphisme. 
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extrémité sur la droite D 
cltJtsses, muni de la structure quontent, 
pour 
de 
à la de X1 
à W issue de 

FIG. 2 

Reprenons l'étude On sait existe un isomorphisme : 
E/W ~ f(E). Nous pouvons donc conclure : 

L'image d'un espace vectoriel par une application linéaire est iso­
morphe à tout supplémentaire du noyau de l'application. 

-1 
Considérons la restriction de f à W, soit g. g (0) est réduit à zéro, 

d'après la définition de W, donc g est bijective~ 

Théorème fondamental: La restriction d'une application linéaire à 
tout supplémentaire de son noyau en est un isomorphzsme sur l'image. 

Si E est de dimension finie, nous avons : 
dim E = dim V dim W avec W f/':::1 f(E) 

-1 
d'où dim E = dim f (0) + dim f(E) 

-1 
ou codim f(O) = dim f(E). 

Dans le cas d'un dim f(E) = dim E. 
ment, si est une application E dans F telle que f(E) ait même anneli-
sion que il en résulte que la dimension du noyau est zéro. 

La dimension de f(E) est appelée rang de l'application linéaire. 

!xerc:ic::e 12. - Pour chacune des applications linéa,ires suivantes trouver 
le ·noyau, un supplémentaire du noyau et vérifier que la restriction de l'appli­
cation à ce supplémentaire est un isomorphisme sur l'image. 



Espace de départ 

Fonctions d'une variable 
x définies sur [0,1] et 
dérivables. 

Fonctions d'une variable 
x définies sur [0, 1] et 
p fois dérivables. 

Fonctions d'une variable 
x continues sur [0, 1 ]. 

Suites 
par Z 

Idem 

infinies indexées 
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df 
f~­

dx 

dPf 
f~­

dxP 

f~g 

avec g(x) = J:x f(t)dt 

d'arrivée 

Fonctions d'une va­
riable x définies sur 
[0, 1 ]. 

Idem 

Fonctions d'une va­
riable x définies sur 
[0, 1] et dérivables. 

Suites infinies in­
dexées par z. 

Exercice 13. - 1 o E et F étant deux espaces vectoriels de même dimen­
sion finie n, montrez que les quatre affirmations suivantes relatives à une 
application linéaire f de E dans F sont équivolentes : 

- f est un isomorphisme de E sur F ; 
- f est surjective ; 
- f est injective ; 
- f est de rang n. 

2° Prouver par des contre-exemples que, dans le cas d'espaces de dimen­
sions infinies, une application linéaire, 

a) peut être injective sans être un isomorphisme ; 
b) peut être surjective sons être un isomorphisme. 

§2. ESPACES LINEAIRES 

I. Structure F). 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le même corps K et l'en-
semble E (E, F) de toutes les linéaires de E dans F est 
une partie de g: (E, F), applications de E dans F. sait 
(exercice 37, Cours A.P.M. 1) que g: a une structure d'espace ve,ctoriel 
sur K, la somme f + g de deux f et g et le d'une 
application f par un scalaire À de par : 

Y xE E, (f g)(x) = f(x) + g(x) (À{)(x) = J..f(x). 

Nous allons chercher si E est un sous-espace vectoriel de 
se réduit à chercher si c'est une stable pour l'opération , ..... 1t 0

"'""' 

l'opération externe, autrement à voir f et g étant 
et J..f le sont. 

v EEXE 
(f g)(x 
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+g(x 

= f(x) + f(y) g(x) g(y) 
= f(x) + g(x) + f(y) + g(y) 

= (f g)(x) (f g)(y) 

VxEE V11-EK 

(f + g)(~~-X) = f(~~-X) + g(~~-X) 
=!'-{(x) 
=!'-[{(x) 
= !1-[(f 

!1-g(x) 
g(x)] 

g)(x)] 

Nous avons de même : V (x, y) E E X E 
(Àf)(x y)= À{(x +y) 

= À[{(x) 
= À{(x) 
= (À{)(x) 

f(y)] 
À{(y) 

(À{) (y) 

Enfin, V xE E VILE K. 
(À{)((J.X) = À{(!'-X) 

= À!J.{(x) 
= (À!J.){(x) 

définition de la somme 
sur g: 

linéarité de f et g 
commutativité de 
tion interne sur c::J 

définition de la somme 
sur o/ 

définition de la somme 
sur g: 
linéarité de f et g 
distributivité 
définition de la somme 
sur g: 

YJ..EK. 
définition de l'opération 
externe sur g 
linéarité de f 
distributivité 
définition de l'opération 
externe sur c::J 

définition de 
externe sur éJ 
linéarité de f 
associativité de l'opéra­
tion externe sur g 

Nous voulons comparer cette expression à !1-(),f)(x) vaut 
!1-À{(x) = (!1-À){(x). On voit que nous ne pouvons conclure à la . 
de l'application À{ que si À!~-= !1-À, donc s1 le corps K ~s! commutatif (*). 
C'est une des raisons .pour laquelle nous avons ch01s1 de nous placer 
toujours dans l'hypothese où le corps ~ est commutatif. , .et ~ ~tant 
commutatifs, presque toutes les apphcabons de . ~1nea1re a 1 ana­
lyse et à la géométrie s'accommoderont de cette restncbon). 

Moyennant cete nous pouvons conclure de ce 
que .e (E, F) est un espace vectoriel sur sous-espace de l'espace CJ. 

(*) Dans le coas où le corps K n'est pas commutatif, il fant, pour 
que À (multiplicateur de f), commute !lv~c P.. pour tout 
appartenir au centre du groupe mulhphcahf du ex.e :rci1ce 
qui constitue un sous-corps de K, et ~n pourra d1re que. l'erlseJ:nb.le 
un espace vectoriel sur ce centre. Ce n est pas un sous-espace vectoriel de 
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une appucwuon 

~E G) 
(f, g) (gof) 

du "" ....... .rlln>+ cartésien F) X E (F, G) dans E (E, On vérifie que : 

Une 
vérifie : 

go(ft + /2) = goft + gof2 
(g1 + g2) of= g1 of+ g2of 

().,g)of= À(gof) 
go(Àf) = À(gof). 

cp : X E2 ---7 F comme la 

E E ~ cp(Xt X2) = cp(Xt, X2) cp(yl, X2) 
v Yl E El cp(ÀXt, = Àcp(Xt, X2) 
v ~EYK 2 cp(Xt, X2 Y2) = cp(Xt, <p(Xt, 

<p(Xt, = Àcp(Xt, X2) 
est dite une application bilinéaire du produit cartésien 
Ceci c'est une linéaire dans F de 
obtenu en x2 et en décrire Et à Xt : 

xE 1 
ainsi application F de 

xEE2I 
ces deux sous-espaces étant 
et à 

bilinéaire. 

3. Endomorphismes. 

à 

J.ac:on.s-IlOlts maintenant dans le cas important où 
E = F = G. Ces applications linéaires, sont des homomorphismes 
d'un ensemble dans lui-même, sont alors endomorphismes, et, dans 
le cas où elles sont des isomorphismes, ce sont des automorJ?hismes. 

L'application (1) définit alors une loi de composition Interne sur 
.E (E, E) qui est distributive par rapport à l'addition. E (E, E) a donc 
une structure· d'anneau, mais comme, en outre, il possède une loi externe 
vérifiant par rapport aux lois internes les axiomes convenables, E (E, 
a une structure d'algèbre (non commutative). C'est l'algèbre des endo­
mt1rl>nzsnzes d'un espace vectoriel. 

peut étudier différents sous-ensembles de cette algèbre; en 
ticulier celui des automorphismes, mais celui-ci ne constitue pas une 

car ce n'est pas une partie stable pour l'addition (donnons le 
contre-exemple suivant: l'automorphisme x~ x) et l'automorphisme 
Ide~nt:tqule ont pour somme l'application qui, à xE E, fait r.cnrrP1"ln«')n-
dre 0, qui n'est évidemment pas un automorphisme). Cet ensemble 

tn,versmrnent. stable la composition des 
admet pour cette un 

l'ensemble des automorphis-
nomme groupe linéaire de vec-
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Exercice 14. - E, E', F, F' étant quatre espaces vectoriels sur un même 
corps K montrer que : 

~ : f' t ==> E (E, F) ~ E Œ' 1 F') 

Pour cela si et sont respectivement les isomorphismes 
cp : E E' ~ : F ~ F' 

à toute application f: E ---7 F, on fera correspondre 
-1 

f' = ~ofocp 
c'est-à-dire l'application choisie de façon que le diagramme 

f 
E~F 

~t 1~ 
E'~F' 

f' 
soit commutatif et on montrera que f --7 f' est un isomorphisme. 

2) Dans le cos où E = F, E' = F' montrer que l'isomorphisme 
E Œ, E) ~ E Œ',E') 

s'étend à la structure d'algèbre. 

Dans l'isomorphisme envisagé dans cet à un automorphisme 
E ~ E correspond un automorphisme E' ~ E'. effet, un auto-
morphisme est un élément inversible (pour l'opération : composition) 
de l'ensemble E (E, des endon1orphismes et dans l'isomorphisme 
E (E, E) ~ E (E', E') l'homologue d'un élément inversible est un élément 
inversible. Les groupes linéaires de E et E' sont donc isomorphes. En 
particulier, si E et E' sont des espaces vectoriels la même dimension 
finie sur le corps K, la structure de leur groupe est la même. On 
désigne par : 

GLn(K) 
cette structure de groupe 
appelés groupes classiques. 

est déterminée par n et K. Ces groupes sont 

§ 3. DETERMINATION APPLICATIONS LINEAIRES. ~IATRICES 

I. Nous allons nous occuper maintenant de la dont on 
déterminer une application linéaire f : E ~ F (E espaces 
riels sur un même corps). Remarquons d'abord l'image d'un 
de générateurs est un système de générateurs En 1 xi ! 
est un système de générateurs de E : 

VxEE x= 
ce entraîne, du fait de la 

Les f(xi) constituent donc un système de 
,-,..., ....... ,T,. d'une base de E est un de 
généralement pas une base car l'image d'une 
sairement une partie libre. Mais 1n'u&>1·~<&>rnl:.n-r 

· f(A) libre ==> A libre. 
Car si A n'était pas il existerait entre les éléments a, de A une 



relation non tous 
ne serait pas 

définir 
éléments de 
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entraînerait une relation 
libre. 

dans F. On voit 
est un isomorphisme les 

vectoriel de .e(E, et :l(B, voit 
en même deux espaces E et F de même dimension sont iso-

d'une ....................... de manières, tout s'obtenant à 
tir élément de envoie B sur une de ce 
la remarque 4 de 

Exercice 15. - Soit E un espoce vectoriel de dimension finie. Si f et g 
sont deux endomorphismes de E et si gof est l'identité, montrer que f et g 
possèdent des inverses. Montrer par un exemple que cette conclusion ne 
s'étend pos ou cos où E est de dimension infinie. 

Exercice 16. - Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soit u une 
application de E dons E qui permute avec tous les automorphismes f de E 
(c'est-à-dire que uof = fou). 

Montrer que u est une homothétie (x~ ÀX où À E K}. [Ecrire que u 
est, en particulier, permutable ovec tout automorphisme qui laisse invariant 
un élément x E E et en déduire que u(x) = À(x)x où À(x) E KJ. 

Exercice 17. - Pour abréger l'écriture, on appelle id « espoces » les 
espaces vectoriels sur un corps donné (fixé une fois pour toutes) et « applica­
tions » les applications linéaires de ces espaces les uns dans les autres. 

Soit cp: E --7 E' une application. Lo dimension du noyau de cp sera 
notée n(cp). D'autre part, on notera dcp) lo codimension dans E' de l'image 
cp(E) de E par cp ; autrement dit : dcp) = dim Œ' 1 cpŒ)). Dans le cos général 
n(cp) et dcp) peuvent être infinis. Lorsqu'ils sont tous deux finis, on pose : 

d(cp} = c(cp)- n(cp). 

l) On se donne les espaces E et E', de dimensions finies e et e' respecti­
vement. Quelles relations doivent vérifier les entiers a et b pour qu'il existe 
une application cp : E ~ E' telle que 

n(cp) = a et dcp) = b ? 
Calculer d(cp) en fonction de e et e'. 

2) E' E" trois espaces de dimensions finies et cp: E ~ E', 
cp': E' deux applications. On considère l'application composée 
([1

11 = cp'ocp. Démontrer la relation: 
d(cp") = d(cp) + d(ff~'). 

3} On considère deux espaces E etE' ayant chacun une base infinie dénom­
brable. Démontrer que, quels que soient les entiers a et b, il existe une appli­
cation cp : E --7 E' telle que n{cp) = a et dcp) = b. 

4) On considère, comme au 2) trois espaces E, E', E" et trois applications 
ff~, cp', cp", avec ([1

11 = cp' ocp, mois on n'exige plus que les espaces soient de 
dimensions finies. Démontrer que si n(cp) et n(cp') [respectivement c(cp) et dcp')] 
sont firus, alors n(cp") [respectivement dcp")] est fini. 

5) On conserve les notations du 4), et on suppose que n(cp), n(cp'), c(cp), 
dcp') sont tous les quatre finis. Démontrer la relation : 

d(<p") = d(cp) + d(ff~'}. 
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Convention relative aux notations. 

Les éléments de la base de E sont par a, (i décrivant un 
I Les d'un vecteur x aux 

éléments de cette base seront par xi (*). On 

ce entraîne : 

est, comme 
Soit l b1 l une base de F. 

par la donnée 
{(ai) sous la 

(1) 

définit f. 

2. Cas des espaces à nombre fini de dimensions. Matrices. 

Plaçons-nous dans le cas où dim E = n et dim F = m. Les a{ au 
nombre de mn être dans un tableau re1Ct2m~~uJ.au 
matrice et la donnée de la à celle de . 

Nous convenons d'écrire la matrice en plaçant l'élément a1 dans 
fème colonne et la ligne. La matrice a alors n colonnes et m 
Les éléments de la fème colonne sont les coordonnées de f(a,) dans la 
base 1 b1 1 • 

-i ~ 

1 

~ • 1 

. J 
., 

« .. •rn 
1 
l 
i 
1 .. 

+--- ----------- __ , 
n 

(*) La place des indices est choisie de telle sorte que les sommations qui idter 
viennent se fassent toujours sur un indice qui apparaît dar;~ cl_lacun des ter~es e ~ 
somme une fois en haut et une fois en bas. Le nom de l md1ce P.ax: ra_Ppor a~que 
on so~me ne figure évidemment pas dans la somme et est appe~e mdiCe m~e. par 

· · x autres indices que l'on retrouvera dans la somme a la place ou Ils se 
~pposl~~~~ d~ns les termes L'intérêt de cette convention d'écriture est de permet.tre 
rouvale. trôle des caÎculs. Certains, pour alléger !'écriture,, fon! la conventwn 
~~p;!~~!~t~fr~ de supprimer le signe ~ et d'interpreter systematiquement toute 

expression du type uivi, comme étant utvi, quitte à signaler explicitement le cas, 
i 

extrêmement rare, où le produit uivu pour une valeur donnée de i, interviendrait seul. 
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Les sur les .... ..,.., .. ,,..,.,.. ............. "' 
tions sur matrices. 

linéaires définissent des 

- Somme. Soient f et g deux a·PIIJH~~arioiJts 
f par la matrice A (a.{) 

par la matrice B (~{) 
A B est par la matrice représente g. 

par définition de la somme : 
(f g)(ai) = f(ai) + g(ai), 

et la décomposition d'un vecteur dans la base l b1 1 est unique, 
il que tout coefficient de la matrice somme est la 
somme des coefficients des deux matrices : 

y{= a.{ ~. 

- Jllultiplication externe. Par définition, si À E la matrice ÀA 
Àf et tous ses coefficients sont obtenus en mul-

.... .., ................ par ceux de la matrice A. 
Il résulte de ces définitions que l'ensemble des matrices représentant 

les applications linéaires de E dans c'est-à-dire l'ensemble des matrices 
à n colonnes et m lignes (ou (n, m)-matrices), forment un espace vec­
toriel sur K comme E(E, F) lui-même. Nous al'lons voir qu'on 
définir une base de cet es·pace vectoriel liée simplement à celles ont 
été choisies dans E et F. l'application linéaire cpj dont la 
matrice a tous ses coefficients nuls sauf son coefficient d'indices i, j (i en 

j en vaut 1. 
Vk#i 

On voit 

cpj (ak) = 0 
cpj(ai) = b1 

écrire f sous la forme : 

f = 2: a{ <f} 
j i 

En Vk a{ <f}(ak) = afc bi= f(ak). 

Les applications <fi} forment donc un système de générateurs de 
E Nous allons montrer sont 
donc constituent une base. 

Supposons ait une égalité : 

si~~nineraJti que l'image d'un vecteur quelconque par cette 
nulle. Prenons pour ce vecteur a". Il vient : 

À·~ cpj(a~t)= (}, 

ce en tenant encore compte des valeurs de <fi} pour ak, donne en cal-
culant comme ci-dessus : 

=0. 
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Mais ! b1 1 constituant une cette entraînerait : 

=0 

j =0, 

c'est-à-dire que les <fi} forment une base. En ... , ...... !".~ ... ~">"' 
dirons que les dont seul le coefficient 
tous les autres constituent une base de "'"aJa ... ,.., 

(n, 

- Calcul des coordonnées de f(x) en fonction des coordonnées de x. 
Soit un vecteur x de coordonnées xï dans la base l Œt 1 : 

D'autre 

donc 

f(x) = xif(ai) 

avec f(a,) 

donc 

dans la base l b1 1 , f(x) s'exprime par : 

yib;; 

- Produit de deux matrices. 
considérons deux applications linéàires 
F et de F dans G. 

G étant trois espaces vectoriels, 
et g, respectivement de E dans 

Soient respectivement 
les bases de ces espac,es et 

leurs dimensions. Soient 

f 
E ~ F 

1 a, 1 1 b1 1 
n m 

A= (a/) 
l 

B = (~~) 
J 

les matrices de f et g à n colonnes et m lignes, à m colon-
nes et p lignes. 

Considérons l'application gof. Sa matrice C est par définition le 
duit des matrices B et A associées à g et f. Cherchons la forme de 
matrice. 

(1) 

la kèm.e coordonnée de nos le coefficient 
de la fème colonne et de la kème ligne ; on tire sa valeur de (1) 
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Cette être schématisée ainsi : 
L'élément de la kème et de :Ja ième colonne est obtenu à l'aide de la 

1'\ 

il' "' 1 1 ,. '! 

p: 
1 
1 f 

"' + 

x 
kème ligne de la matrice de gauche (celle qui corresl?ond à la deuxième 
application) et de la ième colonne de la matrice de drmte (*). 

Il de que le produit de deux matrices rectangu-
laires défini que si nombre de lignes de A est égal au nombre de 
colonnes de B (ce non1bre étant la dimension de l'espace vectoriel inter-

- La formule yj = l:afxi donnant les coordonnées du 
i 

vecteur y= f(x) en fonction des coordonnées du vecteur x peut être consi­
dérée comme un produit de matrices. Si X est la matrice à 
une colonne et n lignes dont les éléments sont les coordonnées de x par 

à la base 1 ai l et Y la matrice à une colonne et m lignes dont 
les è1<:':~m~ell1ts sont les coordonnées de y par rapport à la base ! b1 l , et A 
la matrice de linéaire f par rapport à ces deux bases, la 
formule 

yJ = 2: a{xi 
i 

suivante entre matrices : 
Y=AX. 

Les matrices X et Y sont souvent appelées « matrices-colonne » ou encore 
« vecteurs-colonne ». 

Exercice 18. - Soit E un espace vectoriel sur un corps K commutatif et 

E= Ei une décomposition de E en une somme directe finie. Tout vecteur 

x de E admet donc une décomposition unique de la forme 
m 

x = 2: x, ou xi E Ei 
i=l 

1) On désigne par pri l'application de E dons Ei qui à x fait correspondre 
xi. Montrer que pri est linéaire et que l'on a 

(application identique) 

nous avons ne sont pas les seules 
utilisées. Il pourtant de remarquer 

entraîne d'autres. exemple, si on intervertit 
règle du produit ne sera plus la même. 
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et 

pr, peut être si = E9 Ej. 
j::j:.i 

" 2) F étant un second espace vectoriel sur le même corps K et F = E9 Fj 
J=l 

une de F en somme directe que tout f E E Œ, F) 
peut 

f= 

où sont les projections relatives à la décomposition de E, et celles 
relatives à la décomposition de F. 

En déduire 
.E <E, F) ~ E9 E (E1 , 

i, j 

3) Montrer que le résultat précédent ne s'étend pas au cas des sommes 
directes infinies. 

p 
4) G étant un troisième espace vectoriel sur K et G = EB une décom-

k=l 

position de G en somme directe finie, montrer que si gE .E (F, G) on a 

gof prkogoprjofopri 

Supposant que E, F, G sont de dimension finie, en déduire la' règle de mul­
tiplication des matrices dite « par blocs ». 

Exercice 19. - L'espace géométrique usuel est rapporté à trois axes 
Ox, Oy, Oz et identifié à R3. On donne un plan P d'équation 

ux + vy + wz = 0 
et une droite D d'équations 

x y z 
a ~ y avec Uti., + V~ + W"( =/:- Ü 

On considère les deux linéaires de R3 dans lui-même corres-
pondant à la projection sur parallèlement à D et à la projection sur D 
paraHèlement à P. Ecrire les mmrices A et B de ces deux applications. 
Vérifier que les produits AB et BA ont bien lo valeur prévisible à priori. 

4. Matrices des endom4JrJ)hi.sntes d'un espace vectoriel. 

Nous venons de voir 
dimension n) dans 
une une base 
dans E le même nombre 
sions, la matrice une matrice carrée. Un cas 
intéressant où il en est ainsi est le cas où E = E 
toriel de dimension n sur c'est-à-dire le cas où matrices considérées 
sont celles des de E étant , . ..,.,,....,.,,.,_.,..,. 

soit 
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Parmi les matrices carrées d'ordre n aussi les matrices 
pniSIJlles et dont l'ense1nble pour le 

Isc•mc)rr•ne Elles sont et 

LINEAIRES ET MA TRI CES 
DE BASES 

Nous avons les fixées dans E et dans F. Mais 
-.-....... , ............. la E et base de c'est une matrice différente 

la même application. Et à une application 
... ,.,,..,r,.nr•rh·•n la même 1natrice. On est donc amené à se ·poser le pro­
de caractériser les ap.plications susceptibles d'être représentées par 

une même matrice M a un choix convenable des deux bases et celui 
de caractériser les représentent une même application. 

l. 
matrice. 

Soit d'abord une matrice M représente l'application f : E ~ F 
relativement à la base de et à la base (b) de F. Cherchons 
annu.cano1n g matrice M quand E est rapporté à une non-

base (c) à une nouvelle base (d). (Les éléments de la ième co-
lonne deviennent les coordonnées de g(ci) dans la base (d)). 

être décomposée de .Ja suivante : consi-
autmno.rp.lllsme u de E défini par : 

u 
---7- ai 

et par: 
v 

Yi bi ---7-
on a: g= vofou 

(vofou)(ci) = g(ci) 
annncanon linéaire est déterminée par les images des éléments 

de base. 
Cherchons le rang de g, c'est-à-dire la dimension de g(E). u(E) = 

donc (fou)(E) = f(E), donc g(E) = (vof)(E), v étant un automorphisme de 
f(E) et v(f(E)) ont même dimension. 

Toutes les applications susceptibles d'être représentées par M ont 
donc même rang. Ce nombre est appelé le rang de la matrice. 

Réciproquement, si f et g sont deux applications linéaires de même 
rang, il existe deux automorphismes v de F et u de E tels : 

g = vofou. 

a 

-1 
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cp= 

est aussi celui de f) et L celui de V et W 
,.,...,..,, ,._ ..... -~- .... ,,., .. , de N et L à E. vertu 

V en est un iso­
en est un ismnor-

sur g(E). est donc un de W sur V. 
N et L ont même dimension. Il existe donc un IS()mOn)nisrrte u de E 

--1 

dont la restriction à W est et envoie L sur N. 
comme g, L pour noyau et a même restriction 

elle coïncide avec g : g = cpou, c'est-à-dire 
g= vofou. 

«J.JJ.J.u:vao..>.u•u de 
de E et une 

r déterminée par la matrice M 
(b) de g sera ....... ,. ............. 

que t::t:a'lt::~-Ht 

si nous revenons aux matrices carrées d'ordre 
sont inversibles sont celles sont de rang 

leur Dans des matrices carrées le 
éléments inversibles est constitué l'ensemble des 
On les aussi matrices "'"'"'"Jr?o, .. o .. 

Parmi les autmnorpJmsmE~s 

On se donne maintenant et on cherche toutes les 1natrices 
sentent f par à tous de bases 

Soit encore M la 1natrice de f relative aux bases 
et d'autres bases de E et F par 

on va la matrice M' de f. écrire : 
f= 

où 
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se traduit 
....,...,,.., ... ,.,~.,._ .... ,. leS aU.tU.UHJ.qHH.:S.U.lt!:S lCU~nlla11eS 

...,a~:s<:a~c des nouvelles bases aux anciennes 

Deux matrices telles 
ni ti on 

M 
~ 

Ai B-• liB 
(a')~ (b') 

M' 

(fig. 

1\f et M' sont dites équivalentes. Cette défi-
Hh~mmE~nt qu'à des matrices de même se 

Deux (n, m)-matrices sont dites équivalentes s'il existe une matrice A 
régulière d'ordre n et une matrice B régulière d'ordre m telles que : 

M'=B-1MA 
ou bien par : 

Deux (n, 
une même 
es pace de dimension 

sont dites si elles représentent 
linéaire d'un espace de dimension n dans un 

m. 
Ceci ant-'l"•l1T1oo 

Deux (n, 
de même rang. 

et seulement elles sont 

n est évident que de deux matrices est une relation 

3. Matrices semblables • 

.... "''"""''' .. , plus restrictive, ne s'applique qu'à des matrices carrées. 
E étant à la même base, qu'il soit considéré comme espace de 

ou comme espace d'arrivée, deux matrices carrées d'ordre n sont 
semblables si elles sont susceptibles de représenter un même endo-

...,...,._. ..... ,, .. ""'..-r'"" d'un espace à n dimensions, ou, ce est s'il 
une matrice régulière P d'ordre n, telle que : 

M'=P-1MP 
P est la 1natrice de passage de la base (a'), à laquelle M' est relative à la 

(*) Il est recommandé, pour dans la pratique toute confusion sur ce que 
sont les matrices A et B. de refaire, on hésite, le schéma de la figure 3. 
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La similitude des matrices est encore une relation 

Exercice 20. - On considère l'espace '.}.., C R [x] des polynômes à 
coefficients réels, à une indéterminée, de degré ou plus égal à n et l'endo­
morphisme cp de cet espace qui, à un polynôme, fait correspondre sa dérivée. 
Ecrire la matrice de cp en prenant comme base 8o de l'ensemble des 
monômes l xk ; 0 ~ k ~ n 1 • 

Montrer que Vensemble des polynômes Po = 1, Pl = 1 + x, ... , 
Pn = 1 + x + . . . + xk + . . . + xn est une autre base 81 de 

Ecrire les matrices de passage de 80 à 81 et de 81 à 80 • 

En déduire la matrice de cp dons la base 8 1 ; vérifier en cherchant direc­
tement cette matrice. 

§ 5. MATRICES REMARQUABLES EQUIVALENTES 
A UNE :MATRICE DONNEE 

DETERMINA TI ONS DU RANG D'UNE MA TRI CE 

l. Matrice canonique d'une application de rang p. 

Le rang d'une matrice est, d'après la définition, la dimension de f(E) 
si f est une des applications linéaires que représente la matrice. Cher­
chons la forme la plus simple d'une (n, m)-matrice équivalente à une 

m)-matrice donnée, de rang p. 

Si la matrice est de rang p, c'est existe, dans f(E), p éléments 
qui en constituent une base. Constituons une base de F en 
cette base de f(E) par m-p vecteurs. D'autre part, pour constituer une 
base de E, considérons que E = N EB H, N :représentant le noyau de f et 
H un supplém~~taire, et prenons 1~3 ~mages d~s élémen~s de f(E) p~r 
l'application reciproque de la :restnchon de f a Ces p Images consh-
tuent une base de H; complétons-la par éléments deN; et cherchons 
la forme de la matrice de f dans la base définie. 

On trouve la forme ci-dessus en chacun des 
teurs de f(E) est l'image d'un vecteur de la et que les ·uat•1"all,.,..., 

de N ont une image nulle. 
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matrice soit de rang 
à une matrice 

en bordant la matrice IP de 

il est donc nécessaire et suffisant 
cette c'est-à-dire consti-

et de colonnes de zéros. 
Cette forme nor-1-1'"'" 

cation de 
bases dans' E 

forme assez 
sera mis en 
ces E ou et nous allons 
ment pour obtenir ces formes. 

2. 

Soit la matrice d'une f relative à des bases : 
1 ai ; 1 ~ i ~ n 1 de E et 1 b1 ; 1 ~ j ~ rn 1 de F. 

soit différent de zéro (s'il ne l'était pas, 
l'ordre des éléinents des deux bases pour 
tous les coefficients de la matrice ne pas 
pour E une nouvelle base l ! définie par : 

f t . 1 1 1 a 1 = a1 e pour z =F a'i = ~1 a,- ~i a1 

forment bien une ils sont 
=F O. Dans la matrice 

..-..-..•an.-nc>-...o colonne est .......... .., ...... , ........ ..,.., . ..,, 
coordonnées de : 

f(a'i) = ~i f(ai)- ~f f(at) pour i =F 1, 
c'est-à-dire que colonne autre que la est 
une colonne formée combinaison des éléments 

d'elle-même et de la colonne, combinaison 

nouvelle fème colonne = ~i (fème nnllnn,..-. - ~f (1ère V'-J'JLVAJL.I..I.'-' 

La est alors formée de à du 

-~}a}= O. 

Si tous les situés dans en bas et à droite de ~ i 
on pourra toujours supposer ~~~ =F 0 au 

des éléments autres que a1 et dans les bases). On recom-
nna .... .-.1',1"\n en posant pour définir une nouvelle base : 

Il f Il 

a1 = a1 a2 = et pour i =F 1 i =F 2 d; = 
Dans la matrice de f, la deuxième de zéros 
à droite de la la ...... ,.,,.,.,......,"' ... ,.,. 

(*) Par abus de langage, nous désignerons ainsi l'ensemble des coefficients ~{ avec 
i = j, même si la matrice n'est pas carrée. 
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On cette où on butera sur un 
des bords la matrice ou bien dans en bas 
et à droite du dernier considéré de la u. ... c.~.,.. .. JJU.Gl.u.-, il ne se trou-

des zér&s. On aura alors obtenu une matrice à 
......................... , et aura un des trois as·oe~~ts ~"··y ... ~,,~ 

( 

Fm. 3 

(avec ~i = ~i ~~ = ~~ ~~ = ~~~~, et ainsi de suite). 

Il est inutile d'aller plus loin pour voir que ces matrices sont de 
rang p. Les n-p derniers vecteurs de la base de E sont en effet envoyés 
sur 0 ; quant aux p premiers, leurs images qui dans les colonnes 
sont linéairement indépendantes. En effet, si 1 eh ... , e~ 1 est la base fina­
lement choisie dans E, 

p 

~ À.ï{(e,) = 0 
i=1 

p 

signifierait : Vj ~""~{=o. 
i=1 

Pour j = 1, on trouverait alors : À1~i = 0 
. . . . j = 2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . À2~~ = 0 

et ainsi de suite ... 
Les p vecteurs f(e,) pour 1 ~ i ~ p constituent 

de f(E) ; f et ses matrices sont de rang p. 

donc À1 = 0 

À2=0 

donc une base (*) 

(*) Nous avons ici un exemple d'une circonstance générale que l'on rencontre fré­
quemment. Si 1 ai ; 1 ~ i ~ n 1 est une base d'un espace vectoriel, les n vecteurs 

1 1 
b1 = À1 a 1 À1 :;F 0 

1 2 2 
b2 = À2a1 + À2a2 À2 =:F 0 

sont linéairement indépendants et constituent donc une base de l'espace. 
Si la base l ai 1 est non pas finie, mais dénombrable, i décrivant N, il est facile 

de voir que la famille l bi 1 est encore une base, car elle est libre et tout vecteur ai 
s'exprime linéairement en fonction des bi : dans l'es-
pace K[x], des polynômes à coefficients dans le corps un 
polynôme et un seul de chaque degré est une base. 



Si on 
il suffirait de 

sin> p. 

3. 
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maintenant obtenir la forme ca1t101:nqrue 
pour base de F 1' ensemble l corn-

d'arrivée. 

consiste à si 
se ramener si f ::/=- 0, en les 

E et de pour nouvelle base : 
= b2 ..... b~ = 

Cet ensemble constitue bien une base dès l'instant étant différent 
de {Ca1) est de l'ensemble ! b2 ••• 

Pour chercher comment se transforme la d'abord 
les éléments de l'ancienne base en fonction de ceux de la nouvelle. On a : 

pour i ::/=- 1 bi = b'-~, 
n 

et de: on tire : 

par une homothétie de ou, en choisissant une base 
1 

n 

j=2 
n 

ceci s'écrit dans la nouvelle base : 

n 

n 

Sur cette on voit 
'1 

a. i = et que la est par une formée 
une combinaison linéaire des éléments de même indice i, d'elle-même 

de la par : 
nouvelle 

Et tous les coefficients de la .,..,.,OTn·,"'"'"' c~ownne. 
il était 

En que le nouveau coefficient 

(1ère 

soit différent de zéro 

nous 
velle 

la 
la 

recommencer une 
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en ·pour nou-

devant être rl-ïf'l-".6, .. .oy·lf· 

à annuler tous les co~en:tcitemcs 
.l.U.•v.lj..,a..l\:0, On v>.a.·na't<>T'•o 

forme analogue à celles aonnees ci-·aess1us, 
en-dessous et à gauche de la diagonale 

p 

FIG. 4 

ces dessins schématiques, les régions laissées en blanc sont celles 
où il n'y ·a que des zéros). Les p premiers termes de la diagonale 
pale sont différents de O. 

Sur ces formes, on peut encore reconnaître que leS' matrices sont de 
rang p ; directement pour la première (même raisonnement dans le 
cas précédent) ; pour les deux autres, si on opérait un ch:anlf!e-
ment de base de E ·comme dans la section précédente, on obtiendrait une 
matrice équivalente dont on vérifie facilement qu'elle a les mêmes élé­
ments dans sa diagonale principale, et que ces éléments sont les seuls à 
être différents de zéro, donc une matrice de rang p. (On n'aura donc pas 
besoin de faire effectivement cette deuxième transformation pour recon­
naître le rang de la matri-ce). 

Exercice 21. - Toutes les notions de ce chapitre ont été définies par 
rapport à un corps K supposé fixé. Il en est ainsi en particulier du rang p 
d'une (n, mJ-matrice M dont les coefficients appartiennent à K. Mois, si 
K' est un surcorps de K, M peut aussi être considérée comme une matrice à 
coefficients dans K'. Elle représente alors des applications linéaires d'un espace 
de dimension n sur K' (par ex. K'n) dans un espace de dimension m sur 
K' (por. ex. K'm). Quel est alors son rang? 



1. DUAL ET BIDUAL D'UN ESPACE VECTORIEL 

l. Formes linéaires. 

Nous avons vu que vectoriel 
sur K. Pour prenons K Une c::l.IJIJU-"-'«L.lV.l.l de E dans 
K est une forme linéaire sur E. des formes linéaires sur 
E est dual de E ; il est par son élément 

est la valeur x* pour g ; c'est un ._..A ........... u ..... ~ 
la noter < g, x* 

: coordonnées. E étant ...... ,.,....,.,,.., .... -t·o 

à une base ! ai 1 , on considérer la forme linéaire définie de la 
suivante : à tout vecteur y, eUe fait sa fème coordonnée 
cette base : 

Y= 
On coordonnée d'indice i relative à 
la base l a4 ! . Nous la noterons et on a : 

<y, ai> =yi. 

2. Forme bilinéaire caJmmrnque sur EX E*. 

nous laissions g fixe et 
et E* dans à x* 
<y, x* >· Cette application est linéaire 
des opérations sur les applications : 

et : 

soit : 

3. Bidual. 

z*)(g) = 

(ÀX)*(y) = J.x*(y) 

< g, x* z* > = < g, x* > < y, z* > 
< y, ÀX* > = À < y, >. 

de E X E* dans K au .,.,., .. n,, ... 
,, .... ,.,...,. .. , ... < y, x*> de K est donc bilinéaire : on 
canonique sur E X E*. 

Une ""'"'PU'C.Ul1v ..... linéaire de E* dans K est un élément du dual de 
soit E**. espace est bidual de E. 



Nous venons de voir 
res:pond.Jre un élément de 

V x* 
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un 

z=il +z. 

yE 

z)(x*), 

De même Yx* îi/Cx*) = x*()..y) = )..x*(y) = )..y(x*). 

D'où: 

Montrons aussi que cette est y = z 

v x* = z(x*) ~ x*(y) = x*(z) ~ x*(y- z) =o. 
Toutes les formes sur E le vecteur y- z. Ceci 
entraîne que Y -z = 0 car si y- z =a =F on peut toujours choisir 
une bas~ ce vecteur et la forme coordonnée relative à cette 
base et a de ce vecteur vaudrait 1 pour ce vecteur et non pas O. 
Donc, y=z => 
n est si 

y ~ y SOit Un ISC~m4C>rJ>DISIDle 
de E par cette avvu.cauon 

On va montrer dim E* = n en montrant les formes coordon-
nées relatives à une de E constituent une de E*. 

Soit ! ai 1 une base de E et soit ai la forme coordonnée d'indice i 
définie comme nous l'avons dit haut par : 

ai( a ) = J 1 s! i = i (*) 
J t 0 SI J 

Une forme linéaire va s'exprimer en des ai En 
l!I'!e forme x* est par les n valeurs xi qu'elle · pour les 
elements de la base : x*(aï) = X-t et on pourra écrire : 

x*= ~xiaï atE E*, 

en effet x*(aJ) = ~ x;,a"(aJ) = x1• 

Les formes coordonnées ,constituent donc un système de 
de E*. D'autre elles sont indépendantes. 
~ ~ai= 0 voudrait dire que la forme la valeur 0 pour tout 
vecteur. 

(*) Ceci est noté parfois ai (a.) = 81~. appelé symbole de Kronecker, étant 
• J 

défini par ôi = 1 si i = j, o} = 0 si i :::;!= j. 
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ÀJ ,= 0 et ceci pour toutes les valeurs de 
duale de la base ! ai 1 . Il résulte de ce a.n.-r•a ....... a que 

dim E** = n ; ceci entraîne 
dimension n que Ê = E**. 
v~A~AAA~· Cet lS(>ll1orpnisrne, 

est 
est alors un isomor-

résulte la seule donnée de 
être 

Exercice 22. - Une base B étant donnée dans E de dimension 
trer que la base duale, dans E**, de la base duale de B, dans E*, est 
de B dans l'isomorphisme canonique. 

E:xerc:ic:e 23. - 1) Si E est de dimension infinie, montrer que l'ensemble 
des formes coordonnées relatives à une base est une partie libre de E*, mais 
n'en est pas une bose. (K [X] est un espace vectoriel de dimension K 0 sur 
K admettant pour base l'ensemble des monômes xn (n = 0, 1, 2 ... .} ; on 
pourra donner un exemple de forme linéaire sur K[x] qui soit Hnéairement 
indépendante de'S formes coordonnées relatives à cette base). 

2) En déduire que si E est de dimension infinie, E est un vrai sous-espace 
de E**. 

Identification de E et E** (la dimension de E étant finie). L'isomor-
p.u.l:s.I.Iu::' E ~ E** étant ainsi établi E a un non1bre fini de dimen-

on con-vient d'identifier y et y. On pose alors : 
< y, x* > = x*(y) = y(x*), 

ce dernier la attribuée à y(x*). 

5. de la forme bilinéaire caJilOltnq[ue à l'aide des bases duales. 

Soit: y 

aie E* étant la forme coordonnée j. Nous aurons : 

x*(y) = ~ yix*(ai), 
i 

or, nous avons vu ci-dessus que x*(ai) =xi ; donc, 

<y, x*>= 2:YiX-t· 

d'une 

se demander s'il existe un isomorphisme cp de E sur E* 
la propriété suivante : faire correspondre à tout y 

son image un automorphisme arbitraire u deux formes 
.,.,. .. ,..,. ..... ri-..n~, ....... la même valeur, pour un x 

conque pour son image par u ; autrement dit, pour lequel : 
(1) < x, c:p(y) > = < u(x), (c:pou)(y) > c:p(y) E E* (c:pou)(y) E E* 
pour tout x et ~ou! y à E et pour tout ~ E GL(E) ; ce 
revient encore a due tel cp fermt 

(x, y) de deux de E un scalaire de K 
dans tous les tel 

que de la 
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Exercice 24. - Montrer que l'existence 
en trouvant des automorphismes 

peut avoir pour tout x et tout y. 

est 
ne 

Exercice 25. - (ai) étant une base de E il existe un isomorphisme qi de E 
sur E* pour lequel qi (ai) = ai. 

Déterminer les automorphismes u E GL{E) pour lesquels 

<x, > = < > 

§ 2. 

si 
<x, x*>= O. 

On 
à x* e 

considérer 
soit: 

....... ,"~"u . .u.n. . .c de tous les élén1ents de E orithc>~omatux 

l x ; < x, x* > = 0 1 

et définir ainsi 

de la xE E**. 

être identifié à 

est le noyau 
c'est-à-dire si E 

cas où E est de dimension 
.n ........ .,,...."~ fi un sous-ensemble de 

=lx*; VxEA <x,x*>=O! 
Ce sous-ensemble être défini conune des 
relatifs à tous les x de A : 

naux aux éléments de 

de 
tous ceux 

sont 

= n ; xEA!. 

vectoriel de E*. Considérons 
n est évident que 

:::>A 

éléménts à ceux de 

par définition de 

à 

On en conclut donc 
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être considéré cmnme 

alors d'écrire 

) .u. 

Dans le cas où A est un sous-espace vectoriel de on montrer 
que =A. Ceci revient à montrer ne pas trouver de forme 
linéaire sur E* définie par un élément x à A .u. , 

donc s'annule pour tout élément de ; ou encore donnée 

cette forme définie par x C!:i il existe au moins un élément de 
ne l'annule pas. Constituons une base de E en le vecteur x, en 
lui adjoignant une base de A et en c'est nécessaire ; 

considérons la forme coordonnée relative à x · elle à car 
elle s'annule pour tout élément de la base de donc pour tout élé1nent 
de A. Elle ne s'annule pas our x; donc, la forme définie x s'an-

el 

raison 
sous-espace 

cédente s'applique à et au sous-espace vectoriel H cou.,..coJ . .l.U..A 

(En effet, la forme coordonnée s'annule sur tout H si elle 
les éléments d'une base de H prise dans A) (**). 

Il résulte de ceci qu'il existe une corn~sTJI-OnLGamc:e 
sous-espaces vectoriels de E et E* : 

entre les 

=HcE ~ cE*. 

Exercice 26. - Montrer que : dimension Hl = codimension H. Retrouver, 
en partant de là, le fait que A.I.U = A! et que HU = H. 

(*) Observons qne nous avons fait un raisonnement identique quand nous avons 

montré que = A+ (voir exercice 65, Cours A.P.M. 1). Il est de voir 
raisonnement est applicable dans une situation très générale. deux 
bles X et Y, et supposons qu'une relation C'f(. soit définie entre les éléments x E X et 

y E Y. Si on considère A c X, A, ensemble des éléments de Y en relation avec tous 

les éléments de A, A, ensemble de tous les éléments de X eu relation avec tous les 

éléments de A ... , etc ... On montrera de la même façon en considérant les sous-ensem-

bles du produit X X Y que A c B ~ A :::> B, et que = A. 
Dans le raisonnement ci-dessus, on avait X = E, Y = E* et la relation était 

celle d'orthogonalité. Dans le raisonnement de l'exercice cité, X et Y étaient même 
ensemble ordonné et la relation x C'f(. y était x -< y, si bien que si A était inclus dans 

et si A c Y, A se notait 

(**) On peut encore dire : A c H c AU All est un sous-espace vectoriel 
incluant A et H le plus petit sous-espace incluant A. Mais ceci entraîne 
A!:::> Hl et par conséquent AU cHU. Or, d'après la démonstration précédente, 
HU =H. Donc, H cAU et AUcH, d'où H =AU. 
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Exercice 27. - E étant un espace de dimension finie ou 
pour tout sous-espace H de E : 

Hi = l x* ; V x E H < x, x* > = 0 ! 
Montrer que si H et K sont deux sous-espaces vectoriels de E 

(H + K)i = Hl n Kl 

(H n K)l = Hl + Kl 
Conséquence si E = H EB K? 

an pose 

Exercice 28. - étant l'espace des polynômes à une indéterminée à 
coefficients dans un corps K et de degré au plus éga·l à n, on se propose de 
déte·rminer tous les supplémentoires par rapport à 1>n du sous-espace e 
constitué por les polynômes constants. A cet effet, 1 o on cherchera de façon 
générale tous les supplémentaires d'un sous-espace de codimension 1 da:1s 
un espace vectoriel de dimension finia ; 2° on utilisera le résultat de l'exe·r­
cice 27 pour remplacer la recherche des supplémentaire de e par la recher-

che des supplémenta:ires de dans le dua:l et 00 reviendra à e pour 
conclure. 

Exercice 29. - cp, '?11 ... , '?p étant des formes linéaires sur un espace 
vectoriel de dimension finie, la condition nécessaire et suffisante pour que 
cp soit nulle pour tout vecteur annulant cp1, q12, •.• , <pp est qu'il existe p sca­
laires )..i (appelés multiplicateurs de Lagrange) tels que cp = Il )..iq~i. 

§ 3. APPLICATION TRANSPOSEE D'UNE APPLICATION LINEAIRE 

l. Définition. 

t::SIIJac::-e:s vectoriels sur un même corps E* et F* 
leurs duals et u une de E dans F. Soit E F* une application 
de F dans K. Nous· pouvons considérer cmnposée 

y* ou 
co:rn~st:•oru:u~e un élément de K et qui, étant 

élément u 
avons donc défini une n.,..,. ...... ,..n ... -..n .. ..-. 

linéaires, est donc un 
F* correspond y*ou E E*. Nous 
dans E*, appelée transposée de 

l'application u et notée 

E 
x 

u 
-----l<-F 

u(x) 

E*+-----F* 
tu(y*) = 

Cette ""...,.., ........... "' ................ est linéaire. En effet : 

La définition de tu : 

(y*+ z*)ou = y*ou + z*ou 
("Ay*)ou = "A(y*ou). 

V y* E E* 
VxEE 

tu(y*) = 
tu(y*)(x) = y*(u(x)), 

en utilisant la notation du paragraphe precc~cH~nt 
<x, tu(y*) > = < u(x), y*>. 
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Cette ç,..c:u.JLo'v 

valeur la bilinéaire "'"'' ... '"' ....... '1 

valeur de la forme bilinéaire v«JLAVJc.I.H . .f 

nition à tu si elle a lieu pour tout x 

2. 

une 

Plaçons-nous dans la situation suivante : on donne trois espaces 
vectoriels E, G sur un mên1e une application u de E dans 
une application v de F dans G et composée vou, les transposées tu 
et tv de u et v et leur Celle-ci est la transposée de vou : 

vou 

u v 

E* ..:E-- F* <E--- G* 

Pour le mr\ ..... T'I"a .... appliquons à t(vou) l'égalité de définition : 
VxEE V z* E G* <x, t(vou)(z*) > = < (vou)(x), z* >. 

Appliquons à v l'égalité de définition de sa transposée : 
< v(u(x)), z* > = < u(x), tv(z*) >. 

Appliquons la maintenant à u : 
< u(x), tv(z*) > = < x, Cuo tv)(z*) >. 

D'où V xE E Vz* E G* <x, t(vou)(z*) >=<x, Cuotv)(z*) >, 
soit \vou) = tuotv. 

Conséquence pour les automorphismes. Prenons E = F. Il suffit 
d'appliquer la définition pour voir que la transpos·ée de l'automorphisme 
identique sur E est l'automorphisme identique sur E*. Ceci dit, si u est 
un automorphisme, il existe u-1 tel que : 

uou-1 = u-1ou = 
Il résulte de la propriété précédente que : 

tu-1o tu·= tuo tu-1 = tiE = 
tu-1 constitue donc un inverse pour tu et la transposée d'un automor­
phisme est un automorphisme. 

v 
Son inverse tu-1 = Cu)-1 = u est appelé automorphisme contragré-

v 
dient de u ·et désigné par un symbole nouveau u (qui se lit « tchèche » ). 
A ve•c ce symbole on peut écrire : 

v 
x*= tu(y*) .ç=;:. y*= u(x*), 

et l'égalité de définition de tu se transcrit alors : 
v 

<x, x* > = < u(x), u(x*) >. 

3. u et tu ont même rang. 

Supposons E et F de dimensions finies m et n respectivement. Nous 
cherchons le rang : 

~Cu) = dim tu(F*). 
Celui-ci est égal à la codimension du noyau H de l'application, qui est 
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l'ensemble des formes linéaires sur F tu envoie sur le zéro de 
c'est-à-dire s'annulent pour tout x E : 

H = 1 ; V xE E < x, tu(y*) > = 0 1 
=! ; V xE E < u(x), y*>= 0! 
= 1 ; V y E <y, y*>= 0 l . 

étant un sous-espace de on reconnaît là la définition de son 

ort.no~:on:al : H = .1 
1 = codim u(E), 

d'où ~Cu)= 

E:xerc:ice 30. - E et F étant deux espaces vectoriels de dimensions finies 
ou infinies, sur le même corps commutatif K, H étant un sous-espace de E on 
appelle EH Œ, F) le sous-espace de E Œ, F) constitué des applications f qui 
s'annulent sur H. 

1 ) Montrer que 
EH Œ, F) ~ E (E/H, F) ~ E (G, F) 

G désignant un supplémentaire quelconque de H. 
2) Montrer que 

E* = G.l E9 Hl H·* ~ G1 G* ~ Hi 
3) En déduire que, u étant une application linéaire de E dans F . 

tu(F*) ~ [u(E)]* 

4. de la 

Supposons. à no_uveau E et F de di"!: ens ions finies. 
sait qu'on peut Identifier E** et E d est '"'~''""'"'·"""'~ 
Nous allons considérer la de la 
cation de E** dans F** et les .lU.I_, .... ,"_. ... _...,a,., ..... , ...... "' 
et F** étant supposées 

u 
E --7-F 

tu 
E* <EE-- F* 

ttu 
E** --7- F** 

Dans ce cas, on 
isomorphe. 

est une 
E et 

ttu être définie par : 
V y* E F*, V x** E E** <y*, uu(x**) > = < tu(y*), x** >, 

soit, après l'identification ; 
<y*, ttu(x) > = < tu(y*), x>=< u(x), >. 

cette égalité est réalisée pour tout x et. to~t !/* ; ceci entraîne ttu = u. 
Car s'il.existait un x pour ttu(x) smt different de u(x), on 
toujours choisir une forme y* prenne des valeurs Aa,..·;;.,..a ..... 

pour ces deux éléments. 

5. Matrice d'une 

Soient deux espaces vectoriels E et F sur un corps 
de bases (ai) et (bi), 
leurs duals étant E* et F* 
et les bases duale·s (ai) et (bi) 
Soit u E E F) définie par u(ai) = 2>·{b i' c'est-à-dire par la donnée de 

la matrice (œ{). 
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Cherchons la matrice de tu. Pour nous devons chercher les 
........ J'"~·'"'"' par tu des bi et les en fonctions des ai. Soient : 

i 
re~roe~ct«~r la convention << l'indice de c'est-à-

pas dans le une fois en bas et une 
............. ._. .... ...., tern1e de la somme nous som1nes amenés à 

en haut l'indice colonne et en bas de ligne dans 
coefficient ~{ de la matrice. Pour déterminer cherchons 

cette Cu(bi) est un élément de des éléments de la 
a,i de vient : 

< tu(bj), ai > = < u(ai), bj > 
d'après la définition de tu. Or, 

< u(ai), bj > = < a::1bh, bi>= œ{ 

bj(b 11) = 0 si h=F j 
= 1 si h=j. 

D'autre part, < tu(bj), a,,>=< 1: f3{ ai> qui, la Inême 
k 

vaut ~{. 
On arrive donc à œ{ = ~{, le ·coefficient de la ième colon-

ne et jème de la matrice de u ; ~{ re]pr<:~sent~:tnt le coefficient de la 
jème ·colonne et ième ligne de la mr..trice de tu. 

La matrice de u, relative à deux bases de E et et la matrice de tu, 
relative aux bases duales des précédentes, se déduisent l'une de l'autre en 
intervertissant les lignes et les colonnes. 

Il en résulte, puisque u et tu ont même rang, que le nombre de vec­
teurs colonnes linéairement indépendants de la matrice de u (qui est le 
rang de u) est égal au nombre de vecteurs lignes linéairement indépen-
dants de la même matrice est le de tu). 

§ 4. SUR LES NOTATIONS 

on fait intervenir les coordonnées des 
multilinéaire, celles des tenseurs), on manipule 

exores1nons se comme des sommes de 

A~= 

l'écriture et fournir un moyen 
nous avons adoptée 

d'autres en bas de la 
dans chaque terme 

dans le symbole dési-
de smnnaa1:1o:n, ne figure évi-

pour cette raison appelé « indice 
de la somn1e une fois en haut et 

A r ~ ij rk 
a~ = kJ Xak Yzj~· 

i,j,k 
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Raisonnant alors sur un certain nombre vectoriels 
sur le n1ême corps et si l'on fait la convention initiale 

d'indexer en bas les éléments des bases utilisées 
espace, la règle fix~ée ci-dessus la des autres indices : 
- 1 o les coordonnées des vecteurs seront indexées en en vertu de 

x= xia,,; 

- 2o les vecteurs des bases duales seront indexés en 
ai(x) =xi; 

- 3 o les coordonnées des vecteurs des espaces duals 
indexées en bas, en vertu de 

et on aura : 
< x, x* > = 2: xixi ; 

i 

en vertu de 

F* seront 

- 4o l'image par une application linéaire f de E dans F du vecteur ai 

de E aura des coordonnées œ{ par rapport à la base l bi 1 de F, données 
par 

Ceci conduit à : 

- 5o l'image par une application linéaire g de E* dans F* du vecteur ai 
de E* aura des coordonnées ~ J par rapport à la base ! bi l de F*, données 

par 

Ceci conduit à : 

g( ai) = 2: ~ Jbi. 
1 

Yi= ~}xt; 

- 6° pour des applications u de E dans ou v de E* dans 
de manière analogue des formules du type : 

u(a,) = 2: "f;,ibJ 
1 

v(ai) = 2: 8ijb1• 

J 

on aura 

Ces notations, qui sont celles du calcul tensoriel classique, ont fa~t 
leurs preuves. Mêm~e si l'on renonce à la suppression, commode et en fmt 
très peu dangereuse, de~s ~.elles ont l'avantage de permettre de distinguer 
les vecteurs de E, F, ... appelés vecteurs contrava~iants (de E, .... res-
pectivement), et les vecteurs de E*, F*, ... appeles vecteurs covariants 
(respectivement des mêmes espaces E, F, ... , par abus de langage). Elles 
avertissent le calculateur de certaines inadvertances : une formule telle 
que 2: ai.x-~, ne peut, dans ce système de notations, provenir que d'une 
t>rreur. zEnfin, elles s'étendent à des tenseurs d'ordre quelconque. 

En ce 
dans tous 
choisie dans 
dans 
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notre convention a été de 
coordonnées à 

des de base choisie 
faut alors remarquer que pour une 

'"'""''"-" .... !Ji'"'• l'élément œ{ de la matrice .,.,,..,. ........ , .. f-,,.,.,...._ 

tandis que pour une appncauon 
l'élément ~{ à la jème colonne et à la ième ligne. La 

seule donnée de l'écriture œ{, ou ~{, ne permet donc pas d'écrire la matrice 
(et donc de savoir si elle représente une application d'un espace E dans 
un espace F, ou une application d'un des espaces duals de ceux-ci dans 
un autre). On peut remédier à cet inconvénient en précisant les notations 
et en écrivant : 

œ/ au lieu de œ{ 
Wi au lieu de ~{. 

Dans ces conditions, l'indice de gauche est toujours relatif à l'espace de 
départ, c'est-à-dire est, pour l'élément de la matrice, un indice de colonne, 
tandis que l'indice de droite est relatif à l'espace d'arrivée et est un indice 
de ligne. (La convention s'applique aussi bien aux cas évoqués en 6°). 

Avec cette dernière précision, ce système de notations semble irré­
prochable : il est cohérent et donne le maximum de renseignements avec 
le minimum de signes. 

Une autre convention peut être utilisée pour les matrices, dans le 
cas où n'interviendraient pas d'applications du type envisagé en 6°. Elle 
consiste, pour les a'pplications d'un des espaces E*, F*, ... , dans un de ces 
mêmes espaces à ranger en ligne les coordonnées de l'image d'un élément 
de la base de l'espace de départ. Dans ce cas, l'indice de la colonne est 
toujours celui du bas. Mais cette convention réagit sur la règle du produit 
des matrices. On peut toutefois garder la même règle (associer les lignes 
de la matrice de gauche aux colonnes de la matrice de droite) à condition, 
si A est la matrice de f et B celle de g, de désigner par AB celle de gof. 
Cela amène aussi à représenter par une matrice ligne X*(ou Y*) un vec­
teur x*(ou y*) de E*(ou F*) (vecteurs covariants) et à représenter l'équa­
tion y* = f(x*) par l'égalité matricielle Y* =X* A. 
. La, convention initiale étant conservée pour_ les matrices d'applica-

tions dun des espac~es E, ... dans un de ces memes espaces, une appli­
cation de E dans F et sa transposée auront alors la même matrice, et la 
valeur de la forme bilinéaire canonique sur EX E* s'écrit : 

< x,x* > =X*X 
où X* est une matrice ligne et X une matrice colonne. 



ESPACES VECTORIELS 
SION FINIE. 

MATRICES 

§ 1. SOUS-ALGEBRE DE E (E, E) 
ENGENDREE PAR UN ENDOMORPHISME 

l. Idéal annulateur. 

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur un corps K commu-
tatif et f un endomorphisme de c'est-à-dire un élément de l'algèbre 
l2 (E, E). 

Dans le but d'étudier l'endomorphisme f, nous allons commencer 
par étudier la sous-algèbre engendrée par fete (e étant l'endomorphisme 
identique). Cette sous-algèbre comprend les homothéties Àe (produit de 
l'identité par un scalaire), les puissances (ou itérées) de f et les compo-
sées et sommes de ces applications. alors que : 

1) le fait que f soit linéaire entraîne que 
Àeof = foÀe =À{ 

puisque ceci signifie V xe E À{(x) ={().x) ; 
2) le fait que la multiplication soit associative entraîne que 

fm 0 fn = {m+n = {no{m. 
Nous en déduisons que la sous-algèbre étudiée contient tous les 

endomorphismes représentés com1ne polynômes en f à coefficients dans 
K et que le composé de deux tels endomorphismes s'exprime par le pro­
duit des polynômes effectué comme s'il s'agissait de polynômes de K [x] . 
C'est dire que l'ensemble K [{] des polynômes en f à coefficients dans K 
est de K[x] par l'homomorphisme cp qui au polynôme formel 
a 0 + a1x ... + akxk fait correspondre l'endomorphisme de E : 

ao + a1{ + ... + adk. 
K [f] est donc une algèbre, c'est la sous-algèbre de E (E, E) engendrée 
par f et e. Notons qu'elle est commutative, alors E ne l'est pas. 

Nous allons voir que cp un isomor-

phisme, en montrant que le noyau cp de cet est dif-
férent de zéro. Ce noyau est un idéal puisqu'une algèbre est d'abord un 
anneau et que le noyau d'un homomorphisme d'anneau est un idéal. Il 
est constitué par les polynômes de K[x] dont l'image par cp est l'appli­
cation linéaire nulle. 
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Soit 1 uo, U1 ... un 1 une base de E. Considérons un des vecteurs ui de 
cette base et ses par les de f · les n 1 vecteurs 

f< 2 )(ui) "' nous convenons de dans ce nn-ro•rl'l:'~>n.t~D 

... tnui, ne linéairement E = 
3 a.o, 111 ... a.n E non tous 

a. oui + ... + a.nfnui = 0. 
Autrement dit, il existe un polynô:me non nul IIi[x] E K[x] tel que: 

Déterminons ce polynôme 
produit: 

IIif)ui= O. 
pour élément ui et considérons le 

II= II1II2 ... IIn 
de tous ces polynômes. L'endomorphisme II Cf) envoie sur zéro tout élé­
ment de la bas'e ; en effet, puisque la multiplication dans la sous-algèbre 
est commutative on peut, pour tout ui, amener dans II, en dernier ; 
on aura IIif)u;, = 0, donc IIjiiif)ui = 0 ... et II(f)ui= O. 

L'application linéaire II(f), qui annule tout élément de la base de E, 
annule tout E : 

II(f)E =O. 
Or, II(f) est l'image par q? d'un polynôme II E K[x] ; ce II r;F 0 

-1 
appartient à l'idéal q? (0) ; q? n'est pas un ISOim()riJml:sme. 

Mais .K [x] étant un anneau principal, un est formé des mul-
tiples d'un polynôme unique m qui est un diviseur de II. 
Les polynômes de l'idéal ( m) ont linéaire 
nulle (qui envoie tout vecteur de que (m) annuleE. 

Théorème : Etant donné un espace vectoriel de dimension 
endomorphisme f, il existe un polynôme non nul mE K[x] 
un idéal qui annule E. 

2. Décomposition de E en somme directe de sous-espaces invariants. 

Pour pousser plus loin cette étude, admettons ce polynôme m soit 
le produit de deux polynômes p et q eux. Il existe donc 
deux polynômes À et p. tels que : 

Àp (J.q = 1. 
L'application À(f)p(f) + tJ.(f)q(f) est alors Il en 
résulte que tout xE E peut s'écrire : 

x= À(f)p(f)x tJ.(f)q(f)x (1) 
donc peut être mis sous forme d'une somme de deux éléments dont le 
premier appartient à l'image de E par À(f) p(f) et le deuxième à l'image 
de Epar tJ.(f)q(f). Le premier de ces sous-espaces est annulé par l'appli­
cation q(f), car : 

V x E E q(f) À(f) p(f) x = À(f) p(f) q(f) x = À(f) m (f) x = 0. 

Nous l'appellerons Eq en posant par coJnst:~au 
Eq= À(f)p(f)E avec q(f)Eq =O. 

Le deuxième est, de même, annulé par p(f). On pose : 
Ev= p.(f)q(f)E et on a p(f)Ep =O. 

On a donc : E = Ev + Et. 
D'autre part, Ev n Eq = l u 1 car si x E Ev n 

p(f)x ·= 0 q(f)x = 
donc, d'après (1), x= O. On donc écrire : 

E= Ev EB 
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sont les ·seuls à être annulés par 
sa dans est 

donc être défini ron1me l'en-

or p1Cf) annule tous l·es Ev. aurait donc contradiction. 
En résun1é, si (m) est l'idéal qui annule et si m = pq, p et q étant 

premiers entre eux, E est la somme directe de deux sous-espaces Ev et 
dont chacun contient son image par f; (p) et (q) sont respectivement les 
idéaux annulateurs des restrictions de f à Ev et Eq. 

Si p (ou q) est encore décomposable en deux oo.LvnLonies 
entre eux, on recommencer l'opération et (ou rla•"Arnn.nca 

en somme directe. En définitive, si 
m ·= m1m2 ... mm 

m2 ••• mn étant des polynômes entre eux deux à 
que: 

E = EB E2 EB ... EB 
E1, E2 ... En étant des sous-espaces 
(m1) ... (mn) pour idéaux annulateurs. 

on pourra 

On choisira une base de E constituée par la réunion d'une base de 
d'une base de E2, ... d'une base de D'après les propriétés 

t-~-:_:l 
~- .1.. 

1:----) t-)12-~· 

(:~M-:·. f-- . J-

FIG. 5 
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ucJLJ.Lc>:), les d'un élément de la base de 
que la matrice aura la forme ci-·aesslliS. 

les des 
E2 ... et où tout le reste de la matrice ne """' ...... T~ ... ., ..... r~ 
Si on ne sait rien du corps là s'arrête ce 

§ 2. CAS OU LE CORPS EST ............ ""' ....... ,, .......... CLOS 
MA TRI CES TRIANGULAIRES 

1. Si K est algébriquement clos, le m se factoriser 
de la façon suivante : 

Le polynôme annulateur 
la puissance a.iième d'un 

un sous-espace 
Nous sommes 

annulateur est de la ramenés à étudier un endom<)rJ:,hisrule 
forme ((x- À)a). 

Si l'idéal annulateur d'un par le 
polynôme - Ài) celui de 
par le polynôme xai . .... n.-..~ ............ """"' 

2. 

L'étude à faire est donc ramenée à celle d'un g d'un 
v~ctoriel E. de dimensiC!n tel soit l'endomorphisme nul 

que g' ne le smt pour 1 < a.. on déduit gZ(E) ... , 
gi(E) cgi-1(E). Si pose E1 = gJ(E), suite de sous-e·spaces : 

E=Eo:::::>Et:::::>E2 1 =101 
est donc décroissante est à 1 0 l • Cette suite est stric-
tement car de = E1 on déduirait : 

=g(E1+1)= -
............ ~""''·""' en proche, - est impossible 

CL. 
peut, à de cette ... ,., ...... .., ........... ae~~mnoosc~r E en une somme 

directe de sous-espaces F1 en 
un supplémentaire de 1 par ... n,,.,....,.,,",.+ 

pour <a. -1), 
aura: 

ot-1 

E= œ F1• 
i=O 

Aucun des sous-espaces F1 n'est réduit à 1 0 1 leur est 
à est au plus égal à la dimension de E. Si choisit une de 

leur réunion sera une base et si on ordonne cette base 
successivement les éléments de base choisie en 
en __ l, on déduit de g(F1) que la matrice 

... .-..n~,,._ ... ..- à cette n'aura des 0 sur la ....... "'L"""' ................ 
de cette diagonale. étant 

.,....,,,.,. .. ,,.,. éléments à 
de zéros. 

Àie, par 
.u .. u./J.V•"-.l."' ......... , .......... "'""'· de termes à Ài 
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tous les termes situés au-dessus de la u!<:t~u'llalc 
En outre, dans les dernières colonnes 
que des zéros en-dessous de la uA<:l,._ .. , ..... (llJ."'· 

. ~.: .. . ·. 

........ ~. LL 

.. 

seront nuls. 
il aura 

. . . . . . . . . -~ }.i . . . . . . 

Sous cette 
transformés 
en est de 

• .. "' .. .. "" .. • .. ~ ~ * .. ~ "' • 

on voit que les vecteurs de la base de 
endOm()ft)lllSllle en leur par À. Il en 

pour tout vecteur de 
YxE f(x) = 

FIG. 6 

La restriction de f à ce smlls-esJoa'(~e 
étant différent de , il existe au moins un sous-espace vec-
dimension 1 pour il en est ainsi. 

3. Retour au cas ŒéltléJ•al. 

Revenons maintenant à la matrice de 
nôme annulateur est : 

Nous voyons, à la lumière de ce qui 
la forme trouvée en (V, 1, 3) pour la matrice 
des matrices Mi de la figure la forme de ~la 
gonale principale ne que les valeurs 

dont le 

FIG. 7 
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UC'-!J'!J''-'l.'U'AA..:O que l'ordre ~i de la zème i"'\UU.->"-J..U.CI dhnension du sous­

espace vectoriel annulé par (x 
Une matrice comme 

moins égal à 
ci-dessus le 

situé au-dessus de de zéros est dite trian-
EYHI•rt77°0 (*), 

Exercice 31. - Montrer que les matrices (n; n) triangulatires forment une 
sous-algèbre de l'algèbre des matrices (n, n). 

4. Vecteurs propres et valeurs propres. 

Revenons sur certains des résultats précédents. Les nombres Ài 
sont les racines, dans K, du polynôme m sont appelés les valeurs propres 
de f. Les vecteurs x non nuls tels que f(x) = Àix sont dits vecteurs propres 
relatifs à la valeur Ài et nous venons de voir que pour tout Ài il existe un 
sous-espace vectoriel de dimension 1 au moins formé de vecteurs propres. 

Cas où toutes les racines du polynôme annulateur sont simples. Exa­
n1inons le cas particulier où oci = 1. L'application g- Àie est l'application 
nulle ; la restriction de f au sous-espace Ei est donc l'homothétie de rap­
port Ài ; en d'autres tous les vecteurs de sont des vecteurs pro­
pres relatifs à Ài (c'est le cas où Ei se confond avec son sous-espace E(l._l). 

Si maintenant pour tout i, oci ·= 1, on voit que tous les vecteurs de la 
base choisie sont des vecteurs propres et que, par rapport à cette base, la 
matrice de est une matrice diagonale, c'est-à-dire une matrice qui n'a 
de différents de zéro que sur sa '-"'"'.4:-., ........ ~ ... .._ 

Fm. 8 

On dit couramment, n1ais par abus de langage, qu'on a diagonalisé 
la Inatrice M qui définissait f dans une hase initialement donnée, voulant 
dire par là qu'on a trouvé une matrice semblable de fonne diagonale. 

Réciproquement, si la matrice d'un f peut être dia-
gonalisée sous la forme ci-dessus, le sous-espace Ei correspondant aux 
colonnes de la matrice où l'on trouve Ài est annulé par Àie- f et, en vertu 
du raisonnement fait au début du chapitre admet m= II(Ài x) comme 
idéal annulateur. Les oci sont donc tous égaux à 1. 

On peut donc conclure que la condition nécessaire et suffisante pour 
matrice d'un endomorphisme soit diagonalisable est que les raci­

nes du polynôme qui engendre l'idéal annulateur soient toutes simples. 
Nous allons plus loin (chap. VI, § 4), en utilisant la théorie des déter­

minants, montrer qu'il n'y a pas d'autres vecteurs propres que ceux que 

(*) On peut aussi considérer des matrices triangulaires, pour lesquelles le triangle 
formé de zeros est situé au-dessous de la diagonale principale. Il faut évidemment 
dans l'exercice entendre qu'on considère les matrices triangulaires d'une seule des 
espèces indiquées. 
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§3. FORME DE 

Nous introduisons d'abord les noya~x des. appli~ations f· Nous ?és~­
gnerons par Ni le noyau de l'endomorphisme g~. De gt+l =gog, on deduit 

N. -g
1
(N.) et del 01 on déduit N1CN2, ... ,NicNï+l· La suite ~e 

~+ 1 t N N E t donc crOis sous-espaces No= l 0 1 cN1cN2cNic Hl·:· c.1 · . (1. es -
sante. Elle l'est stricten1ent, car N 1 = i 0 ! signifierait que g e~t un auto-
n1orphis1ne, et il en serait de même de g(l., alors que g(l. =O. D autre part, 
de Ni= Ni+ 1 , on déduirait : 

-1 -1 

Ni+2 = g(Nï+l) = g(Ni) = NH1 , ~i . 

et par suite, de proche en proche, Ni= N(l. = E, d ou ~ = 0, ce qui n'a 
lieu que pour i = oc. . 

La connaissance de la suite des Ei, images de E par les puls,sa~c:s 
de et de la suite des noyaux des mêmes pui~s~nces, don~e, une Ide.e 
du g~omportement de l'application g. 0~ peut precis.er, cette 1dee ~n fai­
sant intervenir les deux suites à la f01s et en considerant tout d abord 
les sous-espaces : 

O~j~oc-1 
l~i~ct 

on a Nin Ej = Ej si j ~ ct- i, 
car g(I.-1(E

1
) = 0 donc EjcN (1._1 et, à fortiori, est contenu dans les 

noyaux d'indices supérieurs. 
D'autre part, on peut énoncer : 

Lemme : g(Ni n Ej) = Ni--1 n E 1+1· 
-1 

En effet, de N,; = g(Ni--1) on déduit : 
g(Ni) = Ni--1 n g(E) = n E1. 

d'une D'autre part, !f(EJ) = ~i+ h et . 
dans l'intersection des Images on a . 

g(N, nE.) cNi--1 n E1 n = Ni_l n EJ+l· 
• '0 J -1 

étant incluse 

Mais, réciproquement, si xE Ni--1 0 E1+h l'ensemble g(x) est inclus dans 
N et a des éléments dans E 1• Il existe donc y E Nin E1 tel que g(y) b" x. 
D~nc, xEg(NinE1), c'est-à-dire n lcg(NinE1), et on a Ien 
l'égalité annoncée. , 1 N 

Nous allons maintenant successivmnent decomposer es noyaux i 

en somme directe de sous-espaces NL qui nous pe~mettront par groupe­
ment convenable de reconstituer aussi par somme duecte les sous-espaces 

et tels que la restriction de g ~ Ni~ en .sera un iso~orphis~e sur · 
Nous aurons à utiliser plusieurs fms les rema1ques suivantes 

la démonstration est évidente : . 
t 1 d'un t"e remarque : Si V et W sont deux sous-espaces vec orle s 



est un 
w 
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n E9W'. 

somme 

remarque : Si V et W sont deux :su1us,.·espwces 
que la somme V W soit il existe un suppieJ:ne:ntau~e 

à E contient W. 

tels 
par 

. commençons par 
J = 1, 2, ... , œ- 1, est 

et que 
n c ..... n 

que la suite 
TAl•~>a>-nt:>r>i- stricte-

et est certainement distinct de l 0 ! . On peut 
en somme directe de sous-espaces tels alors U.vvVJlJ..Lj..JfV.:I\JJ. 

n Ei = N1 Ef1(N1 n Ei+1) 
(Ni est un SUliJPlerntentatre de n par rapport à N 1 n 

N1 = E9Ni-2 E9 ..... E9N~ 
Certains de ces sous-espaces Nl être réduits à 1 0 1 , mais ce n'est 
certainement pas le cas de Ni-l, car: 

= N1 n Ea.-t = N;-1 EE1(N1 n Eœ) = 
Nous dans un schéma la aecoJmi>Osauon t:;I-ue::sslts 

que ce s·chéma ne doit pas induire en erreur sur le fait que 
est la somme directe des et non leur réunion. 

Nous alors et considérons N2 n = Ea._2 et la res-
triction de g à ce sous-espace. Le noyau de la de g à un sous-
espace U de E est Un N1. c'est donc N1 n = Ni-1 E9Ni-2 , et 

de N2 n n en vertu du lemme. Si par suite 

par rapport à n Ea._2, la res-
IS<>mornh.IsJ:ne sur Ni-1 • On a donc : 

par rapport à 
nr•~·Tn1PT'P remarque faite 

l'irite:rse:cti.on est : 

le rôle des sous-espaces V et W, la somme des 
est directe. 
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Nous pouvons faire un raisonnement 
triction de g à ce sous-espace a 

pour noyau n 

désignerons par 

N2n 
On prolonger le schéma : 

2 

1 

n 
et 

alors un 

re1narque 

La restric-

que nous 

La somme des 6 espaces es~t directe aussi, car Ni-4 est 
un de N1 n rapport à N1 n 
1net encore dans la situation première remarque, N2 

n dont l'intersection est N1 n E"'-3' cette fois le rôle de 
et restriction de g à chaque sous·-espace de la 2 en est un 

isomorphisme sur le ·sous-espace de la 1 dans la case iminé-
diatement au-dessous de la sienne. 

Le même raisonnement 
N 2 n Ej, puis aux espaces 
général. 

successivement aux es·paces 
exposerons donc le raisonnement 

On suppose que, pour i < io et j = 0, 1, ... , œ -1, les sous-espaces 
n ont été décomposés en sommes directes : 

n Ej = EB 1 ; 1 ::::;; k ::::;; i, j ::::;; l ::::;; œ - 1 1 , 
que les sous-espaces Nzo n Ej ont été décomposés de la même manière 
pour j ~ jo 1, et que la restriction de g à en est un IS(>m.orpn.ISl[ne 

sur 
Considérons alors Nio n Eio et la restriction de g à ce sous-espace. Le 

noyau en est N1 n et n Eio+1· On la 
re~arque à V= n +1 = N1 n Eio 
N1 n Eio+l· Comme N{o est un supplélnentau·e W' de N1 n 

à N1 n E.ïo' et que : 
V'= EB 1 N1; 1 < k::::;; i0 , j 0 + 1::::;; l::::;; œ -1 1 

suppléJ:nentau~e de N1 n rapport à Nïo n Eio+h la somme 
V' W' est directe. en outre, incluse dans Nio n 
et, en la 2e remarque, il existe un supplémentaire U 
N1 n E;o = W par rapport à Nto n Eio contient V'. La restriction ?e g 
à U en est un isomorphisme sur l'image N i 0 -1 n E io + 1 peut s' écnre : 

EB ! N;1; 1 ::::;; k ::::;; i0 - 1, jo + 1 ::::;; l ~ œ- 1 1 • 
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a pour un sous-espace de 

n sera tel que la restriction de g à en 

et d'autre tel que : 

; 1 :s; k :s; jo :s; j :s; oc - 1 1 

Le résultat définitif être schématisé sur la 

' i i ---<-• "-~ o(.5 

' 
N; N! N3 
f\1-~ r'r •-4 --

" 
N~ 2 -... 1 «.a ... 3 

N1 N~ N1 
-

" 
FIG. 9 

La smnme directe des sous-espaces 
(en à partir du bas) donne 

dans les i premières lignes 
somme directe des sous-espa-

.......... .,,.,,.., dans les i coJmplailt à du bas) 

- Les vecteurs de de vecteurs de E par gz et ont zéro 

La restriction de g à Ni en est un isomorphisme 

dans la case immédiatement au-dessous. 
n'est pas mais une autre décompo-

des mêmes est telle que ML est isomor-

et tous ceux de sa colonne lui 
à l 0 1 • Les autres colonnes, par 

contre, ne représenter que des sous-espaces réduits à l 0 l . 
A cette décomposition de E en somme directe, on peut as,socier une 

base par à laquelle la matrice de g sera particulièrement simple. 
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A cet on base sous-espaces 

successives d'une base de sont des bases des sous-espaces 
colonne. E étant la son1me directe des la réunion des 

ainsi obtenues est une base de E. en rangera les élé1nents 

de la manière élément de la bas'e de suivi de 
toutes ses ............. ;-,,.,._., s'il existe un deuxième élément 
de la base de par g et ceci 

alors de la même manière pour la 
base choisie dans 

Si u1 est le -n.F,, .......... a élément de la base chois,ie en 
on a muni la base de E : 

on aura 
pour l'ordre 

=U2 =Us... u'l. )=0. 
Si p est l'indice dans la base de E d'un élément de la base choisie 

dans N.~.., on aura de même : 
g(up) = Up+ 1 ... = Up+i = 0. 

la matrice de sera donc forfi1ée en bordant de zéros des filatrices dis-
posées le long la et seront du 

0 . . . . • . . . . . 0 

-1 

0 ...••... 0 

des 1 sur la ~-~·'""~ ~~~,..~AA·~""' n,.,..:.!1{~!P'ü .• ,.., et des zéros 
de ces la seule 

existe) étant oc. La somme des ordres de ces matrices est la 
mJm{~mnon de E. Si l'on revient à sa filatrice se déduira de 
la précédente en substituant À aux 

Exercice 32. - E est un espace vectorie'l sur un corps commutatif K, dont 
l'unité sera notée 1. 

1) On suppose dans cette question que la dimension de E est cieux et on 
considère l'endomorphisme u de E dont la matrice relativement à une base 
donnée (el, eû est 

(~ ~) 
Déterminer directement les vecteurs propres et les voleurs propres de u. 
2) E étant de dimension quelconque (finie ou non), et H étant un sous­

espace vectoriel de E de codimension un, on considère les endomorphismes 
u de E qui laissent invariant chaque vecteur de H. 

Montrer que l'image d'une classe mod H est une dosse mod H. 

Montrer que l'application ; ~ u(;) est un endomorphisme de E/H et 
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est suite de la forme u(~) = où À est un élément de K ne dépendant 
que u. 

On dira que u est une transvection si À = 1 et une dilata,tion si À =tb 1 . 
Si eo est un vecteur n'appartenant à montrer que l'on a 

u(e0 ) = Àeo e1, où e1 EH. 
3) Désignant 

H, tout vecteur x 
L un sous-espace supplémentaire de Ke1 par rapport à 
E peut s'écrire de manière unique sous la forme 

X = + + XL 

où Ço K, Çl K, XL E L. 
Montrer qu'il y a exactement une droite (sous-espace vectoriel de dimen­

sion un) supplémentaire de H invariante par u, si u est une dilatation, et qu'il 
n'y en a pas, si u est une transvection différente de l'identité. 

Dans le cas où la dimension de E est finie, en déduire que la motrice d'une 
dilatation peut prendre la forme diagonale (on donnera la valeur des élé­
ments diagonaux), tandis que ceci est impossible pour une transvection diffé­
rente de 11 identité. 

4) Qu'est u(x)- x, si u est une transvection? 
-1 

Montrer que si cp est une forme linéaire sur telle que H cp (Q), à 
toute transvection u correspond un vecteur a H tel que 

u(x) = x + cp(x)a 
Montrer que si E est de dimension finie, il existe pour toute tronsvection 

une base par rapport à laquelle sa matrice a tous ses éléments diagonaux 
égaux à 1, et au plus un élément non diagonal différent de zéro. 

5) Montrer: a) que l'ensemble des automorphismes de E laissant invariant 
choque vecteur de H est un sous-groupe G(H) de GL(E) (la loi est la compo­
sition des applications) ; 

b) que l'ensemble r<H> des transvections est un sous-groupe commutatif 
invariant de G(H), et que r<H) est isomorphe à H ; 

c) que le groupe quotient G(H)/r(H) est isomorphe au groupe multipli­
catif de K. 

Exercice 33. - Soit E un espace vectoriel sur un corps K commutatif. On 
appellera involution un automorphisme f de E qui vérifie f2 = e (e : automor­
phisme identique). 

1) On suppose que la caractéristique de K est différente de 2. Refaire sur 
cet exemple la théorie du cours CV. 1). En déduire que si on pose g = e + f, 
h e- f, E est somme directe de V g(E) et W = h(E), que la restriction 
de f à V est l'identité ev et celle de f à W est- ew. 

En déduire que toute matrice carrée M sur K telle que M2 = 1 est sembla­
ble à une matrice 

( lp 0) 
0 -lq 

où I'D et 10 représentent les matrices unités d'ordre p et d1ordre q. 
2) Si K est de caractéristique 2, montrer que f est de la forme e + g 

avec g2 O. n étant la dimension de E et p celle de g(E), montrer que l'on a 
2p:::s; n. 

Quel type d1application retrouve-t-on dans le cas p = 1 (cf. Exercice 32). 
3) A quelle condition le produit de deux 4nvolutions est-il une involution ? 

Exercice 34. - On considère en tant qu'anneau l'algèbre K(f) engendrée 
par l'endomorphisme f. Caractériser les diviseurs de zéro de cet anneau. 
Montrer que tous les éléments qui ne sont pas diviseurs de zéro sont des 
automorphismes. 

Exemple: fest l'endomorphisme de R3 de matrice 

(~ g ~) 
\0 1 0 

Déterminer les diviseurs de zéro de l'anneau K(f). Préciser les rangs des 
applications linéaires correspondantes. (On remorquera d1abord que fB = e). 

DÉTERMINANTS 

§ 1. GROUPE SYMETRIQUE 

l. Permutations. 

Une permutation d'un ensemble E est une bijection de cet ensemble 
sur lui-même. 

L'ensemble des bijections d'un ensemble E sur lui-même est un 
groupe pour la composition. On le désigne par cl (E) et on l'appelle 
groupe symétrique de E. 

Exercice 35. - Les groupes symétriques de 2 ensembles de même car­
dinal sont isomorphes. 

En particulier, on désigne par cln le groupe symétrique des ensem­
bles finis à n éléments et on pourra toujours supposer que cet ensemble 
est le segment [1, n] de N. 

Une permutation a E pourra être donnée sous la forme : 

( 
1 2 ... n) 

a(l) a(2) ... a(n) (1) 

cln a n l.é.léments. Il n'est .pas c?n;mutatif pour n > 2 (*). On appelle 
transposztwn une permutation qui echange 2 éléments et laisse les autres 
invariants : 

'f:,Lj(i) = j 'f:,lj(j) = i v k =tb i, j 1:;;,/k) = k 
définit la transposition 'T:ij· 

On voit sans peine qu'une permutation peut être décomposée en un 
produit (non commutatif) de transpositions. 

2. Signature d'une permutation. 

Etant donnée la permutation (1), on peut considérer le produit : 

n (i-j) 
i>j 

sa=-------n (a(i)- a(j)) 
i >i 

(*) On désigne aussi sous le nom de permutation l'image de 1, 2. . . . n par la 
bijection, C"est-à-dire l'ensemble ordonné a(1) a(2) ... a(n). Il y a là un abus de lan­
gage qui n'est qu'un cas particulier de celui qui consiste à désigner la fonction f par 
sa valeur f(x). 
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relatif à tous les 
tous les facteurs du se 

au une fois et une seule. Ce pro-
duit vaut donc le nomme ;:)J.,.;,J.J.aa.u.~. de la Il vaut 

l)I I étant le nombre de par la per-
nombre d'inversions de 

d'un de permutations est le 
cr et cr' deux ~~~~· .. *·~·*"' 

des 

n(i-j) 
i>j 

s'écrire : 

(i- j) 

Le facteur est la ta' ; quant au deuxième, il suffit de 
remarquer que dans son numérateur toute différence i- j ou son oppo­
sée une fois et une seule pour voir qu'il vaut l)I, I étant le 

de couples dont l'ordre est modifié par cr, donc qu'il est égal à so-

Signature d'une transposition 'l:ij· - Supposons i < j. Quand i est 
venu à la place de j, il est après j-i nombres plus grands que lui, ce 

introduira j i facteurs négatifs au dénominateur de la fraction qui 
représente la signature. Mais, en outre, les j-i -1 nombres compris 
entre i et j se trouvent après jet introduisent autant de facteurs négatifs. 
La signature de 'l:ij est donc : 

(- =-1 

La signature d'une transposition est toujours négative. 
Il résulte de ces deux dernières propositions qu'une permutation est 

paire (c'est-à-dire de signature positive) ou impaire (c'est-à-dire de signa­
ture négative) suivant que le nombre des transpositions dont elle est le 
produit est pair ou impair. 

Exercice 36. - Montrer que le groupe des permutations poires forme 
un sous-groupe de c5n qui est appela groupe oH'erné 

E:xerc::iee 31. - Soient E et F deux ensembles, c5 (E) le groupe symétrique 
de E et o/ o/ Œ, F) l'ensemble des applications de E dons F. A toute 
permutation cr de E (crE c5 (E)) on fait correspondre l'application t'cr de 
o/ dons o/ défini par 

t'cr (f) = fo a-l 

1) Montrer que l'application t'cr est une bijection, donc appartient ou 
groupe symétrique c5 ( o/) de o/ et que l'application de c5 (E) dans c5 ( o/) 
qui à cr fait correspondre <po- est un homomorphisme injectif, si F a au moins 
deux éléments. En vertu de ce résultat on désigne souvent t'cr par la même 
lettre 6 que la permutation de E à laquelle elle correspond et on écrit : 

o-f= foa-1 

2) Si Ç:j est l1ensemble des applications de o/ dons un ensemble G, il 

l. 
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existe un homomorphisme injectif de c5 (E) dans c5 ( Ç}). On désignera par cr 
l'élément de c5 ( Ç]) image de la permutation lj e c5 (E). 

Exemple : 1 étant l'ensemble des n premiers entiers c5 (l) = cSn· Si E est 
un ensemble quelconque (1, E) n'est outre que En. 

Si x = (xl, x2 ... xn} En indiquer ce que vaut crx avec les conventions 
indiquées ou 1 ) . 

Si F est un troisième ensemble et si f E o/ (En F) indiquer ce que vaut 
o-f(x). 1 1 

Si G est un quatrième ensemble et si gE g C g(En, F), G>, indiquer ce 
que vaut o-g(f(x)}. 

§ 2. APPLICATIONS MUL TILINEAIRES 
ET MUL TILINEAIRES ALTERNEES 

multilinéaires. 

Soient E2 ... En des espaces vectoriels sur un corps K et F un 
autre espace vectoriel sur le même corps· K. On dit qu'une application du 
produit cartésien E1 X E2 X ... X En dans F : 

cp : X E2 X ... X En --7 F 
est multilinéaire si elle est linéaire par à chacune des conlpo­
santes de l'élément du produit cartésien, les autres étant fixées c'est-à-
dire si on a : ' 

avec Xl e X2 e E2, xi e E,, Yi e Ei, ... , Xn e En À e K, 
cp(Xt, X2, ... , Xi+ yi, ••• Xn) = cp(Xl, ••• ,Xi, ••• Xn) + cp(Xt, ... , yi, ••• Xn), 

cp(Xl, X2, ••• , ÀXi, ••• , Xn) =À cp(Xl, X2, ••• ,Xi, ••• , Xn)• 

R~marque : E1 X E2 ... X En peut recevoir une structure d'espace 
yectonel sur K. H im~orte de remarquer que cp, multilinéaire par ra,pport 
a E1 ... EM n'est pas hnéaire par rapport au produit cartésien considéré 
comme espace vectoriel. En effet, ceci voudrait dire : 

cp(ÀXl, ÀX2 ••• ÀXn) = À cp(Xl, X2 ••• Xn), 
tandis que si cp est multilinéaire : 

cp(ÀXt, ÀX2 ••• ÀXn) = À n cp(Xl ••. Xn), 
et de même si cp était linéaire on aurait : 

cp(Xl y1, X2 + Y2 ... Xn + Yn) = cp(Xl, X2 ••• Xn) + cp(yt, Y2 ••• Yn), 
alors que cp multilinéaire donne : 

cp(Xl + y1, X2 + Y2 ••• Xn + Yn) = Il cp(Zl, Z2 ••• Zn), 
Z1, Z2 ... Zn pouvant représenter de toutes les facons possibles x 1 ou y1, 
X2 ou y2 ••. , ce Il étant donc étendu à 2n termes. ~ 

2. Applications multilinéaires alternées. 

Plaçons-nous maintenant dans le cas où E1 = E2 = ... =En, c'est-à­
dire où l'on considère une application multilinéaire de En dans F, En étant 
le produit cartésien considéré ·comme il vient d'être dit (il n'est pas· muni 
de .Ja structure d'espace vectoriel produit). Les applications ainsi définies 
sont dites applications multilinéaires d'ordre n sur E. 

Une application multilinéaire est dite alternée si elle s'annule 
tout élément dont deux composantes sont égales, ce qui entraîne 
s'annule pour tout élément dont une composante est au 
de l'autre par un scalaire (le produit vectoriel nous fournit un exemple 
d'application bilinéaire alternee de R3 dans R3 puisqu'il s'annule quand 



nous pourrons consi­
En dans K que l'on 

'L>AJ.UJ.Jl~C: de on y vv.U.UJ.J·l"oC: 

"""'-...... ~.~v;:.•aJI.JL"''-''è)· Soit, en effet, ... ,xi, ... , x1, ••• , Xn) 
... , x,, ... , Xn), les des ième et jème 

com1oo:smtltE~s et en laissant invariantes. Considérons : 
qi(Xt, •.• , Xi •.. , x 1 + Xi, ... , Xn) 

e·st nulle puisque c'est l'image élément qui a deux composantes 
; elle vaut: 

cp(Xt, •• ,xi, .. ,x1,..,xn) +cp(Xt, .• ,xi, .. ,xi, .. ,xn) 
+ qi(Xt, •• ,x1, .. ,x1, •• ,Xn) +qi(Xt, .. ,x1, .. ,xi, .. ,xn) ; 

le deuxième et le troisième termes de cette somme étant le Tn'•F>m1Pr 

et le dernier sont opposés. 
Plus ~énéralement, si O" E c5n est une permutation aux indices 

1, 2 ... n fait correspondre O"(l), o(2) ... O"(n), on aura : 
qi(Xa(1), Xcr(2), ••• , Xa-(n),) = (-l)k qi(Xt, X2, ... , Xn) (1) 

k étant le nombre de transpositions en lesquelles on peut décomposer a, 
donc (-l)k représentant la signature de O". Si on convient de noter ax 
l'image par a du « n-uplet » qui constitue x, une forme multilinéaire 
alternée vérifiera donc : 

cp(ax) = scrqi(X) (2) 
Une forme qui vérifie cette égalité pour toutes les permutations a est dite 
antisymétrique. 

Exercice 38. - Montrer que réciproquement une forme antisymétrique est 
alternée si le corps n'est pas de caractéristique 2. 

3. Formes n-linéaires alternées sur un espace vectoriel de dimension n. 

Supposons que E soit de dimension n et rapporté à une base 
(at, a2, ... , an). Un élément de En est un « n-uplet » de vecteurs de 
E : (Xt, X2, •.• , Xn) avec : 

xi=~ x{a1• 

Etudions les formes multilinéaires alternées sur En. Soit une telle forme qi. 
La multilinéarité de qi entraîne que qi(Xt, ... , Xn) devra être égale à la somme 
des quantités 

( "'i1 Àin ) qiAtai1 , ... , nain, 
une telle quantité étant elle-même égale à : 

À i 2 "\ in m(a. a. a. ) 2 ' ••• , "n T lt' lz' ••• , Zn ' 

it, i2 ... in représentent ·chacun un des indices j, donc Àl1 représente un des 

À{, À~2 un des À~, ... , etc ... , et la somme envisagée s'étendant à tous les 
ehoix possibles de la suite Ui 1 ••• ain (et ayant par conséquent nn termes). 
Mais dans cette somme, tous les termes qui portent sur des n-uplets à 
deux composantes égales sont nulles. Donc, H ne reste que les n! termes 
où at 1 ... Uin sont tous différents, c'est-à-dire où Hs sont l'image de (a1 ... an) 
par une ·permutation a. On peut donc écrire que qi doit vérifier : 

À o-(1) Ào-(2) ) cr(n) ( ) 
1 2 · · · 'n 9 aa-(1), fio-(2), · . · 1 Ucr(n) , 
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:E s'étendant à toutes les perrrmt:atilorLs !l' E 
ceci s'écrire : 

Àcr(1) Àcr(2) Àcr(n) 
e,. 1 2 ••• ·n (3) 

0' c5n 
au facteur cp(at, a2, ... , an) près, la valeur de la forme multilinéaire 

alternée est déterminée pour un n-uplet de vecteurs donnés. 
Reste à vérifier les formes ainsi construites bien à la 

question. Leur est évidente. au sont 
alternées, il être vérifié de la façon : supposons que les deux 
vecteurs xi et xi' soient égaux À {r) ; à tout terme de 
la somme précédente 

) a-(1) 'Acr(i) 1a(i') ) a-(n) 
s,. '1 · · i · · · "i' \n 

correspond le terme de même valeur absolue : 
ê 1 À a-(1) À o;(i') ) o;(i) Àa(n) 

" 1 ·· · z ·• · \zt • • • n 

ce terme est celui que fournit une a' définie par: 
a'= ,..iiroa. 

Mais alors sa-' = - s,. puisque = - 1. Les deux termes considérés se 
détruisent donc dans 'la somme. 

La condition (3) est donc nécessaire et suffisante et on peut conclure 
que, sur un espace de dimension n, il existe une forme n-linéaire alternée 
déterminée à une constante multiplicative près. 

Exerdc:e 39.- Montrer que les formes p-linéaires alternées sur un espace 
de dimension n forment un espace vectoriel dont on cherchera la dimension. 

§ 3. DETERMINANT 

l. Définition. 

Le déterminant, par rapport à une base donnée, ordonnée, d'un espace 
à n dimensions, est celle des formes n-linéaires alternées qui prend la 
valeur 1 pour les n vecteurs de la base. 
Autrement dit, on considère ceUe des formes pour laquelle cp(at,a2, ... ,an)=1 

et qui, par suite, pour les vecteurs (xt, x2, ••. , Xn) avec xi=~ À{a1, prend 
j 

la valeur : 

det [Xt, X2, •.• , Xn] = À a-(1)) a-(2) Àa{n) 
"-a 1 '2 · · · n • 

c5n 
Nous commettrons l'abus de langage traditionnel, mais peut-être pédago­
giquement qui consiste à ce nombre déterminant des 
n vecteurs, et nous le noterons : 

det [Xt, ... , Xn]. 

Si les n vecteurs ont leurs coordonnées suivant la base écrites dans 
un tableau carré, À{ jème coordonnée du fème vecteur étant dans la jème 
et la ième colonne, on voit que le déterminant est la somme des ........ ,.,.rl.,., ... .,. 
obtenus en un élément et un seul dans colonne et dans 

ligne, ce produit étant affecté du signe égal la signature de la 
permutation du rang des lignes, les éléments étant rangés dans l'ordre 
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naturel des colonnes. le des scalaires À étant 
dans l'ordre naturel des ; les indices inférieurs 

(i-1 a même 
. Donc un terme 

bien être vVU . ..:>LU.,_ ... 

des indices des 
dans l'ordre naturel. Il résulte de cette sur 
et des colonnes déternlinant aussi bien être 

comme une forme alternée sur vecteurs 
vecteurs dont les éléments d'une les ,..,-,.,,.,..,..,,..,., ..... na . ., 

,... ..... ,..,.,,-, .. ,..,.. ... à la 

2. du déterminant de n vecteurs suivant les éléments d'une 
colonne ou d'une 

nous 
élément d'une 

cowiincô. Le déterminant pourra alors 
À} A} 

grouper tous les 
ou élément 

forme: 

si on par aux éléments de la ième colonne. 
Cherchons à déterminer le coefficient de À{. 

çons par déterminer dans le 
aux éléments de de la 

nous 
est d'une somme 
vecteurs dont les coc:>niOilnt~es 
le tableau la 
que l'on trouve les mê1nes 

2 
()'(2) •.. 

en 

.......... ...., ................................... 1-.. U'"' par 
par ce même nombre. C'est 

du déterminant initial 
"'L.HU.,L relatif au tableau obtenu 

Se donner n vecteurs d'un espace de dimension n, c'est se donner 
où ces n vecteurs sont les des vecteurs de la 

base ou encore ·c'es·t se donner la matrice de cet Nous 
pourrons donc du déterminant d'une ou du détermi-
nant d'un car nous allons montrer le déterminant 
d'un pas de la base ............. ,v .. ., ... v. 

Soient deux f et d'un Inême espace vec-
toriel de matrices A et B par (a1, az, ... , an). Soient 

f des éléments de la base et soient 
de ces élén1ents. 

dét g(xz), ... , 
est une forme alternée en vertu : 

1 o de la multilinéarité du déterminant et de la linéarité 
2o du fait que xi= xj ==;> g(xi) ·= g(xj) ==;> dét 

Elle est donc à toute autre forme n-linéaire 
par au de X1 xz ... Xn : 

det [g(xl) ... g(xn)] = k det k E K. 

Pour déterminer la valeur de faisons X1 = a1, ... , Xn =an, on trouve : 
det [g(al) ... g(an)] 

d'où: 
det [g(xl) ... g(xn)] = det [g(al) ... g(an)] X det [x1 ... Xn] 

ou: 
det [gof(al), ... , gof(an)] = det [gCa1), ... , g(an)] X det [f(al), ... ,{(an)], 

soit, en introduisant les matrices : 
det = detB X det A. 

Le déterminant du 
déterminants. 

Cette entraîne les 

au 

suivantes : 

des 

son inverse de matrice 

det A X detA-1 = 1. 
Donc, le déterminant d'un automorphisme est différent de zéro ou encore 
le déterminant d'une matrice inversible est différent de zéro. 

2) Soit un de matrice A par à une base (a) 
et de Inatrice A' par rapport à une base (a'). On sait III, 4, 3) qu'on a : 

A'= 
P étant la matrice de passage d'une base l'autre. Les déterminants 
de Pet p-1 étant inverses et la ...... ..., ........ ,_,. ...... dans K étant commutative, 
ceci entraîne : 

det A' = det A. 
Le déterminant d'un endomorphisme d'un espace vectoriel est bien 

indépendant de la base à laquelle est rapporté cet espace . 
Revenons à la propriété précédente et étudions-en la ... .a, .... ..., ... r.n"'"' ou, 

ce revient au même, étudions le déterminant d'un endomorphisme 
ne soit pas un c'est-à-dire d'un endomorphisn1e f 

que x 1 = f(a1) ... soient linéaire1nent dépendants. Le déter-
nlinant de n vecteurs dépendants est nul. En effet, on 
alors mettre un des xi, X1 par exemple, sous la forme : 

n 

X1 = ~ !J.iXi. 
i=2 

Mais alors le· déterminant sera égal à une combinaison linéaire de n - 1 
déterminants de n-uplets comportant deux vecteurs sont donc 
tous nuls. 
On peut donc conclure : 

t 0 
f non 
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ou ce revient au même : 

f 
La condition nécessaire et 

un est que son 

§ 4. APPLICATION DES DETERMINANTS A LA RECHERCHE 
D'UNE MATRICE DE FORME 

SEMBLABLE A UNE MATRICE DONNEE 

Nous pouvons reprendre maintenant le problème du précédent cha­
avec l'aide des déterminants. 

Cherchons a priori vecteurs propres et valeurs propres associés·. Un 
vecteur propre de l'endomorphisme fest un vecteur Ç =F 0 tel que f(Ç) = ÀÇ. 
L'endomorphisme f -Àe (où e désigne l'automorphisme identique) est 
tel existe un vecteur non nul Ç dont il donne une nulle. Pour 

en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que cet 
- Àe ne soit un automorphisme, donc que son déterminant 

............. ..., ........ ,LUA.._, .... ., est celui de la matrice obtenue en retranchant À à 
les termes de la diagonale Il se comme un 
nôme P de degré n par rapport à 

L'équation P()..) = 0 est appelée équation 
morphisme f. 

de l'endo-

K étant algébriquement ce s'écrire : 

P(À) = À) ki avec 2J kj = n. 
Les !J.j sont les valeurs propres de l'endomorphisme f. 

Nous allons montrer maintenant que ce polynôme 
appartient à l'idéal annulateur de l'endomorphisme f, c'est-à-dire qu'il 
est divisible par m, et qu'en outre il ne possède aucune racine !Lj qui ne 
soit une racine Ài de m, seull'or.dre de multiplicité des racines Ài dans m 
ct P pouvant être différent. 

Le polynôme P étant prenons 
celle qui a donné à la matrice de trouvée en 
V, 3 (fig. 7) et cherchons son Le détermi-

d'une matrice triangulaire évidemment au produit des 
éléments de la diagonale principale, le polynôme caractéristique est : 

P = II(Àï- À)~i 
où ~i est l'ordre de la matrice c'est-à-dire •la dimension de l'espace vec-
toriel annulé par (Àie - f) ai ; et on voit est divisible par : 

m = II(Ài- À)ai 

Vi CLi ~ ~i· 
En d'autres termes, f annule m annule aussi P. f vérifie l'équation 
P(f) = 0, ou, si l'on -ncr.o.t"<'•.,.., toute 1natrice M f vérifie 
P(M) =O. 

Signalons le cas particulier très important où toutes les racines de P 
sont simples; c'est un cas du cas déjà particulier envisagé en 

2, 3) où toutes les racines de m étaient simples. Cette fois-ci 
vi a.i = ~i = 1. 

La matrice de l'endomorphisme est en tous 
ses coefficients a~ = Ài sont deux à deux distincts. Dans ce cas, la seule 
connaissance des racines du polynôme caractéristique fournit immédia-
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tement la matrice U.U"-l"o'J ...... , ..... v semblable à la matrice donnée. 
teur à la valeur sera 
que de 

~>rriE'H''I'HJr~> : Dans ce dernier cas, il est aisé de montrer directement 
existe une base de vecteurs Il existe en effet 

n valeurs Ài deux à deux et pour chacune 
ei =F 0 tel que f(ei) = Àiei. Montr?ns récurrence . forme~t ur:e 
partie libre. Supposons que ce smt pour e1, ... , ei-1, mais que 1 on mt 

i-1 

œkek avec des ·coefficients a.k non tous nuls ei=FO). On a: 

i--1 

Mais, d'autre part : 
\ i-1 

f a.kek ) = 
/ 

d'où, en rapprochant les deux valeurs de f(ei) 
i-1 

ce qui, puisque 1 e1, ••• , 

différent de zéro, 

~ (Àt- Àk)a.kek = 0 
k=1 

1 est une partie libre et moins un a.k est 
Ài = Àk, or cela est contraire à 

b:erc::ic:e 40. - f étant un endomorphisme et À une de ses valeurs propres 
on appelle sous-espace propre correspondant à À l'ensemble des vecteurs x 
tels que: 

f(x) Àx 

1 o Montrer que la somme des sous-espaces propres correspondant à des 
va,leurs propres différentes est une somme directe. 

2° En déduire que la condition nécessaire et suffisante pour que l'une des 
matrices de f soit diagonale est que E soit la somme directe des sous-espaces 
propres de f ; ou encore, que la dimension de choque sous-espace propre soit 
égale à l'ordre de multiplicité, comme racine du polynôme caractéristique, de 
la valeur propre associée. 

Une application linéaire qui vérifie cette propriété est dite « à spectre 
simple». 

3° Montrer que toute application linéa'ire à spectre simple et à valeurs pro·· 
pres différentes de zéro est inversible. Donner une condition nécessaire et 
suffisante portant sur les valeurs propres de l'application pour que celle-ci 
soit identique à son i'nverse (rapprocher du résultat de l'exercice 33). 

4° a) f et cp étant deux endomorphismes d'un espace vectoriel de dimen­
sion finie, montrer que si f est à spectre simple, la condition nécessaire et 
suffisante pour que f et cp commutent est que les sous-espaces propres de f 
soient invariants par cp. 

Quelle forme particulière cette condition quand f a toutes ses 
valeurs propres distinctes ? 

b) Montrer que ce résultat permet de retrouver celui de l'exercice 24. 
c) Montrer comment ce résultat permet aussi de préciser celui de Vexer­

cice 33 relatif au produit de deux involutions. 
d) De façon plus générale, à quelle condition doit satisfaire un endomor­

phisme pour commuter avec une involution ? 
Appliquer cette condition à chacun des types d'involution de R3• 
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Exercice 41. - Soit E un vectoriel de dimension n sur un corps 
K, e1, ez, ... , e.,. une ba,se de E, une application linéake de E dans lui-même. 
Soit x1 un vecteur de E ; on pose 

xz = f(xl) ..... xk = f(xk-1) = fk-1(x1) ... etc ... 
On considère le sous-espace vectoriel F engendré par les vecteurs xk . 

. } ". Montre~ q~e si p est le plus gmnd entier tel que x1, x2 , ... , xp soient 
lme01rement mdependants, ces p vecteurs forment une ba·se de F. Si F coïn­
cide avec E tout entier on dira, dans la suite, que x1 engendre E. Quelle est 
alors la valeur de p ? 

2" On suppose que la matrice A de f pa'r rapport à, la base e1, e2 , ... , e.,. est 
diagonale. Montrer que pour qu'il existe un vecteur x1 engendrant E, il faut 
et il suffit que les valeurs propres de f soient deux à deux distinctes. (On 
posera x1 = ll Çiei et l'on cherchera la condition pour que les vecteurs 
x1 ... xn soient linéairement indépendants). 

3" On suppose que le vecteur x1 engendr~e E. Quelle est la forme de la 
matrice A' de f pm rapport à x1, ... , xn? On désignera par ai l'élément situé 
dans la ;ème ligne et la dernière colonne de cette matrice. Montrer que ie 
polynôme ca,ractéristique de A' est 

P{À) = (- 1 )n[Àn- anÀn--1- an--lÀn--2- ...... - atJ 
Vérifier directement que, conformément à la théorie générale, l'application 

linéaire P(f) est l'application nulle. 

STRUCTURE AFFINE 

§ 1. DEFINITION 

l. Groupe simplement transitif. 

Soit un ensemble E, et soit G un groupe de permutations de E (ou 
bijections de E sur E), c'est-à-dire un sous-groupe du groupe symétrique 
de E. On dit de ce groupe G qu'il opère surE. (Cf. A.P.M. 1, II, 5). Nous 
rappelons les résultats suivants : un couple (x, y) d'éléments de E étant 
donné, on peut se demander s'il existe u E G tel que y= u(x). L'exis­
tence d'un tel u définit sur E une relation d'équivalence dont les classes 
sont nommées << classes d'intransitivité » (les éléments d'une même classe 
sont ceux qui sont sus·ceptibles d'être envoyés les uns sur les autres par 
les bijections du groupe G). Le groupe G est dit transitif sur 1'ens~emble E 
s'il existe une seule classe d'équivalence dans E. Il est dit simplement 
transitif, si, pour tout couple (x, y), il existe une seule bijection de G qui 
envoie x sur y. On peut la noter Uxy, et on écrit : 

y= Uxy(X). 

L'élément inverse dans G, ·c'est-à-dire la bijection réciproque, envoie 
y sur x. Si l'opération de G est notée additivement, on a donc : 

Uyx= Uxy• 

La bijection composée de Uxy et Uyz envoie x sur z, c'est donc l'uni­
que bijection Uxz, et on a (toujours en notation additive) 

Uxz = Uxu + Uyz· 

2. Définition de la structure affine. 

Ceci posé, soit un ensemble E, dont les éléments seront appelés 
points, et un espace vectoriel T sur un corps commutatif K,. 

On dira que E est un espace affine ou a une structure affine par rap­
port à T, si le groupe additif de T opère sur E de façon simplement tran­
sitive. 

Il existe des espaces affines. En effet : 
Un espace vectoriel est un espace affine par rapport 

Soit T un espace vectoriel sur K. Soit x EÉ T, et tET fixe. 
que nous nommerons translation, 

(t) T --7 T 
x x + t =y= (t)(x) 

à lui-même. 



toriel 
à T. 

un 

= t(x) 
être l'une pour l'autre. Cepen-

..--.... a,..,.~"'•·a formulation concerne trois vecteurs 

cet espace. 
x et y de l'espace affine et un vec-

si E est un espace affine à un espace vec-
doter E d'une structure vectoriel isomorphe 
a E E par définition de structure affine : 

V x E E 3 l t E T x = t(a) ( *) 

T sur E: 
Vt ET 3 l xE E x= t(a). 

que t est le vecteur de T tel que x= t(a), on 

entre E et T : un point x de correspondant 
IIJV'.., ......... ~ que cette bijection est un isomorphisme, 

e:siLJ<:u:e vectoriel. L'espace vectoriel ainsi défini 
a et est noté Ta. On peut associer 
a de E. 

3. Structure affine et structure vectorielle. 

(*) 3 ! se lit : « il existe un et un seul ». 

à les •structures d'es-
sont deux à deux dis­
à l'une d'elles un rôle 
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§ 2. VARIETES LINEAIRES AFFINES 

l. Définition. 

Soit a un point de l'espace vectoriel d'origine a, H un sous-
espace vectoriel de T et = le sous-espace correspondant de Ta, que 
nous considérons aussi comme un ensemble de points de E. Soit un vec-
teur fixe tET et soit m un décrit On appelle variété affine 
parallèle à H l'ensemble des t(m). Si m = u(a), on peut écrire : 

t(m) = (t + u)(a) . 
u est un vecteur de H et décrit H considéré comme espace vectoriel 
m décrit considéré comme espace affine. 

L'ensemble l t u; u EH 1 est une classe d'équivalence de T 
mod H. 

Par tout point de l'espace affine, il passe une variété affine parallèle 
à H et une seule. Ce postulat d'Euclide généralisé résulte du fait que la 
relation d'équivalence xRy Ç=::? x_:_ y EH détermine une partition 
de donc de E. 

Il faut observer que cette partition et la famille des variétés affines 
parallèles à H sont indépendantes de a. En si on avait procédé de 
même à partir d'un point b avec le même vecteur t E T, on aurait cher­
ché l'ensemble des points : 

l t(m) ; mE H 0 ! = l (t u)(b) ; u EH l . 
Mais (t + u)(b) = (t ta0)(a). Or, + u ta0)(a) est la variété 
affine parallèle à H par le vecteur t + tao· 

2. Barycentre. 

Nous nous proposons maintenant d'exprimer que des points de 
l'espace affine appartiennent à la même variété. 

Soient des points X 0 , xi d'une variété affine V, X 0 étant un des points 
et l xi 1 désignant un ensemble de points où i décrit un ensemble I fini 
ou infini d'indices (si I est l'ensemble 1, ... , n, nous considéronc donc n + 1 
points x , x 1 , ••• , Xn, parmi les~quels nous particularisons le point X 0 ). 

Les 
0

èléments de V sont déduits de a par t u, u décrivant H et t 
étant fixé ; pour t nous pouvons prendre laxo· Et pour les points x,b on a: 

taxi = lax0 + f x 0xi' 

les vecteurs txoxi pour tout i E I étant des vecteurs de H. 
Toute combinaison linéaire finie 

~ (Ài E Ài = 0 sauf pour un nombre fini O:l,ll(JLlCleSJ 

I 
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le vecteur 

fax= 

définit un x de V. On a: 

que l'on ! 0 1 

i e 1 
sont des scalaires nuls sauf un nombre fini d'entre eux 

Si les Ài non nuls sont au 

en n, si 

Si on 
; en 

H en résulte 

sous réserve que Il('J.,i 
en (1), égalité vraie 

Cette .eg:an1:e 
nombre 
tés de cot~nicie:n 

3. 

et.i= 1. 
I 
de n, les ('J.,i sont au nombre de n 1, 

iEI 

on serait arrivé à une relation 
s'écrire : 

fbœi) ('J.,g 

i e 1 te 
(1). 

(2) 

entre vecteurs de H écrite 

x à partir d'un 
hrt-.. ...... o•n'~"•·o des points xi affec-

Si les vecteurs constituent un de de tout 

vecteur de H être n1is sous la forme IlÀ.tlx xi et tout point x de V 
peut être obtenu sous la forme = 1), c'est-à-dire con1me 
barycentre d'un nombre fini de de coefficients conve-
nables. 

les vecteurs t.x
0
xi constituent une base de 

tout x de V être mis sous forme de barycentre des points x., 
façon et c'est-à-dire ave~ des c~efficie.nts détermi~~s; 

Si la dimension de H est un nombre fini la dzmenszon de la varzete 
V est par définition égale à la dimension de point de V ser.a alors 
obtenu d'une façon et d'une seule comme barycentre de p 1 pmnts de 
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V correcten1ent Pour que ces p 1 
il est nécessaire et suffisant que les p vecteurs 
soient linéairement c'est-à-dire que : 

ou 

ou 

ce qui peut s'écrire : 

=0 ~ Vi !J.i=O 

les !J.i étant p + 1 scalaires tels que : 

Réciproquement, si 
Il!J.i = o. 

!J.i laœf = 0 avec Il!J.i = 0 

entraîne que Vi !J.i = 0, les vecteurs lx0 xi sont indépendants. La condition 
nécessaire et suffisante trouvée : 

~ Vi !J.i=O 

reste la même si on remplace a par un autre point b, car 
p p p p 

~ tJ.iaœi = fab ~ IJ.i + ~ !J.i tbœi = ~ IJ.i fbœf 
i=O i=O i=O i=O 

ce qui permet d'écrire, sous réserve· que lJ!J.i = 0, la condition Il!J..tfaœi = 0, 
vraie si on remplace a par n'importe quel point de E sous la forme : 

p 

~ !J.iXt= 0. 
i=O 

Quand les p vecteurs ix0x· sont linéairement indépendants, on dit que 
les p + 1 points X 01 xi sont affinement indépendants et, avec la notation 
que l'on vient d'introduire, la condition nécessaire et suffisante pour qu'ils 
le soient s'écrit : 

~ Vi IJ.i =0 



98-

Revenons maintenant au fait que nous avons 
n que 

soit n Si les X· à une même variété affine nous 
· a en u~ de V. Cette somme devient la som1ne de vecteurs 

H (sous-espace vectoriel V est Elle est donc un vec: 
teur de H. l xi 1 étant un ense1nble fini de points, nous avons donc donne 
un sens aux expressions : 
llocixi avec lloci = 1 représente un point de la variété à 
tiennent les xi, , 

"' 0 re·pre'sente un vecteur du sous-espace parallele et llp.ixi avec ..:.~tJ.i = 
à cette variété. 

Prenons en particulier deux points X1 et X2 affe~tés ~es c?efficie~ts 1 
et -1 ; x 2 _ x 1 représente le vecteur lax2 - taiJJ 1 qui est egal a ix1x2 • 

X2-X1 = fx 1x 2 • 

Soit alors un point quelconque c ; la notation : 
n 

c avec llp.i = 0 

a un sens et représente le barycentre des points c, Xo, Xt, ••. , Xn affectés des 
coefficients 1, tJ.o, !J-1, ... , tJ.n, 

n 
(1) 

Revenons à vectorielle que traduit cette égalité. C'est : 

s'écrire : 
n 

=d-e. 

L'égalité (1) devient : 
(d-c)=d. c 

L me d'un de l'espace affine et d'un vecteur de l'espac,e 
vectorret~:ocié est une notation qui désormais un sens et repre-
sente un autre de l'espace affine. 

E · ... 4.,. - Montrer que l'intersection d'une famille de variétés linéai­
xerc:.c... .r.. , ff' E d·éd· · · A est 

res a.ffines est vide ou est une variété lineai~: ~ 1n7. n wre que SI , 
une partie de E, il existe une plus peti.te vanete aff1ne contenant A et qu elle 
est l'ensemble des barycentres des potnts de A. 

4. Variétés parallèles au sens 

n s'agit de généraliser la notion de droites parallèles à un plan. 

Soient H et K deux sous-espaces vec~oriels de ! te~s ;~ue KcHcT. 
Toutes les variétés para:llèles à K sont dites paralleles a · 
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5. Variétés linéaires affines SU1rJPJlènaellLtallre:s. 

Soient deux sous-espaces vectoriels de T tels que : 
HEE7K=T. 

montrer qu'une variété parallèle à H et une variété 
un commun et un seul. Si on prend une ori-

d'origine a, une variété parallèle à H est l'ensemble des 
u..., .... ..,. ..... ., de a par l'ensemble des translations : 

H + t t fixe appartenant à Ta 
et une variété parallèle à K est l'ense:mble des points déduits de a par 
l'ensemble des translations : 

K s s fixe appartenant à Ta. 

Les vecteurs t et s s'écrivent d'une seule façon : 
t =tH tK tH et Sa EH 
s = sH sK tK et sK E K 

et on dire: 
t H = tK H 

s K=sH K. 

Considérons le point i déduit de a par la translation tH + sK ; ce point 
appartient aux deux variétés. Il est unique ; en effet, un autre point 
commun j devrait être déduit de i par une translation tii appartenant à H 
et à K, qui ne peut donc être que nulle. 

Réciproquen1ent, si deux familles de variétés affines parallèles res­
pectivement à deux sous-espaces vectoriels H et K sont telles que deux 
variétés quelconques appartenant respectivement aux deux famiNes aient 
toujours un point co:mmun et un seul, les deux sous-espaces H et K sont 
supplémentmres. Il est d'abord évident que H n K = l 0 ! , car si H et K 
avaient un élément commun t =;1= 0, les variétés passant par a auraient en 
commun le point a + t. Pour prouver que H et K sont supplémentaires, 
il reste donc à prouver HEBK = T. Soit L un supplémentaire de HEBK 
par rapport à T : 

T=HEBKEBL. 
Supposons que L contienne un vecteur uL différent de zéro et soit ~ 
l'image de l'origine a par la trans:lation uL et soit la variété parallèle à H 
passant par oc ; considérons son intersection avec Ka qui, en vertu de 
l'hypothese, est un point b ; le vecteur tab appartient à K. Ceci signifie 
donc qu'il existe un vecteur uH E H tel que : 

UL + UH = lab E K 
UL + UH - tab = 0 

zéro est décomposé en trois vecteurs appartenant aux trois sous-espaces 
supplémentaires. De l'unicité de la décomposition, on déduit uL = 0, ce 
qui est contraire à l'hypothèse. 

§ 3. APPLICATIONS AFFINES 

1. Définition. 

Considérons un espace affine E par rapport à un espace vectoriel S 
sur un corps K et un espace affine F par rapport à un espace vectoriel T 
sur le même corps K, et soit u une application de E dans F. On dira que 
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affine si 
être nl"P.P·I <;:pop 

la structure 
n1anières dont 

affine. 
on établira 

affine est une 
œun ensemble de 

mêmes coefficients : 
V 1 l vérifiant = 1 

...._,·'"'""'r ...... v = ~ociu(xi). 

2e : Soit a quelconque, mais et son image u(a) ; un x 
quelconque déterminé par le vecteur x-a S et u(x) déterminé par 
u(x) - u(a) eT. L'application u est dite affine si l'application : 

x a ----7- u(x) - u(a) 
est une application linéaire de S dans T : 

u(x) = u(a) v(t) tE S v E 2 (S, 
11 est immédiat que la deuxième définition entraîne la première. Soit 

en effet x le barycentre des points ! xi ! affectés des coefficients oci tels 
que ~oci = 1. 
x = ~ocixi signifie lallJ = ~ocifaœi . 
On a donc u(x) = u(a) uCtaœ) = u(a) ~ociu(tallJi ) · 

Mais comme ~r.x.i = 1, on multiplier u(a) par ~oci et ceci donne : 
u(x) =~oci[u(a) + uCtaœi)] = ~r.x.iu(x,). 

Pour montrer que la 
faut vérifier que si u(a + = u(a) 

u(H) = ÀU(t) ; 

définition entraîne la 
u(t), u vérifie : 

v(lt + t2) = u(l!) + v(t2). 

il 

(1) 
(2) 

La première de ces égalités équivaut à : 
u(a + Àt)- u(a) = Àu(t) (1'). 

Or, a+ Àt peut être considéré comme le barycentre de a et a+ f affectés 
des coefficients 1 -À et À, ce donne : 

u(a + )J) = (1 - À) u(a) + Àu(a + t) 
= (1 -À) u(a) + ).u(a) + Àu(t) 
= u(a) + Àv(t), 

c'est-à-dire l'égalité (1'). 

L'égalité (2) est, de à : 
u(a il + t2) - u(a) = u(a + ft)- u(a) + u(a + t2)- u(a), 

ou encore : u(a + il t2) = u(a + ft) + u(a + f2) - u(a) (2') · 
Mais a + ft + t2 peut être considéré co~me le barycentre de ? + ft, 
a+ t2 a affectés de 1, 1 et -1 respectivement, et la conservation du 
baryc~ntre par l'application u donne l'égalité (2'). . . 

Si on convient, généralisant la terminologie de l'espace euclidien 
considéré comme espace affine sur de désigner a ft + t2 comn1e 
le quatrième sommet du parallélogramme de smnmet a construit s~r les 
vecteurs ft et t 2 , cette deuxième peut aussi s'énoncer. « L'Image 
par une transformation affine parallélogramme est un parallélo-
gramme. » 

Exercice 43. - a) Définissant un parallélogramme dans un espace affine 
sur un corps K comme un ensemble ordonné de quatre points (a, b, c, d) tel 
que b-a= c-d, montrer que l'on a d-a= c-b, c'est-à-dire que 
(a, d, c, b) est un parallélogramme. 
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b) Montrer l'accord de cette défintion avec celle utilisée ci-dessus •nn'""""'­
logramme construit à partir d1 un point sur deux vecteurs tt et t 2 ). 

c) Montrer que si la caractéristique de K est différente de 2, la propriété 
" (a, b, c, d) est un paraHélogramme" est équivolente à " les couples (a, c) 
et (b, d) ont même milieu". 

d) Montrer que, si K est de caractéristique 2, si (a, br c, d) est un parallé­
logramme, il en est de même de {O'(a), cr(b), cr(c), cr(d)) quelle que soit la 
permutation a E d4. 

Exercice 44. - La composée de 2 applications affines est une application 
affine. 

Exercice 45. - L'image par une application affine d'une variété linéaire 
affine est une variété linéaire affine. 

L'ima.ge réciproque d'une variété linéaire affine est vide ou est une variété 
linéaire affine. 

Exercice 46. - Les notations étant celles du présent pa,ragraphe, le graphe 
d'une application affine de E dans F est un sous-ensemble de E X F ; ce der­
nier a une structure d'espace affine par rapport au produit S X T. 

La condition nécessoire et suffisante pour qu'une application de E dans F 
soit affine est que son graphe soit une variété affine dont la projection sur 
E soit tout E. 

2. Groupe affine de E. 

Dans le cas où F = on considérer les apJ?lications affines 
de E dans E. Si on ne considère que celles sont bijectives, on voit 
qu'elles forment un groupe. En effet, la composée de deux bijections est 
une bijection et la composée de deux applications affines est une 
cation affine (exercice 44). 

D'autre part, la bijection identique est une application affine. Enfin, 
la bijection réciproque d'une application affine donnée par 

y= u(x) = u(a) u(x-a) 
est donnée par x= u-I(y) = a u-I(y- u(a)) 
qui est bien une application puisque v-1, application réciproque 
d'une application linéaire, est linéaire. 

Ce groupe des bijections affines est appelé groupe affine de E. 

§ 4. ENSEMBLES CONVEXES 

Supposons maintenant que K::JR. 
On appelle segment [a, b] l'ensemble des éléments 

Àa+tJ.b avec À+tJ.=l )..ER+ tJ.ER+. 
Ceci posé, nous dirons qu'une partie d'un es pace affine est convexe 

si elle contient tout segment [a, b] dont elle contient les extrémités a et b. 
On voit immédiatement que l'intersection d'une famille de 

convexes est convexe. On peut donc définir la plus petite partie convexe 
qui contient une A d'un espace affine. On l'appelle enveloppe 
convexe de A. 

Exercice 47. - Montrer que l'enveloppe convexe de A est l'ensemble des 
barycentres positifs d~s points de A, c'est-à-dire des barycentres de tout sous-
ensemble fini x2, ... , xn de points de A affectés de coefficients 
OCt, oc2, ... , ocn R+. (On montrera que ces borycentres doivent appartenir 
à l1enveloppe convexe et que leur ensemble est convexe). 



ÉQUATIONS LINÉAIRES 

§ 1 

l. Généralités. 

Toute équation a pour origine une relation Rentre éléments de deux 
ensembles E et F, et la résolution de désignée par X0 Ry 
(resp. xRy0 ) est la détermination de l'ensemble des éléments y de F 
(resp. x de E) sont en relation avec l'élément donné X0 E E (resp. 
YoE E). 

La situation plus favorable à laquelle on s'efforce de se ramener 
(théorie des fonctions implicites, uniformisation des applications réci­
proques de C dans C, etc ... ) est celle où la relation est une application f 
d'un ensemble E dans un ensemble F et où l'élément donné appartient 
à F. Une équation associée à l'application f est écrite : 

f(x) = Yo· 
-1 

La résoudre n'est donc pas autre chose que de déterminer f(y0 ). 

La remarque suivante, bien qu'évidente, doit être faite, car elle est 
le principe de toute discussion d'équation : 

Pour qu'il existe des solutions, il est nécessaire et suffisant que 
Yo E f(E). 

S'il en est ainsi, l'ensemble des solutions de l'équation est le sous­
-1 

ensemble f(y 0 ) (qui n'est pas vide). 

2. Equations linéaires. 

L'équation est dite linéaire si f est une application linéaire d'un 
espace vectoriel E sur un corps K dans un espace vectoriel F sur le même 
corps K (que nous supposerons ici, comme dans tout ce qui précède, 
commutatif). 

nous savons 
d'équivalence modulo 

-1 
si Yo E f(E), f(y0 ) est constituée par une classe 

noyau de l'application, ou encore, en considérant 
-1 

E comme espace affine sur m1-rn1en11e. f(y 0 ) est la variété linéaire affine 
-1 

parallèle à f(O) et passant par X 0 , c'est-à-dire que si X 0 est une 
quelconque fixe de l'équation, toutes les autres sont données par 

-1 
X=X0 u où uEf(O), 

ce que l'on peut énoncer : 
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On obtient toutes les solutions d'une .- ........... ,. linéaire en 
une solution de les solutions de 
sans second membre. 

(L'équation f(x) = 0 est dite 
équation homogène associée à 

sans second membre ou encore 
f(x) = Yo). 

On peut se trouver en présence d'un système d'équations linéaires 
si 1 Fi 1 (i E I, ensemble arbitraire d'indices) étant une famille d'espaces 
vectoriels sur le même corps K, et si, pour chacun d'eux, une application 

fi :E--7 
ayant été définie, on doit trouver x E E 

les Yi étant donnés. 
ViE I fi(x) =Yi (1), 

Si nous considérons le produit cartésien F = muni de sa struc­
ture naturelle d'espace vectoriel et si nous définissons une application f, 

f : E -----7 IIFi 
qui à xE E fasse correspondre l'élément. (fix)) dont chaque composante 
est l'image de x par 'l'application de n1ême indice, le système d'équa­
tions (1) aura mêmes solutions que l'équation 

f(x) = (yi) (2). 

Réciproquement, une équation du type (2) a mêmes solutions que le 
système d'équations 

ViE I priof(x) = y.i, 
pri désignant la projection sur le sous-espace Fi (notation introduite dans 
l'exercice 18). 

Il n'y a donc aucune différence essentielle entre une équation et un 
système d'équations. On préférera générale1nent l'écriture sous forme 
d'équation unique s'il s'agit d'une étude théorique, celle sous forme de 
système pour une résolution effective. 

4. Exemples d'équations linéaires. 

1 o E est l'espace des fonctions réelles dérivables définies sur R, F est 
l'espace de toutes les fonctions réelles définies sur R. L'application f est 
l'application qui à cp E E fait correspondre ucp vcp', u et v étant deux 
éléments fixes de F, et <p' désignant la dérivée <p, application dont on 
vérifie immédiatement qu'elle est linéaire. L'équation est de la forme : 

U<p+V<p'=W. 

C'est une équation différentielle linéaire du premier ordre. définirait 
de façon analogue les équations du second ordre, les systèmes d'équations 
différentielles, etc ... ). 

2o E est un espace vectoriel quelconque. F = (i E I), tous les 
Fi étant égaux à K. Chaque application fi est alors une forme linéaire. 
Dans ce cas, on dit qu'on a affaire à des équations scalaires. 

On peut se ramener à ce cas dès l'instant qu'on connaît effectivement 
une base (ei; i E I) de F. On ~eut, en effet, comme nous l'avons vu ci­
dessus, considérer, au lieu de l application f : E -----7 les applications 

priof : E --------7 Kei 
telles que 
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la forme coordonnée d'indice i sur 
linéaires epi sur E définies par : 

epi= eiof. 

on aussi 

Yo E F aura n1êmes solutions que le sys-

ViE I cpi(x) = cé 
si 
(les IJ..i doivent être nuls sauf un 

Pratiquement, la détennination d'une solution x se fera par celle 
de ses coordonnées ~), par rapport à une base de E. (x·= }]~). a~,, les Ç'· 
sont nuls sauf un nombre fini d'entre . 

L'équation scalaire d'indice i : 
cpi(x) = IJ..i ou <x, epi> =CI..i 

s'écrit encore : 
}] Çl. <a~,, epi> =CI..i. 

Mais les scalaires < a1., epi > sont connues, dès que l'application f est 
connue (les donner est à donner f). Si on les désigne par tJ. ~- , 
l'équation d'indice i 

§ 2. CAS DE p EQUATIONS SCALAIRES 
SUR UN ESPACE DE DIMENSION FINIE n 

1. Rang d'un système. 

Considérons le système 
<x, epi> =CI..i 

qui s'écrit, avec les notations du 

i ~::· . P.J. c..,A =Cl..~ i = 1, 2, ... ,p. 

Ce système de p équations scalaires à n inconnues scalaires 
u(x) = (œi), 

u étant une linéaire de E dans KP. 

à: 

On donne du rang d'un tel les deux définitions suivantes : 
1) le rang du système est le rang l'application u, c'est-à-dire la dimen-
sion de u(E), (ou encore 'le rang de la matrice (tJ.~)). 

2) Le rang du système est le du sous-es pace V du dual de E engen-
dré par les p formes linéaires, le nmnbre maximuin de fonnes 
linéaireinent indépendantes extraire de ces p formes. 

car, la le 
-1 -1 

rang r = codim u(O). u(O) est constitué par le sous-espace annulé 
-1 

par toutes les formes de u, c'est-à-dire que u(O) = V J. • on a vu (exer-
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=dimV. r=dimV On 
est la dimension de la variété affine 

Nous allons maintenant deux schémas de résolution d'un 
tel (**). 

2. Discussion. 

Le est surtout mais met claireinent en o·u·•rl~''""'0 
les. de la discussion classi~ue de . 

Supposons que le système soit de rang r, c est-à-dire que r des for­
Ines linéaires ql, soit par exemple q~l, cp2, ... , cp' soient linéairen1ent indé­
pendantes, les autres q~'"+ 1 , ••• , cpP, s'exprimant comme combinaison linéaire 
des premières. On peut construire une base du dual en cpl, 
et en complétant. On peut alors choisir comme base E 'la base 
c'est-à-dire que cpl, q~2 , ••• , cpr seront des formes coordonnées. 

1'?, ... , 'lln ·les ·coordonnées de x dans cette base : 
<x, epi>= l)i. 

équations du s'écrivent : 
lll = ocl 
ll2 = oc2 

=oc'" 

aux p- r on obtient leur forme en se 
tout j > r, epi est une combinaison linéaire des 
de la forme 

epi= À{ cpl 
que l'on a en conséquence: 

V j > r < x, epi > =!lÀ{ < x, q~i > = !lÀ{ lli· 
Les p- r dernières équations s'écrivent : 

V j > r !JÀ{l)i= oci. 
les valeurs de lli sont fixées par les p 

le système ait des solutions, il est donc u.I;:O''-''"""'"'a .. "" 

bres vérifient les p- r relations. 

j = r + 1, r 2, ... , p 

Pour que 
seconds mem-

Or, dire que (oc") vérifie p- r relations, c'est dire qu'il annule p ~ r for­
mes du dual de ID' ; ces p -r formes sont visiblement indépendantes 

(*) Chaque ligne de la matrice u donnant les de la forme 
correspondante par rapport aux formes coordonnées rang du sous-espace 
donc celui du système des vecteurs lignes, nous retrouvons d'ailleurs simplement 
le fait signalé en IV, 3, 5, que le système des vecteurs lignes et le système des vec­
teurs colonnes d'une matriC'e ont même rang (qui est le rang de la matrice). 

(**) Nous ne rappellerons pas ici méthode bien connne de résolution et de dis-
cussion qni utilise les déterminants. déterminants permettent de donner explici-

tement les valeurs des coordonnées Ü des solutions en fonction des coefficients p.~ et 
des œi. en demeure cependant plus théorique que pratique, du moins si l'on 
entend au sens du calcul numérique. 
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...... ,"''""",,..,,a d'entre elles et une seule contient chacun des œi. La condition 
du est donc à 

sous-espace de dimension l{P*. est de 'UUJLA.._,, ...... ,,.,'"'"" 

p - r) = r. Nous l~ fai,t que de , r. 
si (œi) bien a ce sous-espace, les coordonnees 

'fl
1
.+1 ••• 'fln ne sont soumises aucune condition. , 

On retrouve le fait que 'la solution x, dont 1' coordonnées sont fixees 
et les autres décrit une classe modulo un 
dimension n- r, encore, une variété linéaire de 
dimension n- r. 

Le résultat de la discussion être résumé sous la suivante : 
La condition nécessaire et suffisante pour système de p 
scalaires à n inconnues scalaires 

cpi(x)=œi i= 1, ... ,p 
de rang rait des solutions est que les « membres » œi 
aux re'lations linéaires qui lient les L'ensemble des 
est alors une variété linéaire dimension n- r. 

Au lieu de transformer la 
gement de la base de E, sHnp,nnon:s­
F = .KP, comme nous avons 
prendra une des formes n"'"'~'"'""' 
dimension de f(E), donc le 
plaçant dans le cas 
n > r, p > les 

1~Ç1 + ... 
),~Ç2 ... + 

sont des combinaisons linéaires des 

un chan­
la base de 

La matrice 
la 

. Et en se 
c'est-à-dire 

=~1 

+ ..,2t:n-r.l? 
... An<.:. - P 

+ ... À~Çn= ~ .. 

0 = ~r+l 

O=~fJ 

de l{P que dans 
Sur cette forme on voit - r conditions de 

(On retrouve encore le fait 
ces conditions étant 
Ç1 ••• Ç'" de manière 

=0. 

Ç'", la r -lième 
sont donc ..... lh.-it ... .-."i.,.cu' et On retrouve le que la SO,lUl:IOn 
modulo un sous-espace de dimension n -r. 



Il bien ici d'une méthode 
de fournir à la fois le du 
les solutions. 
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de résolution 
les conditions 

Récrivons le sous forme d'une équation vectorielle 
Çlu(al) Çnu(an) = Yo· 

Elle peut s'interpréter en disant qu'on cherche à décomposer le vecteur 
Yo de F en vecteurs Çiu(ai) colinéaires aux n vecteurs u(ai) ... u(an), les n 
c?mposantes défi_nissant l'i~connue x, cette décomposition étant possible 
SI et seulement SI Yo appartient au sous-espace engendré par les vecteurs 
u(ai), et l'étant alors de façon unique ou non suivant que ces vecteurs 
forment une partie libre ou non. 
. , Cette manière de présenter le problème peut être pédagogiquement 
Interessante pour n et p au plus égaux à 3. 

FORMES BILINÉAIRES 

ET FORMES QUADRATIQUES 

§ 1. PROPRIETES GENERALES 

1. Formes bilinéaires. Espace 2 (E, F; K). 

Soient E e1t F deux espace's vectorie-ls s:ur le mêm·e corps K. Nous 
avons déjà défini (VI, 2, 1) les applications multilinéaires et en particu­
lier les formes multilénaires. Nou's allons maintenant étudier plus pa.rti­
cuHèrement les for·me1s bilinéaires définie1s. suT E X c'e1st-à-dire les 
applications : 

sa:tisfa.i·sant à : 
Y x1, x2 e E Y y e F 
Y y1, y2 E F V x E E 
VxEE VyEF ~ 
V ÀEK ) 

f:EXF----7-K 

{(Xl X2, y) ={(Xl, y) + {(X2, y) 
f(x, Y1 y2) ={(x, y1) +{(x, y2) 
f(x, Ày) = À{(x, y) 
{(Àx, y)= À{(x, y). 

Observons que l'ensemble dets formes bilinéaires sur E X F : 
.E (E, F; K) 

a une structure d'espace vectoriel sur K, avec les définitions suivantes : 
V xe E, V y e F <t + g) (x, y) = f(x, y) + g(x, y) 
v x e E, Y y e F, v À e K (À/) ex, y) = À{(x, y). 

Supposons les espaces E et F rapportés respectivement à des baiSes (ai) 
et (b1) et soielllt x= l:Jxiai, y=~ yib1• La bilinéarité de f entraîne que : 

f(x, y)=~ xïyJ {(ai, b1) (1) 
i,j 

l'a som1nation étant étendue à tous le·s indices i et j si E e·t F sont de 
dim·ension finie, à tous les couples (en nombr·e fini) d'indices i et j pour 
lesquels· xïyJ =1= 0 si E ou ou E et F S~ont de dimension infinie. 

Considérons 'les applications 'PH définies paif : 

( b) 1 ( b) 0 . ii=k 
'Pii ai, 1 = 'PiJ a1a z = SI non f j = 1 

c'est-à-dire qui >S"annu~·ent poUir t'Out •couple d'indices· différent du cou­
ple (i, j). On peut écrire : 
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V xE VyEF y)f(a;,, 

v e VyEF 

Cette sommation est étendue à tous les 
et par E X F sont de dimensions 

j) si E et F 

les CfliJ constituent alors un système de 
; K). Comme elles sont linéairement ïndé-

que les formes coordonnées en (IV, 
, elles constituent une base d.e . La forme bilinéaire f alors 

i,j 

et est déterminée par la donnée d·es ociJ 
bas.e l CfliJ l . 

Par contre, si E 
tuent encore mais ne· 

de ~a 1nême 
tout entier 
des forn1es 

férente de zéro que pour un nombre fini 

2. Cas où E e.t F sont de dimensions finies. 

sont s·es coordonnées dans la 

les form·es CfiH ,consti­
un systeme de 

que }1es coordonnées 
exercice 23), les forme•s 

ne prennent une valeur 
couples (ai, bi). 

Soit : dim E m · dim F = n. 2 F ; s•era de dimension mn et 
la donnée d'une forme est, dans ce cas., la donnée des mn coeffi-
cients ociJ· Ces coefficients être rangés en une (m, n)-matrice A 

colonnes ; n ; i de colonne ; j indice de ligne). La quan-

y)= 

alors être obtenue ·con1me le d·e la 1natrice 

(yly2 ... yi ... de la matrice A e't de la matrice col'onne 
(

xx·.·.ml )\ 

OCln • • • • •• • OCmn 

......... "'. 

••••••• <X.ml xm 

La matrice colonne X = 
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à la n1atrke c'est la de la matrice colonne 

Y= 

si est la matrice 

3. Cas ,E 

dans le cas où E = F. La restriction de 
E X F K à 1l1a diagoruüe définit une application Q de 
(qui prend pour val•eur 1a va:J•eur de ·la forme bilinéaire quand 
m·ent;s x et y sont égaux). 

Q : E -7 K Q(x) = f(x, x). 

Cette application e1st appelée forme associée à la forn1e 
bilinéaire f. 

Elle jouit de 1a propriété d'homogénéité conséquence de la 
bilinéarité de f : 

Q(ÀX) = {(ÀX, ÀX) = À2f(X, = À2Q(X) 
Q(Àx) = À2Q(x). 

Si E est de dimen1sion 
{(x, y) = !J ociixixJ donne : 

la matdce A est carrée et ·la formule 

n 

Q(x) = ~ a..t/xi)2 + ~ (ociJ + oc1i)xixi. 
i=l (i,j) 

la somn1ation sur l'ensemble des combinaisons de deux 

entiers compris entre 1 et n. 

Nous remarquons, sous oeUe forn1e, que seul·e la somme des coeffi­
cients oc 1 + ocï pour toute combinaison (i, j) intervient dans l'expression 
de Q. L~ mê~e forme quadratique provient donc d'une infinité de formes 
bilinéaires s.euls 1es coefficients de la diagonale principale et la smnme 
des coefficients symétriques par rapport à cette diagonale étant déter­
minés. 

Parmi ces formes, une seule est symétrique ; c'est ·cel·le pour laquelle 
on choisit des coefficients ~ii tels que : 

~ii= ~ji= _:;...--:-__;;_.. 

( cetrte forme symétrique n'·exis1te donc 
que 2). La forme quadratique associée 
s'écrira : 

n 

si K n'est pas d.e caractéristi­
cette forme bilinéaire symétrique 

Q(x) = ~ ocixi) 2 + 2 ~ ~i;xixJ 
i=l (i,J) 

~en r•emplaçalllt ocii par oci). Si nous e·xcluons' le cas des corps de caractéris­
tique 2 on pourra <J;onc t?'ujour>S ·supp?~e~ qu'une forme dont 
on sait qu'eHe provient dune forme b1hnearre, 
celle-ci symétrique. 
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annu.ca·no~n de E dans K e:st une forme 
form·e bilinéaire et par CŒllSE~uu 

sans aborder pour ·le des 
en soit nous déterminerr ees formes 

bilinéaires. la forme f une des formes bilinéaires 
cherchée1s telles que : 

x)= Q(x). 

Considérons Q(x y) = y, x y) en vertu de la bilinéarité 
s'éc:rit : 

Q(x y) = f(x, x) + f(x, y) + f(y, x) + f(y, y) 
= Q(x) + f(x, y) + f(y, x)+ Q(y). 

Cette donne la valeur d·e f(x, y) -1- f(y, x) pour tout couple (x, y). 
f(x, y) f(y, x)= Q(x +y)- Q(x)- Q(y). 

f est la forme bilinéaire symétrique associée à Q, appelée aussi forme 
polaire de Q. 

Quant aux autres formes bilinéaires auxqueHes est associée la 
forme Q, que nous pouvons les obtenir toutes en ajoutant 
à la forme une forme bilinéaire alternée quelconque. En effet, 
pour que g soit une teUe il eSJt nécessaire et suffisant que g- f 
soit une forme bilinéaire et 

(g f) (x, x) = g(x, x) - f(x, x) = 0, 
donc que g- f :soit une for.me bilinéaire alternée. 

Remarque 1. Une forn1·e quadratique peut d'aiUeurs 
co1nme une appn:cano·n de E dans K satisfais~ant à : 

Q(Àx) = À2 Q(x) 

et telle que : = f(x, y) 

être définie 

soit une form·e bilinéaire. On vérifie imm.édi'atement que f(x, x) est bien 
égale à Q(x) car : 

Q(2 x) - 2 Q(x) 4 
x).= 

2 
=------=Q(x). 

Par coJI1SE~qutenx, cette définition e1st 
donnée. 

2. On 

Q (x 
Q(x 

écrire : 

y) = Q(x) + 2 f(x, y) 
y)= Q(x)- 2 f(x, y) 

(*) Un calcul analogue aboutit à l'expression : 

à celle que nous avons 

Q(y) 
Q(y) 

Q(x) + Q(y) Q(x y) 
f(x, y)= 2 

car 
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D'où en 

Exercice 48. - Soit E un espace vectoriel sur et Q une application de 
E dans R, vérifiant les conditions suivantes : 

1 o Pour tout couple (x, y) d'éléments de E
1 

on a 
(Q) Q (x + y) + Q (x- y) = 2 Q(x) + 2 Q(y) 

2° Pour tout couple d'éléments fixes (x, y) de E, l'applica•tion de R dans R 
définie par À -7 Q (x + Ày) est continue. 

Montrer que si l'on pose: 
Q (x+ y)­

f (x, y)= 
4 

f est une forme bilinéaire symétrique sur E, dont Q est la forme quadratique 
associée. 

linéaire de E dans lui-même 3. Toute 
conS'erve une forme .................... , .......... ..., oons:erve sa forme pol,aire et .•. .a.,. .. T,..,., • .-.:, •. "'-
ment: 

f [u(x), u(y)] = f(x, y) ~ Q (u(x)) = Q(x). 

4. Influence 
né aire 

de hase sur 
finie). 

d'une forme hili-

ce 

Nous avons vu que : 
f(x, y) = t Y A X 

dans l·e cas E = F, pour la forme 
Q(x) = t X A X. 

as,sociée : 

Soit à effectuer un de base dansE, donné par la mat·rice 
de passage tel que : 

X=MX' Y=MY'. 

de y) dans la nouvelle bas'e e:s~t : 
t (M Y') A M X'= t Y' t MA M X'. 

On voit que la forme biUnéaire ·est 
une nouvelle matrice : 

dans la nouvelle bas1e par 

A'= tM AM. 

Cette formule est à rapprocher de la fonnule du change1nent de bas•e 
pour un endomorphi•sme : A'= M-1 A M. Les cons·idérations suivent 
vont analogie et différence entr-e ces deux fonnule·s. 

(*) Quand nous aurons donné, 
du carré de la longueur du vecteur x, cette 

« de la médiane » (la somme des carrés 
variante : la somme des carrés des quatre 
somme des carrés des diagonales. 

dans certains cas, à Q(x) le sens 
se traduira par le théorème dit 

côtés d'un triangle, etc ... ) sa 
d'un parallélogramme est égale la 
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§ 2. E (E, 

1. 

étant trois e:s.r)a'Cie·s 
ou infinies. 

F et G 
OlJrnenslOils finies 

Théorème: E (E, F; G) ~ E E G)). 
Soit f une application bi1inéair·e d·e E X F dans G. Si on fixe Y E F 

égal à une valeur y0 , la correspondanee : 
gyo : X ~ f(x, Yo) 

ann~1.catio·n linéaire de E dans. G qu'on 
une· appHcation : 

y
0
EF ~ g:Yo E E (E, 

VérifioniS que ceUe application e•st linéaire : 
v xe E gyo+zo (x) = f(x ; Yo + Zo) = f(:c, Yo) + f(x, Zo) 

= gyo (X) + gzo (X)' 

donc, gyo+zo = gyo + v xe E gJ.yo (x) = f(x, Àyo) =À f(x, Yo) = À gyo (x), 

gJ.y o = À gyo • . , 
L':appH-'cation (1) appartient donc a E ;E G)). 

Ainsi, nous avons défini une an1oli1«~at1on 

E (E, F ; G) ----7 E ( F ; E (E, G)) , 

(1). 

fai·s:ant correspond:re à f l'application (1) et dont nours· allons établir qu'elle 
est un 

a) D'abord, elle est linéaire. Sotent en effet : 
f E E X F; G) et leur'S· image·s y~ gy 
'P E E (E X F ; G) Y ~ ~y 

-,..,,0 ..... de f 'P e:st l'appllication à y, fait corres·pondre ·l'applica:Hon 
par: 

Uy(X) = (f + <p) (X, y) 
= f(x, y) q~(x, y) 

VxEE 

= g11(X) ~y(X), 

Uy=gu+ ~y· 
Ceci étant vrai E l'application ~ uu est bien la 
somme des g11 et Y ~u· 

De même, de est une qui à Yo fait corres·pondre 
l'application "/.y par : 

V xE E "/.y(x) = (Àf) (x, y) = Àf(x, y) = Àg11(X), 

donc, "/.y = Àgy. 
et ceci étant vrai pour tout y E 
produit par À de l'application y 

b) Ensuite, elle est injective : 
posons f ~ 'P· Il faut comparerr y 

f =1= <p =? 3 (x,, Yo) 
3 Yo 

l'application y ~ "/.y est bien le 
gy• 

:les mêmes notations et sup­
gy et Y ----7 ~Y· 

f(Xo, Yo) =1= <p(Xo, Yo) 
gy

0 
(Xo) ~ ~Yo (Xo), 
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,.:;c.;uut::. En si on a un élément de : 

E(F, E G)), 
c'est-à-dire une ...,.,..., .... ,,."'""'"'"" .... linéaire : 

y ----7 gy (1) 
où gy r·&>,nrti>Cll&>,nrt.&> une application linéaire en x, on peut défini·r une· appli­
cation : 

(x, y) ----7 f(x, y)= gy(x), 
e1t ·c·ette· application ·e•st bilinéaire· (linéaire en x du faH de la linéarité de 
g, Hnéair1e en y du fait d:e J.a linéari•té de l'application (1)). C'est donc un 
élém,ent d'e E (E, F ; G). 

L'i,somorphis,me es:t donc étahliÏ. 

Remarque : Si, plus généralement, on considère l'ensemble des 
applications du produit ~cartésien de d.eux •ens:e,mbles da~ns un troisième 
ensemble et si, d.ans ·le rrai1s:Onnem·ent précédent, on négli•ge ce qui est 
re·latif à la linéarité des applications, tout en conservant le reste, on arrive 
au fait qu'il existe une biJection ·entre : 

g: X G) 

Si on désigne par a, b, c les cardinaux des trois ensembles, il en 
résulte que cab cardinal du premi~er en1se·mble est éga•l à (ca)b cardinal du 
deuxième ; d'où l'égalité entre nombres· cardinaux : 

cab= (ca)b. 

2. Application aux formes bilinéaires. (Cas E = F; G = K). 

E (E, K) est le duail E*. Le théorème précédent s'écrit donc : 
E (E,, E; K) ~ E (E, E*). 

A toute forme bi!ilnéaire f SU'r E2 corr1es1pond une applkation linéaire 
g de E dans E* qui, à y E E, fait correspondre la forme linéaire sur E, 
g(y) précédemment notée gy et définie par gy(x) = f(x, y). 

g :yEE ----7 g11 EE*. 
Or, g11(x), valeur en x de la forme linéaire g, ·est la valeur de la forme 
bilinéaire· canonique <x, g11 > ou, avec la nouvelle notation, <x, g(y) >. 
On peut donc écrire. : 

f(x, y)= <x, g(y) >. 
On peut nature:Hem·ent défink d1e façon analogue l'application: 

y :xE E ----7 'Yœ E E* 
avec Yx(Y) = f(x, y), et 'Yœ sera notée dorénavant y(x). On aura encore : 

f(x, y) = <y, y(x) >. 
Supposons E de dimension finie et rapporté à une base Cet), et E* 

rapporté à 11a base duale (el). L'application y est alors définie par la don· 
née des éléments· de E* : 

y(e,) = L, œ~,1 eJ 
J 

(notation conforme à ce qui a été prévu en IV, 4, 6°). 



Si 
et < 

On retrouve 
et on constate 

Mais 
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E* admet 
eSlD'fr(~es étant 

la trans-

• u.., .... ...,u .. ~••• de base : une nou-
veHe base ai de et soit nouveUe base s:ait que 
la matrice de y avec les nouvelles base1s s:e trouve en écrivant : 

rPt-.rP~iP·lrvtP l'identité à deux bases 
J.'-''-''"'·"·""·'-' dans le dual•·"''"'n'"·'''16 aux bases ..... ._._,"'.'''-''"' 

se fais,ant en sens inverse. l'identitté dans le dual 
de :l'identité dans E 

<x, 
tu(y*) = . on a vu 
à des has·es et leurs duals aux 

cation u de E dans F est la tr2msoo.see 
de F* dans E*. 
identifi-cation ave~c ceUe montre 
transposée de la matrÏtc~e de IE. On retrouve 

A'= t l\f A 
..,.,,.,,...,r.,.·H· ici le s•en:s d'une formule de 

pour linéaire y. 

3. 
Deux vecteurs x et y d'un 

ou conjugués à la 
polaire relation es1t 

base 

la 
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x.l.x* ~ < 
= 0 ~ < x, y(y) > = 0 

une autre définition de 

deux élément:s d'un même espace vectoriel 
à cp, à dire : un de ces éléments 

l'autre le dual par la transformation y 

nous cher1chons, rulors l'ensemble des éléments 
.,...,,~ ... ""'...... cp à un élément l'ensemble des éléments 

l. 

u. ..... ._,JL.._ ..... se.ns du mot) à du dual ; c'e·s·t donc un hype~rplan 
e'STJac~e, sous-espace de 1, si g(x) rF- O . 

la dhnension de 
s'annule 

o,, •. ,.~,,."'"' que la forme 
Laissons ce cas à part et sup-

posons : 
donc gCa1) #O. 

dim =n-1, 

o. n'en soH 

3a2 e 
vecteurs H 1 "'"....,,.,.r,,....,.,,..., 

donc un sous-espace vectoriel 
l'ense1nble des ve,cteuPs th<)gc•na.tux à a1 et a2. que 
V xE O. S'H n'en est pas ainsi : 

3 a a as .1. a1 =/= 0 as =/= a1 
as a2 as =/= a2 

de H2 de dimension n- 3 for­
al, a2, as e't ainsi de suit'e. Nous· pour­

ce que nous~ tombions sur un sous-espace 
que: 

=0. 
Il en résulte que si x et y sont deux ve~cteurs de on a f(x, y) = 0 

+ 
e1:nJa(~e ou inférieur à n, et on 

deux à deux 
forment une 
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Si donc r = n, a1, a2 ... an consttituent une base de E. Si r 
...,..,..,"' .... ~' ....... une base de n- r vecteurs dans nous 

a2 •.. en une base. Nous pouvons d:onc énoncer : 
Une 

dimension 
orthogonaux. 

étant donnée sur un vectoriel de 
celui-ci possède une base formée d'éléments deux à deux 

Les veoteufls de cette ba1se vérifient : 
Vi =1= j f(a.,, a1) = 0 
Vi~ r f(ai, a,) =1= 0 
Vi > r f( a,, ai) = 0 

P.ar rapport à ·ceHe bas.e, la matri·ce de 1la for·me f prend donc ·la forn1e 
dtagonale (*), ,Je1s n- r derniers coeffidents de cette diagonale étant nuls. 

r 

f(x, y)= ~ ~x,2. 
i=l 

.. L'~nté.rêt de: cette ?écompositi:on e:St que ·la valeur de r e•s·t une 
pneté intnnsèque de f Indépendante des ·choix succes1sH.s de a 2. • 

c'es1t-à-dire indépendante du choix de la base. En effet r e•st c~dimen-
sion de qui est l'ensemble des vecteurs orthogonaux 'à tous les vecteurs 
de J'es~pace (puisqu'Us sont t:ous orthogonaux entre eux et orthogonaux 
au~ ':e,oteurs a1, a2 ... a,.). En utiJi.sa1nt la premièr~e définition de i'o. rthogo­
nahte, nous voyons que est donc l'orthogonal de l'image dans le dual 
d·e tout l'e'Space E. 

H,.=g(E) 1 . 
D'où (voir exercice 26) r = codim H,. = dim g(E), r est un invariant de f. 
On l:ap:eelle le rang de la forme quadratique (c'est aussi le; de1s 
apphc•a1bons g et y et ·le de la matrioe A). 

Nous allons maintenant supposerr que K c: Rou du moins· que K es·t 
un 'Corps totalement ordonné, et nous allons: montre1r que, dans ce cas, 
le nombre de~ coe~ficients a.t positifs est aussi une propriété intrinsèque 
de la tnvanante par changement de base. 

Supposons en e:ffe:t que noUis ayons deux déiCOlnposilUcmtS 
- 1l'une par rappor<t à une base (a.,) avec p coeffident•s 
ficients négatifs ; 
- l'autre par rappont à une bas:e (b1) avec q coefficients 
coefficients négatifs. 

en carrés : 
et r-p coef-

On peut touj~ours rranger le1s élément~s de ·ces ba'se·s de les 
p coefficients positifs. de ~la form.e et les q coefficient•s de 

(*) La diagonalisation obtenue ici de la matrice de 
p~s être con!ondue avec la diagonalisation recherchée prÉ~Cé<ienlment 
d en~om.orphismes. Nous avons vu que la matrice de f L'aftpliC'ation 
apphcatwn de E dans E*. La diagonalisation que nous 
cette matrice au prix d'un changement de base dans E 
dans E* (puisqu'on suppose toujours E* rapporté à la 
donc tout différent de celui de diagonaliser une matrice d'end<)m~orphis.me 
seul changement de base, celui de l'espace E sur lequel est en<ioiJo.ox·phisnle 
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la deuxième forme s10ient ~e·s Considérons les sous-espaces 
le 

b~, b2 ... de dnne:ns1.on q 
Pour tout vecteur x du ~O. 
Pour tout vecteur x : Q(x) > 0 
Il y aurait donc pour les ve·cte1urs non nuls de rirt,ters<:~ction 
e't ('elle-ci doH être réduite· à zéro. Or, 'la somme des dimensions d.e1s deux 
sous-espa·ces est n - p + q. Si q éta.it supéfi.eur à p, cette somme s·erai.t 
supérieure à n et l'inteTseciion ne pouNait être réduite à zéro. Donc q ~ p. 
Mais on montrerait de ~la même façon que p ne peut être supérieur à q et 
on ·conclut p = q. p est un invariant. 

On appelle signature d'une forme la donnée des entiers 
caractéris·ent ·la nature de la décomposHion en carrés. Ce ~pourra être 
trois entiers : 

p, r-p, n-r 
indiquent que la forme décomposée en car.rés possE~d·e 

p ·carrés à coefficients positifs, 
r- p 1carrés à coefficients· négatifs, 
n - r carrrés. à eoefficients 111u1s. 

Cas p = r. Dans ·ce cas, la forme autgcm~uH;.ee ne com·prend que· de·s 
carrés à eoeffici·ents pos:1tifs. EHe s'écrit par à toute base formée 
de vecteurs deux à deux 

n 

Q(x) = ~ a.tCxi)2 a.i > O. 
i=l 

Cette forme ne prend que des valeurs posi,tives, et :la valeur zé.ro s·eule­
m·ent si toutes leiS coordonnée1s du veüteur sont nuHes. 

Q(x) = 0 :::::;> x = O. 
Une telle forme est dite définie positive. 

aussi que des valeurs po si ti v es ou 
.l.l'UH.<:O"• mai.s eHe valeur zéro pour des vec-t,eurs non nul,s 
(vecteurs: appartenant Hr). On dH qu'eHe est semi-définie positive. 

Notons enfin que des v·ecteurs üo:linéaire:s à d·es ve·cteurs or1tnc>go,na.ux 
sont orthogonaux. Si le corps K ~co111tient les racines carrées de se1s· élé­
Inents pos<itifs (~ce e:s\t vérifié K = on pourra remplacer les 
ve·cteurs a1a2 ... ar par d,es vetcteurs À1a1, À2a2 ... À,.ar t·els que : 

Q(Àlal) = (ÀI)2Q(al) = ± 1. 

Par rappoot à la nouveUe ba:se ain1si '"'u.v.~.~~·J.v, la forme 
s'exprimera : 

Q(x) = eix"')2 avec si= + 1, - 1 ou O. 

C'est le cas, par de l'eos~pace de la rellativité rest•reinte où on 
considère la forme : 

Q(x) = (x1)2 + (x2)2 + (xB)2 _ (x4)2 



xs ·c>Oordonnées d'un 
la lumière et t le 
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dans RB et x4 = 

3. Cas r = n. Identification de E et E*. 

Revenons au cas où r = n. 
que E e.t E* -no.,, ... H>tnf-

"'"'''"'"A.Liv ne 
que soi1t u de E : 

< u(x), q>ou(y) > = < x, q>(y) > (1). 

il est naturel de considérer 
T1<0ll"'1->ll'•H 110-r<=•m•Ont" nsonlOI'ptnS'Jme g ·et on peut convenir E* 
au moyen de g. 

"'""'"-'J.J.'-"' (1) n'est œlors 
mais pour ceux 

f(u(x), u(y)) = f(x, y) 

égalité équivalente à l'égaUté (1), où q> est fait égal à g. 
établi par g est donc re·specté pa1r tous les """''"'-'-' .... v" 

la forme bilinéaire f à ·laquelle g est associée, et par seulement. 

Cffte identification une fois faite, on voit se confondre les deux 
nitions de l'orthogonalité. En effet : 
2e définition: x~ y ~ f(x, y)= 0 si xE E y E 
pe définition: x~g(y) ~ <x, g(y) > = f(x, = 0 

si x g(y) E E*. 

E 

Si on identifie g(y) et y, toute différence mais il de 
note~r la définition de l'o~thogonalité de deux de E pas 

pour la ·structure d'espace veetorie·l de E elle est relative à 
une structure plus riche corre1s1pondant à la double d'une struc­
ture d'espace vectoriel et d'une forme choisie une fois pour 
toutes, qu'on appelle forme 

Par exemple, dans R3 rapporté à un trièdre orthonormé 
identification signifie assimHe le vecteur de coordonnées 
la forme linéaire• : 

(x, y, z) ------7 ux + vy wz 

cette 
v, w) à 

forme qui a pour coordonnées (u, v, w) dans la base duale. Que les deux 
vecteurs U (u, v, w) et U' (u', v', w') ~soient s'écrit alors avec 
nos notations < U, U' > = 0 ou uu' vv' = 0, c'est-à-dire que U' 
~n;n.~qi"'ft~<~nlt au plan ux + vy wz = 

r = n. Soit H 
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NORME ET DISTANCE ASSOCIEES 
FORME POSITIVE. 

ESPACE HILBERTIEN REEL. 

Etant donné un espace vectoriel de dimens~ion finie ou infinie su;r 
une forme sur cet espace est dite définie si eJile ne 

ou nulles et ne que pour le vec-

La forme bilinéaire défi-
nie est scalaire. Le vec-
teurs est ·la valeur de Ja forme ce de vecteurs et sa nullité 

onnogoJtlaliiJte de ces vecteurs. On rencontre pour le pro-
scalaire de x et y les diverses notations suivantes : 

x.y, <x, y>, (xly), y), etc ... 
On as,socier à toute forme défini·e une 

nonne une distance. 

générale d'une norme : 
Une norme sur un espace vectoriel E sur R 

cation de E dans R+ au vecteur xE E fait coJLTesn<)n(tre 
tif norme x, et saHsfait aux trois ,.,.,..,,...,.,., 

= 0 <=::;> X= 

ER (ou C) = jÀjl!x!J, 
Yli ~ IFz:ll + IIYII· 

Cette dernière conditiOIJl est souvent a•uuvJl'VIC ........ ,su ..... 

lifié de normé. 
norme est d-éfinie sur un es:pa·ce 

Exercice 49. - Montrer que dans un espace vectoriel normé la boule unité 
1 x; Il x Il ~ 1 ! est convexe. 

Norme relative à une fOI'me 
vectoriel sur R. 

sur un es pace 

Or 

Soit Q la forme On pose: 

satisfait aux axiomes de~s normes. 
x= 0 la forme est définie """'""·""1 .... ,.,""' 

= 11-l !lxii· 
'Sera par l'inégalité de Schwarz. Soit 

qu~ant:ne doit être ou nulle pour tout ),. 

pour que ce tr·inôme en 
que: 

orr•nr•n• 1' 0 : Observons que 
existe À tel que 

est néces-
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Cosinus de de deux vecteurs. 
Il ·est défini ~par : 

f(x, y) 
COS· V = j!xl!l!yll 

.nr.rm..-..... ,. .• ,"" entre -1 elt 

que 

1, en vertu de 

Exemple : Soit E = e ( [ 0, 1], R), e,s,pace ve·ctoriel des fonctions réel­
le's sur [ 0, 1] ; on peut considére·r la forme : 

f(x, y)= .r: x(t)y(t)dt 

·est bilinéaire et a\Sisociée à la forme quadratique : 

Jo' x2(t)dt 

définie positive puisqu'die ne s'annule que pour ~·a fonction nuHe ; la 
norme d'une fonction 1s·era : 

llxl!= x2(t)dt 

et ·le cosinus d1e deux fonctions sera : 

cos (x, 

y2(t)dt 

Distance. On appeUe· distance, de d·eux ve·cteull"s d'un es,pace vectoriel 
normé, la norme de leur différence : 

d (x, y)= !lx- Yll· 
C'est une application E2 ~ R+ qui satisfait aux axiomes sui­

vants: 
d(x,y)=O ~ x=y 
d (x, y) = d (y, x) 
d (x, y) ~ d (x, z) + d (z, y). 

CeUe dist,ance e~st invariante pa1r translation : 
d (a+ x, a + y)= d (x, y). 

Distance sur un espace affine par rapport à un espace vectoriel normé T. 
On peut définir une distance sur en pos.ant pour tout couple de 

points (p, q) d·e E : 
d (p, q) = lllvqll 

où fvq est le ve(/teu:r de· T re·présent.ant la translation de E qui envoie p 
sur q. 

Cette distance est invariante :par toutes les translations de E. 

Terminologie. On peut. donner l·e nom d'esp~ce de ,Hi~bert à. t~ut 
es,pace vectoriel sur muni d'une forme quadratique, defini·e, pos1hve. 
Mai's Utne te•rminologie plus précise : 
1) les espaces préhilbertiens réels, de dimen:sâon infinie ; 
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hilbertiens réels ou << de réels. > de dimension infi-
...,...,,, ...... .., .... ...,,,...,. pour la distance associée à la norme A.P.M. l; 1) ; 

,Jes espaces de dimension sont toujours coJmiJile·1:s 
s·e·ra démontré dans A.P.M. Ill; l'exerrcice 50 

pour l'espace euclidien de dimension 2). Ce ca1s être considéré comme 
un cas du PT!ece~.aent. 

Le terrme euclidien est aussi utilisé pour •Lu;;,, ... "J ...... , ... 
affine e1t 'n'">C,TT"~rTU'.O. associé à un •e•spa:ce ve•ctoriel normé du vn~·ce:uent, 

Base orthonormée d'un espace euclidien. 
Nous avons: vu (IX, 2) l'on pouvai1t choisir, pour un espace de 

dimens,ion une ba'Se de vecteurs ai, deux à deux or,thogonaux 
.. 

et tels que la forme s'écrivait Q(x) = ~ ,i(x-t)2, avec 
i=l 

- 1 ou O. Pour un espace euolidien où ~.a forme Q est définie, 
existe donc des bases t•e1le·s que : 

n 

Q(x) = ~ (xt)2, 
i=l 

Une teUe bas1e earactédsée par le fait que les éléments de la base ont 
tous pour norme 1, et sont deux à deux orthogonaux, est dite base ortho­
normée. 

Par rapport à ·elle, 1}e produit 's1calaire a pour express,ion : 

On a en particuHer (x!ai) = xt. 

La ièm.e coordonnée d'un vecteur est donc le produit scalaire de ce 
vecteur par le ièm.a vecteur de la base. 

Rem.arque :Il faut bien noter le fai1t, pour une base, d'être ortho-
normée n' e'si pa1s une propriété .pour ~la Sltructure d' e·s•pace 
ve•ctorie,l, mais une propriété relative à la forme quadratique fondamen­
tal·e ·chois·ie. Inversement, ·choi1sir une base quelconque d'un espace ve·c­
toriel et ·la déclarer orthonormée revient à choisir une forme quadratique. 
En effet, < ai, g(aJ) > est connu (sa valeur est ?iu) pour tout couple (i, j) ; 
donc, f(Œ~,, ai) l'est aussi et ·par ·conséquent f(x, y) aussi pour tout cou-

(x, y). 
Plus généralement, on ·considérer une famille orthonormée, for-

mée de vecteurs ai, de norme 1, deux à d·eux orthogonaux. Une telle famille 
est une car : 

Il suffit donc qu'une tel1le famillle ait un nombre d'éléments égal à la 
dimension de l' estpace poulf en constitue une base. 

Exercice 50. - On considère l'espace vectoriel V des solutions de l'équa~ 
tion différentielle 

y'' + 2 ay' + (b2 + a2) y = 0 
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(a et b constantes données; a> 0). 
Déterminer une base B de V. 
On définit un produit scalaire dans V par 

e2ax Y1 Y2 dx 

Calculer expression en fonction des coordonnées de Yl et Y2 dans B. 
Calculer 
Déterminer une base orthonormée de V. 
Définir une suite de Cauchy. Montrer qu'elle est convergente. 

Reprendre les mêmes questions avec le produit scalaire suivant 

§ 5. 

1. Toute isométrie de 

'UVJ..L0J.f'_._f'~rrvn·C' alors 

[y,, y,] =la~ 

DE 

euclidien est une transformation affine. 

vectorie~l de n 
lui donner une 

une 

les 

co,:,l.Ja: .... ,...., affine E étaient des 
composer une isométrie avec une 

une isométrie laissan:t invariant un 
toute isométrie est le d'une 

invariant. 
0 

et une isométrie u de E .Hu·"'""~ .... , 
aooncanou de To dans 
sommes ramenés à ·che,rcher les· 

conservent la distance donnée id par d 
]es u vérifient : 

à ·cause de l'invariance de 
Q(x) = Q(u(x)). 

Mais si f est ~la forme sca~aires relatifs à Q 
sont : 

et (u(x)lu(y)) = 
D'où : = (u(x) 

Le s·cœlaire est donc conservé par u. 
II en résulte es't une base de lers vec-

d·e nonne 1, et d'autre deux à deux 
de n, ils· constituent donc une base ortho-
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Mais si x es:t vecteur de on a 

X= 

On a par suite : 

et : 

u est donc un de vectoriel transforme 
toute bas·e orthonormée en orthononnée. 

Autrement toutes les isométries de E sont affines 
de E sur lui-mê1ne. 

2. Transformations orîth<}~(;n2tleJ3. ,,~ronn,.,. orUJ.o;!l;oJnal. 

Chm"chons à caractériser de mam.ere 
de T laissent invariante. Nous 

est n es:t donc 
pn:tsnies u de T tels que 

Notons que ce ·Sont les autoJmc>n:misnies 3, 
Si est en fai-

sant 
>. 

La ~condition que u doit vérifier est donc : 
V E E X E < x, > =x, tuogou(y) > 

est ,.,.,,.,,,...... à : 

ou 

Les transfonnations 
relative à leurs 

à une base 
donne : 
tO.O=I 
to = o-1 

à une base orthonorn1ée (*). 
satisfont à : 

Vi Coc{}2 = 1 v 

Ces nécessaire·s et suffisant•es 
Ina trioe 0 par sa soit la 1natrice 

j=l 

G est la nudrice 

commu­
car une 

carrées de 
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que les vecteurs de coordonnées a.{ forment une base 
orthonormée. 

Le·s transformations sous·-
du 

La relation g = tuogou entraîne, dans tous les que le détermi-
nant de u ait pour carré 1. On peut distingue.r deux les 
transformations orthogonale•s· suivant le signe de leur déter·minant : 
- ·ceUes, dont le déter·minant vaut 1, sont dites positives ou directes ; 
- ceUes, dont le déterminant vaut -1, sont dites négatives ou 
ou indirectes. 

Les transformations directes forment un invariant du 
groupe orthogonal. 

Si nous cons·idérons a•lors tous ·les sous-ens·embles de Rn d'un 
même sous-·ensemble dans une transformation orthogonale (toute·s· les 
figures isométriques d'une même dans le langage de la 
élém·entairre), leur ensemble elst en deux et ils 
nent à l'une ou à l'autre que transformation orthogonale qui 
les a fourni.s e•st di•recte ou inverse. On pass·e par une transformation 
orthogonale dir•ecte de l'un à l'auh·e de deux ensembles de la 
même •clas:s•e. La 'propriété deux tels ens·e·mbles de se déduire 
l'un d.e l'autre dans une transformation ou isométrie directe 
est donc une r·elation (e.J.le· est de l'ens•emble 
à partir C'est cette que l'on 
exprim.e elll le•s deux sous-ensembles ont orientation. 

Le pour ense·mbles JSC}meu~Iques, 
ment à chaClune de•S· deux classes•, donc d'être dans une 
trie inverse (également indépendante du de de la classifica-
tion), ·s·e traduira en disant qu'Hs ont de·s orientations contraires (*). 

Nous al•lons étudie•r n1aintenant le·s valeurs: propres 
d'une transformation et nous verrons si on 

.nonn·•T"·O· une des ..-n•-.rt-..••r><H' 

Valeurs propres. Ce sont les 
Nous ne nous occuperons d'abord 
ont dire'ctement une g.eonle1tfl•ŒU:e• 

Ces radne·s réeHes ne .,..,...,."''"''"' 
que u admette un ve•1cteur 

(*) Cette notion d'orientation peut d'ailleurs être étendue 
qui ne sont pas isométriques mais qui sont affinement lRomo•rDtles. 
ensembles se correspondent dans une transformation affine 
sion n de l'espace, on pourra dire qu'ils ont même 
contraires snivant que le déterminant de la matrice de 
la transformation affine est positif ou négatif. 

En particulier l'image d'une base de l'espace vectoriel 
n est une base. Et, par une transformation affine de 
n vecteurs formant base de l'espace vector'iel d'origine a 
formant base de l'espace vectoriel d'origine l'image de a. 
avoir même orientation ou des orientations contraires. Dans 
la notion de sens des trièdres. 

en 

mais: 

d'où: 
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- donc: 
f(u(x), u(x)) = {(Àx, ÀX) = À2f(x, 

À2 = 1. 
re~marquons 

de degré 1·rnno11r au moins une valeur propre 
Quand on aura ·trouvé une valeur on che·rchera ·les ve'c-

teurs prop;es. ?or~es·pondants-. Nous renvoyons à 51 pour voir 
comment_.l uhhsahon de ve,cteur~s p·ropres permet de simplifier les formes 
de•s matnces orthogonales .. 

Exemple: Transformations orthogonales dans R2. 
Supposons R2 rapporté à une bas1e orthonormée 11 , Les coefficients 

d'une matrice orthogonale satisfont à : 

(a.}) 2 (œÎ)2 = 1 (oc~)2 (~)2 = 1 
on peut donc toujours poser : 

cos(/,. 
2 • a.1 = s1n a. 

Mais ils, doivent en outre vérifie·r : 

a.~= cos·~ 
sin~ 

cos œ cos ~ sin œ sin ~ = 0, 

soit 7t 
œ=~+ 2 k'IÇ 

D'où lers deux matrice·s : 

(k EZ) 

( 
cos a. - sin a. ) , . 
sin œ ·cos œ de determinant 1 (isométrie positive, rotation autour 

de l'origine) ; 

(
cos a. sin œ) , . 
sin a. _cos oc . de dete·rm1nant- 1 (isométrie négative). 

Une valeur propre d·e la première s·atisferait à : 
(À- COS· a.) 2 + sin2a. = 0. 

Il n'en existe donc pa•s die réelle sauf dans le cas sin a.= 0, cas se 
subdivise en : 

sin œ = 0 ·cos a. == 1 sin a.= 0 COS' a.= -1 

(~ ~) (-ô -~) 
identité demi-tour autour de l'origine 
Dans ~ce·s d·eux transformations•, tous les' vecteurs sont propres. 

Quant à la matrice de déterminant -1, eHe admet pour va,leur pro­
pre les racines de : 

(·cos oc - À) cos oc - À) - sin2a. = O, 
soit À=±l. 

Les: vecteurs propres corres,pondants, définis par leurs co•orr·t1m1n,P.es 
la base l1 l2 (x= x1 l1 x2 l2, x'= x'1 l1 + x'2 l2) vérifient : 
pour À= 1 x1 (cos oc -1) x2 ·sin a.= 0, 

d'où 

pour À=-1 

x1 =cos~ 
2 

X'1 (COS' a.+ 1) 

x2 =sin ~ · 
2 ' 

x'2 ·sin œ = 0, 

dans 



d'où 
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sin 2, 
a 

x'2 =COS-. 
2 

Ces vecteurs x et x' constituent une base par 
ta matrice s'écrit : 

' 1 0 \ 
( 0 -1) 

C'est la matrice d'une 
rotations de centre 0 

0 sont les seules 
et inverses. Mais, si on classe les de v ne 

de leurs valeurs propres et de leurs vecteurs nous devons 1nettre 
à les deux cas et nous avons donc ~es· 

de dont les matrices admettent les 

Exercice 51. 
a) Dons une transformation orthogonale, quand un vecteur est propre, le 

sous-espace orthogonal est tnvariant. Plus quand un sous·-
espace est invariant, son orthogonal est 

b) Deux vecteurs propres correspondant à des valeurs propres différentes 
sont orthogonaux. 

c) Déduire de ces une forme simple que l'on peut donner à une 
matrice orthogonale. en que si la transforma:ion a tou-
tes ses valeurs propres réelles on peut la diagonaliser _par rapport a une, base 
orthonormée ; que dans le cas contraire, on peut, tOUJOUrs pa-r rapport a une 
bose orthonormée, la mettre sous ia forme 

'(M) 

( 0 (~')) 
M représentant une matrice diagonale et M' une matrice à vo-
leurs propres imaginaires. 

d) Caractériser l'ensemble des vecteurs propres de la transformation. 

5. Valeurs propres et vecteurs propres imta~~ü1.aiJres 

E étant un es~pace de dimension n sur R et 
base, que E est à Rn par 

étant une 

x~ 

si xl ... xn sont les de x E dans ,la base (a1 ... . Rn est un 
è'I-~~J.J.,;:)"GJLlU .. Hv de en ; E donc être comme un sous-enseln-

""''"'"r•o F de din1ensions n sur C pour ba'se. 
une forme bilinéaire associée forme 

elle a pour valeur : 
f = 1l xi yi 
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a été choisie orthonormée 
une forme bilinéaire surF 

f mais celle.,ci 
des x '"''"'·'"''"'"'f,......,. 

àf. 

considérer 
la même Illatrice par ,..., . .,.""'·"'"'~ à }a base 

encore dans F : 

f (x, y)= f îi(y)) 

puisque la matrice de Ù ·continue à vérifier tO 0-1 par à la 
base qui est orthonormée. 

Cet automorphisme admet n valeurs ou non. Soit 
À une de ces valeurs propres supposée au 
moins un vecteur propre x (certainement car réel 

la matrice de Û étant à coefficients réels ;;_(x) le serait 
toujours : 

f =À2 t 
·cette fois, À2 =F 1 et cette égalité entraîne 

f x)= O. 
Tout vecteur propre tel 

vecteur orthogonal à .Iui-Inême 
A deux valeurs -nv·A.r>"rL1•<"' J.JLU."-'ll"'t.I..U<AJ..I. 

jours des vecteurs 
imaginaires conjuguées par Le sous-e~space 

engendlre par -ces deux ve·cteurs est invariant par la transformation Û. 

Exercice 52. - Montrer que ce sous-espace contient un sous-ensemble 
qui est un sous-espace vectoriel sur R. 

En déduire, si u est une transformation orthogonale sans valeurs propres 
~éelles, que R2P est somme directe de p sous-espaces Ei de dimension 2, deux 
a deux orthogonaux et que u est le produit de p transformations ui induisant 
une rotation dans Ei et laissant invoriont EB En déduire la forme la plus 

j-::j:.i 
simple que l'on puisse donner à une matrice orthogonale dans ce cas et dans 
le cas généraL 

Exercice 53. - Caractériser tous les types de transformations orthogo­
nales de R3 et R4 . (Forme des matrices ; vecteurs propres; sous-espaces inva­
riants). 

Exercice 54. - E est un espace vectoriel sur le corps des complexes C ; 
il est donc aussi espace vectoriel sur le corps des réels R. On précisera celle 
des deux structures précédentes qui est considérée pour E en la désignant 
par E(C) (espace vectoriel sur C) ou E(R) (espace vectoriel sur R). 
1) Une ba·se de E(C) étant donnée, en déduire une bose de E(R}. 

Si dim E(C) = n, que vaut dim E(R) ? 
2) Indiquer la forme des applicotions linéaires de C dans C et de R2 dans R2. 
3) Montrer que si f est une forme linéaire sur E(C) c'est une application 
linéaire de E(R.) dans C. 

Montrer que l'inclusion (E(C), C) c 2 (E(R), C) est stricte. 
4) Soit f une forme linéaire sur E(C). Pour tout x de E on désigne par et 
tj;(x) respectivement les pa,rties réelles et imaginaires de f(x). 

Montrer que les applications cp et 4; ainsi définies appartiennent à 2 (E(R), R) 
et que l'on a 

cpOxJ = - tj;(x) 
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5) Montrer que, réciproquement, à tout élément de (E(R), R) correspond 
un élément f unique de ,C (E(C), C) tel que soit la partie réelle de 
f(x). 

Quelle en déduit-on pour les deux espaces 
E C) et (E(R), R)? 

6) Soit E un vectoriel sur R ; montrer que la condition nécessoire et suf-
fisante puisse recevoir une structure d'espace vectoriel sur C est 
qu'il un isomorphisme u de E sur E (pour sa structure E(R) d'espace 
vectoriel sur R) tel que pour tout x de E, uou(x) - x. 

Exercice 55. - Etant donné un espace vectoriel de E sur R, normé à l'aide 
d1 une forme définie positive f et étant donné sur cet espace une forme bili­
néaire symétrique cp, on veut montrer qu'ii est possible de trouver une base 
orthonormée de E par rapport à laquelle la matrice de cp soit diagonalisée. 
Dans ce but on montrera : 
1) pour que l'hyperplan orthogonal a un vecteur soit confondu av~ l'hyper­
plan conjugué de ce vecteur por rapport à cp il faut et il suffit que ce vecteur 
soit vecteur propre de l'application linéaire de E dans E, g-lot.IJ, g et t.1J repré­
sentant les applications de E dans E* respectivement associées à f et à cp. 
2) cette application g-lot.~J a toutes ses valeurs propres réelles. 

§ 6. FORMES ET HERMITIENNES 

l. Définition. 

Dans ce nous avons fait 
111édiaire. n1aintenant Cn en 
vectoriel sur C, soit E. Quelle que soit la forme 

la forme f x) ne la 
de définir une norme à d'elle. 

Par dans 

s'annule pour des vecteurs x non nuls. 

en le rôle d'un 
tout autre 

t 

Mais si xi et xi sont des non1bres irrta~~irtai.res 

au 

les a.i1 étant des coefficients 

(ce 
V(i, 

entraîne que les a.ii 

Une telle 
elle de 

Elle est telle aussi que : 
V(x, y) E E2 f 

Ceci nous amène à poser les définitions 

si tous les xi sont nuls. 

x. Par à y, 
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On auu'V.U'-' 

telle que 
semi-linéaire sur E une cp de 

linéaire par rap­
l'autre. 

de 

""'-IJt-H'"'-'Vl'L .. '-' ..... de E 2 dans C est 
~ .. ~ ........ ._, elle est semi-linéaire 

f (x, y)= 

Mais, 

xi yi f (aiJ a;) 

a.iJ = f (ai, aj). 
de 

a.,ji = a.,ij1 

cherchons la valeur de la forme pour x= y. 

f (x, x) = (a.ii xi a.ii xi) + 
est un nombre réel. 

H: x ----7 
est donc une a·vv~A'-'«'~.l\JU. de E dans R 

f (Àx, Àx) = ), À f 
Cette application est 

111itienne est donc une aTJflJllc:nion 
d'une appli-cation 

Dans le cas où 
être rangés dans une 

est de dimension 
Inatrice dite ma triee 
de la connaissance de 
dont elle est is,sue ; 

t 
-H 

2. 

Nous avons associé à toute 
forme quadratique, deux 
dans le cas où f était .,,nm.aT.-.~n" 
port à une base de E à la 
la forme Nous pouvons faire 
nr>., ..... ..-.. , ...... f\i1> du fait est 
ramener à des 

forme bilinéaire 
de E dansE* 

et avaient alors 
duale de E* 
une étude 

Nous 

la ses-

de 



132-

"'"'T"""'"'"' vectoriel sur C et s.i ÀX le par 
À e C et de x e nous pouvons définir sur E une 

externe dont le sera noté À* x, en IJ'-''""""'· .... 

À* x= À x. 
as·sociée à la 1nême loi de 

tatif sur lui ·com1ne il est aisé de le 

vectoriel distincte de la 
l'ensemble E muni de ·cette structure. Il faut bien T't>lrnD ...... n·n 

le 1nême ensemble mai•s muni de deux 
clair, en vertu de la relation très entre les deux structures, 

que toute base de E es~t une base de 
Si u est une application de E dans un es,pace vectoriel F sur c'est 

aussi une application de E dans F, mais si u est linéaire elle e~t 
semilinéaire pour F et En est cons·ervee 
et si : 

u(ÀX) =À u(x) 

on aura: u(5: x) = 5: u(x) 

Si, au contraire : u(À * x) =À u(x) 

on aura: u(Àx) = u(À *x)= i u(x) sur E). 

Le dual de E e•st l'espace des formes linéaires sur E ; le dual de E 
est l'espa1ce des formes linéaires sur et semilinéaires sur étant bien 

entendu que externe 'SUr est définie pour : 
À e c u e xe E par (Àu)(x) = 

où Àu(x) est le produit dans C des nombres ·complexes À et 
Ceci à partir de la forme sesquilinéai re f, de 

à ce nous avons fait en 2, 1 et 2), nous pourrons 

y de E (ou E c'est le même ensemble), -l'application gy définie 'par : 
V xe E (x, y); 

f étant linéaire en x, gy 

où < x*> 
EX 

écrire : 

bilinéaire sur 

On a ainsi défini une application de E (ou dans E* qu~ envoie Y 
sur gy. Désignons cette application par g, et remplaçons la notabon gy par 
la notation g(y). 

L'additivité de 
f (x, Ày) = À f (x, y) 

g(Ày) = ):g(y) 

entraîne l'additivité de g. D'autre 
de n1anières par : 

ou g (À* y)= Àg(y), 

c'est-à-dire que g est une 
rtuuJ..tva.L.o.vu. linéaire de E dans E*. 

semilinéaire de E dans E* et une 

C' e:s•t ce de·rnie•r de vue que nous allons . La 

tg de g est une application de E** dans Si E est de d,imens~on .. 
on a E** = E par l'application Dans le cas ou la d1mens1on 

de E est infinie, on peut restreindre tg au sous-espace È de E** canoni­
à E. Dans les deux cas, on aura donc : 

VxEE V y e f (x, y) = < x, g(y) > = < tg(x), y >· 
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La "'1
""'.-.-."'" ... ,,..., hermitienne de f 

f (x, y)=< y>· 

Considérons alors dans C: 

Yœ:y~ < 
Elle e·st linéaire car -elle est additive et : 

< g(x), À* y > = < g(x), 

C'est donc un élément de 

y>. 

Y>=À<g(x),y>. 

Cette linéaire Yœ e•st de x par une 

de E dans Nous. noterons· dorénavant Yœ par y(x) et on 

< y(x), y>=< y>= <x, g(y) >. 

y 

On vérifie immédiatement y est une application linéaire. De 
l'égalité < y(x), = < tg(x), y vraie pour tout couple (x, y) d'élé-
ments de E, on y= tg, égalité généralise l'égalité analogue 
(g =tg) nous avons trouvée dans des formes bilinéaires symé-
triques. de cette nous allons retrouver la condition que 
doit remplir la matrice d'une forme hermitienne, définie sur un espace 
de dimension finie. Supposons alors que l'on ait choisi une base (ai) dans 

à la même base, E* et aux bases duales cor-

(ai) dans E* et (bi) dans . Il y a lieu de remarquer que, 
bi ~soient caractérisées par les mêmes égalités : 

< ai, ai > = ô{ < ai, b; > = ô{, 
eUes sont différentes, ear les aJ sont des formes linéaires sur E et les bi de~ 

formes linéaires sur ou semi-linéaires sur E. Si x est un élément de E 

et si ses 'coordonnées dans E sont xi, dans elles sont Xi. On a, en effet : 

x = lJ xi ai = lJ * ai, 
d'où ai(x) xi bi(x) = xj. 
Comparons alors' l~es~ matrices de g (application de dans E*) et de y 

(application de E dans E*) par rapport à ces bases. On a : 
g(ai) = ~ oci1 aj y( ai) = lJ ~ii bi. 

On doit avoir : 

d'où ocik ·= ~ik· 
De y= tg, on déduit donc pour la matrice G de g la condition : 

v (i, k) C!.ik ·= Cl.kü 

ce que l'on écrit symboliquement : 

La condition nécessaire et suffisante pour que G soit la matrice d'une 
forme hel'mitienne est que sa trans posée soit égale à son imaginail'e 
conjuguée. 

La théorie de la de la matrice G se déroule 
lement à ·celle des matrices des formes sur R et vVJL.lu.u.o.l 

des résultats analogues : 
Les coefficients s-ont réels, les nombres de coefficients 

positifs·, négatifs et nuls sont liés à la forme est dite 
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ue'nnl.e .,..,.r;"''' 7
''TO si le nombre des coefficients est à di men-

Dans ce cas, on a : 
V x E E ~ 0 et = 0 ~ x= O. 

Cette dernière caractérise par définition les fonnes hernli-
tiennes définies no·<;:ltl"UÇ>,<;: lEU""'"'"'"' la dimension de E est infinie. 

Exercice 56. - H étant une forme hermitienne définie positive et f la 
forme sesquillnéaire associée, montrer que (CR z désignant la partie réelle du 
nombre complexe z) 

[CR f (x, y)]2 ~ (f(x, x) f (y, y) (1) 

En déduire que VH7XJ = est une norme sur E. Montrer qu/on 
peut aussi déduire de ( 1 ) que 

l<f(x, y)!2 < f(x, x) f(y, y) 

3. unitaires. 
A la notion 

cation unitaire. On 'A'-''"'~"•'""''-' 

f étant la forme définie 

remarquons d'abord 
enaom(>qJmismte une des 

"·""-J..._ ....... ,..,, 1' est 
aussi pour l'autre. 

u (À =À 

'-'"''tJvLA'U«.u .. , la matrice de u s·era différente suivant que l'on considère 
une structure ou l'autre. Si U est la matrice de u pour E rapporté à la 
base (ai), sera la matrice pour rapporté à la même base (en effet, 

u(ai) = * ai). Les seront également distinctes, 

l'autre dans Pour ces raisons, nous 

endom<>n:•hiSITle de E et par v r endomorphisme de 
seule et même application. 

Dire que u est unitaire s'écrit donc : 
f (x, y)= f(u(x)), u(y)) 

en faisant intervenir l'application g et en utilisant la convention de 
u et v: 

<x, g(y) > = < u(x), gov(y) >. 
En introduisant la transposée : 

< x, g(y) > = < x, tuogov(y) >. 
Une condition nécessaire et suffisante pour que u soit unitaire est 

donc: 

pour les matrices 
g= 

...., .. J ........ ...,, dans le cas des espaces de dl1[nens:ton 

G=tUG 
En si G est la matrice on a : U-1 = tU qui est 

valent à U-1 = 
L'étude de la des matrices unitaires est à 

celle des matrices et conduit à des résultats "'"'·<AA'"l"'.' .... V'"'' 

Exercice 1. 

faire à tout x e [ 0, 1 J un déve-
..... ..., • ., ... UJLU..t ............... u ..... .._ et un seul à condition d'éliminer tous les déve-

d'un certain rang constitués de 9 et que 

y) définie 

Si t = 0,23459696999891 ..... nous aurons : 
x 0,24999 ..... y= 0,356981 ..... 

Ce point est le même que x= 0,25, y= 0,356981 ..... , serait obtenu à 
partir de t'= 0,235506090801 ..... =rf= t, et l'application ainsi définie n'est 
donc injective. 

prenant au contraire la deuxième application définie dans 
l'énoncé, toutes les tranches de décimales considérées par 
un différent de nous sommes sûrs que les deux développements 
de x et de provenant de t, sont eux-mêmes 
pro:pres. nouvelle et, cette fois, elle 
est Injective puisque t entraîne que x et x' part, y et y' d'autre 
part ont des développements propres formellement différents, donc sont 
différents. 

L'existence de cette 
Cherchons si 

Soit t0 et (x0 , y0 ) son image. Si t 
vers x0 et tend vers y0 ? Si t0 n'est 

propre une .u ........ UA.., .... 

que la réponse 
première décimale de t 
vers et il en sera 
différentes x et x0 , de 

Mais si t0 est une TT'''"'TliHln .... .._,_, ............... ...,, c'est-à-dire si son 
propre ne d'un certain rang, et 
vers t0 par valeurs sera pas ainsi. par .. n .. ,~ ....... tJ .. ""' 

fo= Xo= Yo= 
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les valeurs de t inférieures à t0 et tendant vers 
ppenletus de la forme : 

Elles ont 

Û, il.l OC2 ••• 
le nombre de 9 
aura: 

suit 1e 4 tendant vers l'infini t tend vers t0 • On 

tendra vers 
X= 

mais: 
..... 9 OC2 ••••• 

ne tend 
constance 

du 
La 

Il est clair que cette dr­
sur x ou sur y suivant la 

de t0 • 

u ... ..,.._,_,.,,, ..... u.c- à gauche pour tou-

tes les valeurs de t de la forme de x 

et y sont eUes-mêmes de cette . 
pour l'application ~ t soit discontinue 

(xo, Yo), il que, x vers x 0 et y tend vers y0 , 

In].nimlim des décimales de x et y, restent différentes de celles 
rang de x0 ou y0 , reste fini. Ceci ne peut se produire (et se pro­

que si x ou y est une fraction décimale, 
ex. : Xo = 0,84 Yo = 0,6666 ... 6 ... t0 = 0,86460606 ... 06 ... 

y tendant vers y0 , x tend vers x 0 par valeur inférieure, c'est-à-dire 
x est de la forme : x = 0,8399• ... 9 oc1 oc2 ••• avec un nombre de 9 qui 

vers on trouve t = 0,86399 ... 96 oc1 6 a-.2 ••. , tend vers 
-=F to. 

La bijection (x, y) ~ t est discontinue pour tous les points du 

carré dont une coordonnée est de la 
k 

continue: 
: M(x, y) t 

où M un point carré, ne peut être bijective. Soient en effet 
Yo) et son t0 = f(M0) 

y1) et son image t1 = f(M1) Xo #Xl 

Si t0 = t1, f n'est pas bijective. Supposons t0 #ft. Considérons deux 
chemins continus, sans points communs, allant de M0 à M1, définis par 
exenipJ.e par deux fonctions continues : 

x~ Y= cp(x) on a alors,: t= f(x, cp(x)) = «P(x) 
x~ y= ~(x) t = f(x, ~(x))= W(x) 

«P et W sont deux fonctions continues de x satisfaisant à : 
«P(x0 ) = W(x0 ) = 
«P(Xl) = W(Xt) = 

Si t2 E ] lt [, les propriétés des. fonctions continues permettent d'affir-

Exercice 2. 
On sait 

tients 
sauf qo 

X2 E ]x0, X1 [ «PCx2) = t2 c'est-à-dire {CM2) = t2 

E ]x0 , X1 [ = t2 c'est-à-dire f(M;) = t2. 

M2 # M; et f n'est pas 

corr.::~sn,ond une suite illimitée de quo­
tous strictement positifs, 

.... '"'l"'''""· .... · ou nul et est justement nul pour un 

nombre de ] 0, 1 · 
strictement oosnus •. HC.UUJ.L 

suite de ses ,....., ....... ," .......... 
tion continue définit donc une 
de 1] d'une et les suites 
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... , qn ... d'entiers 
cette suite con1me 
lorme:m(~nt en frac­

irrationnels 
d'autre 

retirer un ensemble ensemble 
la de cet ense1nble. L'ensemble des 

V"-'-"'""'a_.,,.._,.._, c et l'ensemble des suites d'entiers a donc 
V"""'"'"'"'''"''"' c. Or, une telle suite est une 

N*~N* 
n Un • 

La puissance de l'ensemble c::J (N*, N*) de ces aoolJtcaticms est par défini-
tion de No at o. D'où: 

No ~o = c. 

Exercice 3. 
1) La donnée d'une suite de réels _. ..... ,'Yl\ . .,.,. ... , entre 0 et 1 est celle d'une 

N*~ [0,1] 
n Un 

et l'ensemble c::J de ces suites a c ~u • II reste à montrer 
que l'application dans 

CJ ~[0,1] 
1 Xn l X 

est bien une pour établir que c ~o = c. 
Or, cette application est inje,ctive car, si ! Xn ! et ! 1 sont deux sui-

tes différentes, il existe au moins un rang n pour lequel Xn ::F 
existe alors au moins un rang p ·pour 'les tranches de u.I:'L.l.lJl.t.::u 

correspondantes sont différentes : oc~-=F a.'~, et ces tranches de décimales 
se retrouveront au même rang dans les développements de x et de x' qui, 
en conséquence, seront différents. Ces développements étant propres grâce 
au procédé utilisé (·cf. ex. x et x' sont différents : 

! Xn 1 -=F 1 x~ 1 ==? x -=F x'. 
D'autre l'application est surjective. En effet, soit : 

x= 0, a1 a2 a3 ... ; 
les a représentant des tranches de décimales définies toujours par le 
même procédé. On posera : 

X1 = 0, a1 a2 a4 a1 ..... 
1 1 1 

X2 = 0, as a5 as ..... 
1 1 

Xs = 0, as a9 ..... 
1 

X4 = 0, a1o ..... 

les déchnales de x étant distribuées comme le schéma entre les 
différents termes de la suite. La suite ainsi définie a bien x comme 
dans l'application et on peut conclure que cette application est 

2) Remarquons qu'une application continue de [ 0, 1 dans R est 
déterminée par sa restriction à l'ensemble des rationnels 1]. En 
effet, tout réel x est la limite de la suite l l de ses valeurs ui:'L.l.l.l.ld.ll:'" 

défaut à 10-n une application est définie sur l'ensemble 



138 

n vers 
de 1' ensemble des 

soit 1] n Q dans R. 
...... ,,,,,.,,, ...... , .. c, des 

inférieure ou à 
aP1Pll4~atiOrls ·constantes de 1] 

jJ U..J..:>~><;U.~'-''-' cc • 
montrer que cc > c. 

que 2c strictement à c. 
cations d'un ensemble de 

e. 
e =c, 

les apJ.HllCU.UtHl:S de 

nous avons montré 
cc )! 2c, car l'ensemble des 
c dans un ensen1ble E' de 

1] 

sance c contient évidemment en:seiJnDJle des de E dans une 
à deux éléments de E'. CC )! 2c 

Exercice 4. 
1 o Un sous-module est d'abord un ; la à la 

deuxiè1ne est donc évidente. 
D'autre si g est un sous-groupe d'un groupe G: 

VaEg VnEZ naEg 
est donc stable pour externe et les axiomes de la structure 
module relativement à cette sont vérifiés. On conclure : 

sous-groupe Ç:::::::? sous-module. 
2o Soit A un anneau. Observons d'abord que sous-anneaux, sous-

nlodules et idéaux sont des sous-groupes de A pour sa loi de 

I un tel sm1s-.f!rcmr1e soit un sous-module sur A ou 
pour soit un soit stable pour 
externe : 

VaEA V x El axEl 
dans entre les notions d'idéal et sous-

D'autre de il résulte en 
V E I V x E I x y E I 

ce I étant un sous-groupe pour la 
que I soit un anneau. 

On conclure : 

idéal sous-n1odu le 

sous-anneau 

On doit .,-,.~·n"r.rn 

'"''""'v ....... ...,."'"' de sous-anneaux ne pas des ........ v..._ ......... 

Prenons A l'anneau des entiers de Gauss 
a bi ; a b E Z ; Z est un sous-anneau 

anneau n'est pas un idéal 
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des réels 
tous monômes sont 

n'est pas un 

un sm1 s-cmrns 

vectoriel est d'abord 
Mais ceci ne suffit pas 

r. ... ,.,.rl .. ,i'"' et les inverses e1e~n1ents. 
Ceci ne sm1s-es1Ja<~e vectoriel 
contenir les ...,. .... ,.,.r~ .. , 1."' 

Aucune 
vectoriel sur R. Il admet 

bi (a E Q ; bE n'est 
comme sous-espace vectoriel 

k'f': 6 =F n'est pas 
un sous-corps. 

Exercice 5. 
Tout x 

v1 

s'écrire : 
lJ ).i(b'1 - a) 

lJ ).Jb'j 

a étant combinaison linéaire finie des aü on a : 
x= :E + :E )Jb'j 

Cette décon1position est 
lJ !J.tai 

entraînerait : 

v1 

:E (!J.i- tJ.'i)at = :E ()..'J 

Un vecteur du sous-esp" ce 
vecteur de V1. Or, une telle 

lJ viai = lJ pib'J 
en revenant aux b 1 : 

lJ via,= :E 
:E viai a 

J,})b'j· 

par les serait à un 

et signifierait l'égalité d'un vecteur de 
possible que si ces vecteurs sont 

vecteur de V 2. Elle n'est 
OC'lC -<>-rlli'I'O si : 

V j pi = 0, ce qui entraîne 
et, par suite : Vi vi= 0, » 
on en conclut que : 

lai 1 U 1 l 

).'1 = ).f 

= 11" 

constitue une base. 1\:Iais ceci ""..,.,,, .. ,.mo aussi que E est somn1e directe des 
sous-espaces Vt et V'2. 

est donc un supp~1e1me~ntau~e il est distinct de car: 

Soit maintenant un autre élément 7i E V 1 et 

que précédemment, le sous-espace par ! 
trons que et V' 2 sont distincts si a =1= a . 

en un vecteur: 
lJ a) E 

de même 

al. Mon-
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Pour de la forme: 

s'écrire : 

=a Il Ài- a Il 
vecteur de V z d'un vecteur de V 1 ; 

c'est-à-dire si l'on a : 

Àj = Àj ; -a Il Àj = O. 
La ,.,.,..,.,",~",r.~.,, de ces deux conditions .,.a ... ,...a+ de mettre la seconde sous la 
forme: 

Pour tout vecteur pour 

nité K est de vecteurs de 

Exercice 6. 
La condition est nécessaire. 

que + ..... n =F 1 0 1 et 
section. 

a 

Soit alors xE E et sa 

on 
x=(Xl 

Cette 
directe des 

X=X1 Xz 

La condition est suffisante. 
v x e E 3 Xn e Yn e 

Mais alors : 
3 xn-1 e 

X= Xn + Yn• 
= 1 0 ! , on déduit 
que Xn e.st <d.e~teJrmLinée. 

Une infi-

1-J.JI:;·J.J.i.n;;.I. . .I.L pas à V' z. 

existe i n tel 
à cette 

+ X.H2 Xn• 

H n'est pas somme 

la décomposition précé­
et Yn é~:ueme~nt. 

X2 et yz l'on rla-1-a..-• .. -.-.>..,.,~.,. de nianière 

La décomposition de x = Xn Xn-1 
somnie directe des 

La condition 
donnés deux espaces et Hz 

trouver un espace 
H1 n = 1 o 1 n 

suffira pour cela de 

Xl EHl et Xz e 
On a alors 

... + Xz + X1 est H est 

Etant 
en 

Hz Hs n'est pas 

une som1ne 
x Xs 

Exercice 7. 

(yl 
ce 

1 o La somme 
c:;e car 
ments 
pour 
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Sicalaire encore à c:;e ou.IscJu· 
férentes 'les mêmes 
un sous-espace de CJ (A, K). 
L'application ({) E 9e telle que : 

= !l-1 'fl(az) = !J-2 ... 
et - ! a1, az, ... , Œn ! 

s'écrire : ({) = IJ-1 ({)a 1 

Toute 
linéaire finie 
constitue donc un c- ... r.,·t~\·YY"Oa 

ment une 
linéaire de 
toute linéaire de 'fla' avec a'# a 

L'ensemble des ..... .J'i.JU''-' ........ ..., ...... "' 

une évidente entre A et 

écrire un élément 
sous la forme 

avec X1 E 
x distincte pre-

à 
d'élé­

=F 0 et de ceux 
cp e ·Je par un 
de valeurs dif­
cp. c:;e est donc 

veut, les deux ensen1bles et pas 
vénient pour la à les linéaires formelles 
d'élénients de A sous la forme Il ! !Laa; a E A l au lieu de Il 1 !l-a'fla; a E A l 

2° Tout ({) E Cff. s'écrit de manière 
'fl = Il ! !J.a({ia ; a E A ! . 

IJ est alors naturel de lui faire l'élénient x de H : 
x= Il ! ~Laa ; a E H l 

de 9f. dans H qui à fait x est linéaire 
sa définition même. Elle est H étant engendré 

les con1binaisons linéaires finies A dans E décrivent 
Pour soit il faut que tout élément de H soit 

obtenu d'une seule façon com1ne con1binaison linéaire finie d'éléments 
de A. Il en sera si et seulenient si .f;. est une base de c'est-à-dire 
une partie libre de 

L'application de 9t sur H fait 
linéaire fonnelle d'éléments de 
on utilisait ici la notation u .. n .. u.'U1uc;c 

deux seraient notées de la 
n'est injective, 

formelles ont pour 

Exercice 8. 
1 o Un élément xE E s'écrit l xi; i E I 1 . E a une structure 

vectoriel sur K pour les deux lois 
! xi l l Y-t ! = l xi Yi ! 

À lxi =lÀ xi 1 
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=E9 

U contient tou­
donc tous les élé­

,_..., ....... .,".~ .... A ... ,._._,.., différentes de 
n'ont 

de 

3 o Les nombres cardinaux Cx et Cxr des ensembles des -com·]po:smne~s 
non nulles de deux éléments x et x' de E vérifient : 

ce 
a 

entraîne ~ a . 
' a étant un cardinal infini 

a=a. D'où x x' 
Pour deux éléments de Fa on a de n1ême : 

C:c+œ' ~ Cœ ~ a a = a 
x 

d'autre 
::::::;> ÀX 

que 
et xe ::::::;> ÀXE 

Si a= N 0 , cw < a veut dire <s: C111 fini :t. On retrouve 

Exercice 9. 
est bien un espace vectoriel sur R car il vérifie tous les axi01nes 
structure. On en obtient immédiatement une base B formée de 

tous les rnonôn1es de inférieur ou à soit n 1 monômes 
n, n monôrnes n 1, ... , etc., au 

1 2 3 1 = (n 1) (n 2) = N 

1nonôn1es. Ce nombre ,.,..,,.... .. ,,.,.,-,,..,..,. 
Les deux 

pas des sous-espaces 
ensen1ble 

le -r>v.nrl·n•'~" 

Tous 

ne sont 
du sous­

pour le 

Leur sous-espace est 
est fourni par celui 

Sa dimension est 
immédiate-

à n à une indéterminée. 
car c'est celui obtient en 

considérant les 
coefficients non 
fourni par l'ensemble 
Sa dimension est -
tion de B. 
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c'est-à-dire SOUS fonne de somme d'un nA·I"U1'1fi1'1'1L> 

d'autre l'intersection des 
nul. Des bases s'obtiennent encore par 
et ,m,..,. ... ,,. .. 

Sin= 
la 

on vérifie bien que (À 

Sin= 2À 

et on vérifie encore que (À 

contient 1 
contient 2 

À(À 1) 

1 =(À 

'VVvi.J.Jl'VJ.'-'UL• sous 
xqyP) avec p q~n 

Sous cette forme on voit que l'ense1nble : 
! xPyq ~ n p ~ q ! 

en monô-

constitue un système de sous-espace des 
Il en est, aucun d'eux ne 

vant être obtenu comme des autres. Il en 
donc une base. 

base 
De de admet pour 

éléments; 

1) éléments. 
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ont: 

1 =(À 1) (À 

Dans les est la dimension 
de La réunion des constitue une base de 
distincte de 

bases 

éléments. 
Polynômes 

que b) =c 

et 
se 

x=a, y= b.- Tout P tel 

c, 
,considéré li, on voit que P 

de rr et d'un 

Mais II n R = l 0 î 

x= a, y = b est le 
constant s'annule pour 

La din1ension deR est 1 · celle de li est celle de l'ensen1ble des 
sans tenne constant en x a et Y= - b ; elle est 
et la vérification relative aux dimensions encore faite. 

Pour base de li on l'ensemble des 
l (x-a)P(y-b)q; q~n ;p+q~O l 

forme bien une base de li l'ensemble des XPYq forme bien 
une base de l'enseinble des en X et Y nuls à l'origine. 

La réunion de cette base d'une constante arbitraire (base de 
constitue encore une nouvelle base de 

Exercice 10. 
1 o _Cherchons le .~.a~JJ.d'--'lcou 

et la formule précédente devient: 
= (x2 y2)J. ~p À) P. 

Si ~~ = 0, il en résulte que : 

donc 
y2)~P + 4À(n +À) P = 0, 

x2 + s'il n'est pas le nuL 
a donc: f = y2)1+1 

Mais le même raisonnement à celui-ci sera divisible 
n n, au bout de .2 ,..,....,.,,.,...,,T,""'" par x2 y2 et ainsi de suite ... P étant de 
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être divisible par 

montre que 
est divisible par x2 

aunens:wrts de ces espaces ont pour somme 
nion de leurs bases constituera une base de 

de stln et 9{,. dim 'JJ, = n + 1. 

un 
les 

'Jl, la réu­
sera la somme 

D'autre part, tout élément de s'écrire (x2 + y2)Q(x, y), 
Q(x, y) représentant un polynôme homogène arbitraire de degré n- 2, 

n est de dimension n -1. 
Reste à trouver la dhnension de 

....... •u ................ ._._, homogènes de n. 
Pour une onction 

cela, cherchons les poly­
est commode de passer en 

f(x, y)= f.(~ cos 6, ~sin 6) = ~(~, 6), 
le ... "'-~.~.~.avALU. s'écrit : 

Les polynômes homogènes de 
et leur laplacien vaut : 

1 1 
p2 p (}p 

n vérifient P(x, y)= ~np (cos 6, sin 6) 

(}2? 
~P= + ~n-2_ 

(}62 

Ceux qui sont na.rn101noru 
rentieUe: 

sont donc les solutions de l'équation diffé-

n2P + P"= 0 
soit : P = a cos nO + b sin nO 
(qui ~ont, bien des en sin 6 et cos~ homogènes et de degré n) 
et qui, dependant de deux scalaues arbitraires, forment un 
espace vectoriel de dimension 2 sur R. 

On a donc : dim 9f = 2 et on a bien - 1) + 2 = n 1 
9, = stln· 

3o Tout polynôme homogène de degré n donc se mettre de ma-
nière unique sous la forme : 

Qn = + AQn----2 Hn E AQn--2 E stln 
Mais Qn-2 étant homogène de degré n- 2 peut se mettre de manière uni­
que sous la forme : 

Qn-2 = + AQn--4 e CJen--2 AQn-4 e stln- 2, 

d'où Qn--4 e 
D'où Qn= 2 + A2Qn-4· 

On décompose Qn-4 de la même façon ... et ainsi de suite et on arrive 
pour Qn à la forme indiquée où est un du 
mier degré ou une constante. Et chacun des a de m<,, .. .,..,..,"., 

unique. 
Un polynôme Q non nécessairement est somme de 

nômes homogènes ; chacun des termes de cette sOinnle étant mis sous 
forme indiquée, il suffit de mettre Ak en facteur dans la somme des ter­
mes de la forme pour obtenir la forme et pour l'obtenir de 
manière unique. 
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à E est la même que celle du 
déterminé de manière 

le la fonction 

5o Le théorème de Stone-Weierstrass 
d'un 

..._AJL.::IIL\~Jl.U.,<;.; d'un 

la même restriction que ~ sur C. A la suite en= a corres­

une suite de 
mément vers f sur C. 
de la suite ! 1 sur C 
de C en 
tant que 

Exercice 11. 

inclusion forme un treillis : deux sous-espaces 
tex·secu.on un sous-espace vectoriel est le 

dans chacun d'eux et e-st leur 
"''LI'"'''-L ......... ~J~- vectoriel (en 

et ÀXE V1 V2) 
les contient tous donc 

Etudier si ce treillis est c'est comparer d'une 
A= n B= n + 

d'autre 
et 

On trouve Imm~~dJ:atlerutenLt, en se 
sions suivantes : 

cAcB 
et nous devons montrer 
que D =F C et =F 

choisir les sous-espaces de telle façon 

Soient 
uns des 

et tels que : 

La condition 

que: 

soient des sommes 
deux dimensions. 

une 

= 10! (1) 

(2) 

V2 +Va, 
sous-espaces 

........... p .... y .... v immédiatement 

Deux sous-espaces de même dimension dont fun est inclus dans l'au­
tre sont nécessairement confondus. On a donc : 

V1 =V2 Va=W 
W étant un aunenslLon 2. sont trois 
droites distinctes même 
Pour ces sous-espaces on a : 

A=V1 !0! = 

B=WnW=W 
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n 

D=IOI 10! =! 01 

Pn:Pnr•nn•p 1. - n était C'U1r"\O"• ... In 

vV.U.Jl~.Jt.<;.; de la T\7'!r"\T\1~1t>1rt> 

une des « inf » « sup » est distributive par 1"<:l 1r.n.n. ... ..-

la deuxième est distributive par à la TH'"•"TT,,~, ... , ... 

ait: 
~uonos<ms en effet que, pour tout a, b, c à un on 

a A V c) = A b) V (a A c) 
et supposons veuille évaluer : 

A= (a V b) A V c) 

nl>l·rn·"..- d'écrire en considérant a V b 

mule (1)] : 

A= 
Vb)Aa=a 

le rôle du « a» de la for-

V A 
les du inf et 

A c en utilisant 
Il vient: 

nouveau la distributivité de 

V A c A c) V (b A c) 
et A= a V (a A c) V (b A 

Dans la recherche du sup de trois deux d'entre eux no:n•ut:>nT 

être par leur sup; a V (a A c) =a. Donc: 
A= a V (bAc) 

distributivité de ,-,...-..,o.~.-...-,.n...... « sup » par à 

n 

treillis des sous-espaces d'un 
au n1oins de la propriété 

distributivité faible (ou sous 
(cf. exercice 26, Cours 

smJs-f!r«)U1)es d'un groupe. 
où 

2 ° Si v 1 n v 2 = l 0 1 ' v 1 + v 2 est une SOnlnle directe et : 
dim (V1 + V2) =dim V1 dim V2. 

Si maintenant 
constituée de la 
de 

écrire : 

entraîne : dim 
dim vl = dimv 

d'où dim (V1 

v1 

soit la formule UvJl.UQ.JLJLU.vvo 

=F 1 0 ! , considérons une base de V 1 + V 2 

base de v= n v2 . une base 
,....,,,..,.,.....,'"",. .. à v · une base de 

ces trois bas·es .......... l.., ................. 

\V1 + dim W2 
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Exercice 12. 

. ~ Le noyau de u.vv.u.va .... v·u est formé par l'ensemble 

des constantes. Pour SU1PPJlénierltaire n ... .:>n.r"tl'.O I'ensem-
1], car, pour ble des fonctions 

toute fonction f, on 

de 

:::::;> f = g si f(xo) = g(xo). 

s'écrire : inférieur à p. Toute fonction p fois dérivable 
(x-

f(x) = f(xo) + xo)f'(xo) (p-l) l f<'P-1>(xo) + cp(x) 

et comme la somme d'un polynôme de degré inférieur à p et 
d'une pour la valeur s'annule, ainsi que ses p -1 pre-
mières dérivées. de ·ces fonctions constitue un sous .. 
espace du noyau. 

La restriction de à ce 
pour les fonctions de ce sous-espace, 
celle des fonctions. 

est encore injective 
.., ..... :u ... lcv des dérivées pèmes 

3o f -----7 g avec g(x) f(t)dt. - Le noyau est réduit au zéro 

de l'espace de (fonction nulle sur tout [0, 1]). L'application est 
donc injective et est donc un sur l'in1age. (Pas un isomor-
phisme sur tout l'espace comme nous le verrons dans l'exercice 
suivant). 

4• f --7!.1 

f(x)dx.- Le noyau est constitué par l'ensemble des 

fonctions de valeur moyenne nulle sur l'intervalle [0, 1]. Pour toute fonc-
tion f de valeur moyenne v., on écrire : 

f(x) = cp(x) + !J. 
cp étant une fonction de valeur moyenne nulle ·sur [0, 1]. On peut donc 
prendre pour supplémentaire du noyau le sous-espace des fonctions cons­
tantes sur [0, 1], sous-espace à R (!J. est l'image de la fonction 
constante et égale à !J.). 

5o 1 Un 1 -----7 1 Dn = un- Un-1 ! . - Le noyau est constitué par 
l'ensemble e des suites constantes u.n = un-d. On peut prendre 
pour sous-espace supplémentaire celui, CJe, des suites telles que u:v = 0 
pour un p car on toujours écrire : 

1 Un l = 1 Un- Up 1 f U:v 1 i Un- Up l E CJe l Up l E e 
Le fait que la restriction à CJe de soit injective se vérifie 

encore, car : 
1 v,. 1 = 1 v'n l :::::;> 

donc Vn Un-U'n = uP-u'P = 0, donc 
- Un-1 = U',.- U'n-1 

Un 1 = 1 U'n 1. 
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Exercice 19. 
est et 

la du noyau zéro, 
n'était pas f(E) serait un sous-espace de F 
un supplémentaire celui-ci aurait une dimension au moins 
la dimension de F celle de E d'au moins une 
un isomorphisme. 

Si maintenant est ceci entraine immédiatement 
dim f(E) = n, et on ramené la hypothèse. 

Enfin, si f est injective, le noyau de l'application est réduit à zéro ; 
donc dim f(E) = n, et on est encore ramené à l'hypothèse « f de rang n ». 

2o Contre-exemples : I. Soient E et F deux espaces vectoriels à bases 
dénombrables : 

l Un ; n E N 1 ·et l bn ; n E N 1 . 

a) L'application f définie par an -----7 b2n est mais n'est 
pas surjective. 

b) L'aJ?plication g définie par a2n+l -----7 bM a2n ~ bn est sur­
jective, mais n'est pas injective. 
(E et F pourront être, par exemple, l'espace vectoriel des folynômes K [x] 
à coefficients dans un corps K et admet pour base xm ; m e N 1 ) • 

II. a) Prenons pour espace vectoriel E sur R celui des fonctions réel­
les continues sur un intervalle fixé et s'annulant pour une valeur fixe xo 
de cet intervalle. (La somme de deux fonctions appartenant à E et le pro­
duit par un scalaire d'une fonction appartenant à E appartiennent à E). 

Prenons pour application de E sur lui-même celle qui à g fait cor-

respondre la fonction G donnée par G(x) g(t) dt (G est celle des 

mitives de g qui appartient à E). 
On vérifie immédiatement que cette application est bien linéaire, car 

la primitive de h + g est H + G et celle de ).g est ).G. Cette application 
est injective, car G1 ne peut égaler G2 sans que g1 = g2, mais elle n'est pas 
surjective car toutes les fonctions continues ne sont pas dérivables et ne 
peuvent donc être ainsi obtenues. 

b) Les fonctions réelles indéfiniment dérivables sur un intervalle fixé 
forment encore un espace vectoriel sur R. Comme application f de cet 
espace sur lui-même, .Prenons la dérivation. On vérifie immédiatement 
que c'est une application linéaire : 

d d d 
-d (g + h) = g + h ; x 

Cette application est surjective, car toute fonction continue a une 
primitive ; elle n'est pas injective puisqu'une infinité de fonctions ont la 
même dérivée. 

Exercice 14. 
1 o L'application f -----7 f' est injective. En effet : 

-1 -1 
f' = g' ~ ~ofocp = ~ogocp ~ f = g 

car on sait que de telles égalités sont simplifiables à droite et à ~""''""'"' .... .., 
quand les multiplicateurs sont des isomorphismes (voir exercice 7, 
A.P.M. 1). 
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e 

vectoriel 
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car: 

3 f telle que f' = 

nom(>mOrlJUl:snle pour la structure 
de h= f g est: 

-1 
ocp 

et la C01TIPOSltlO'n .., ....... ,, ......... "' ... -'"' est distributive par 
la somme: 

-1 
h' = .Jrofocp .Jrogocp = {' + g'. 

De en vertu des lois : 
= À{og = À({og) 

on a: 
-1 -1 

(À{)'= .Jro(),f) ocp = .JroÀ({ocp) = Àf'. 

à 

2o Vérifier pr,éd~ae~nt s'étend à la structure d'al-
c'est -.v.r ....... .- .. n.. en tenant du fait 

cp= .Jr, on 

Exercice 15. 

-1 
(fog)' = cpo(fog) ocp = 

-1 -1 

que soient les ensembles E et F et que soit la nature des 
d'affirmer que : fest injective [car 

X1 et X2 n'auraient 
par g de f(E) ne 

FIG. 10 

Soit maintenant E un espace vectoriel de dimension n, de base 1 ai ! 
et ! f(ai) 1 son par f. 

1 ! =! Œt! 
e·st une donc 1 une fan1ille libre de n élé1nents ; elle 
constitue donc une base entraîne f(E) = E. 

II suffit alors de se à ..., ... ,J .. ~A'J'J 13 pour voir que f et g sont 
des lS{llm~Drt>nismtes, donc ont des inverses. 

L'exercice 13 nous fournira aussi les demandés : 
1) En vectoriel E à base dénombrable 

! an, ; n EN ! , les définies à 'l'exercice 13. f(E) est le 
sous-espace des éléments d'indice de la 
base 1 an l • 

En ..,'""'""''' ....... es1Jac~e E celui défini dans 
ae:tln:te et pour g la dérivation. 

est l'ensemble 
c'est-à-dire 

des 

Exercice 16. 
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continûment dérivables 
n'est 

Soit x un élément différent de zéro de E et soit f un ..,.,,r"",, . ..,,..,.p,L .... "' ......... 
laisse x invariant. 

(uof)(x) = u(x) 
est donc aussi un élément 
Considérons alors un d'autres élé-

ments invariants ceux de la forme ).x. un tel auto-
il de E en somme directe du sm1s-es1[)a(~e 

F = ÀX; À K 1 et d'un '"'-'L'"'-'"""IU'•C"-'"' SUllPl,emem:au 
image de tout élément de E 

composante dans F']. 
Pour un tel donc u(x) = À étant 

un scalaire dépendant de x. 
Montrons maintenant Soient en 

effet X1 et X2 deux '"' ... ._. .... ._ ... ,_, ....... "' queJlCOJUqllleS 

et choisissons un f 
(uof)(Xl) = 

(fou)(X1) = {CÀ1X1) = À1{ (xl) puisque est une 
(fou)(Xl) = À1X2. 

L'hypothèse n'est donc vérifiée que si À1 = À2. 

Exercice 17. 
P Le théorème fondamental 1) d'écrire : 

e' = c(cp) + dim cp(E) 
e = n(cp) + dim cp(E). 

On doit avoir : 
e'- e = c(cp)- n(cp) 
e'-e=b-a b~e· 
d(cp) = e'-e 

donc 

2o La relation précédente appliquée aux trois applications donne : 
d(q/') = e"- e = (e"- e') + (e'- e) = d(cp') d(cp). 

3o Pour qu'une application cp réponde aux conditions posées, il suffit 
d'écrire si 1 IX.n; nE N 1 et ! ~n; nE N 1 sont respectivement les bases 
de E etE': 

cp(œl) = cp(œ2) = ••. = cp(œa) = 0 
et Y n EN cp(œa+n) = ~b+n 

-1 
car 1 ct1, œ2 ••• œa 1 enl~erldr·er<)nt cp(O) de dimension a et ! ~1 ••• ~b ! engen­
dreront un supplémentaire de cp(E) de dimension b. 

4o n" = n(cp") est 1a dimension de l'ensemble : 
~ x e E ; cp"(x) = o 1 . 

-1 
Or, pour que cp"(x) = 0 il faut cp(x) à cp'(O) et il faut aussi 
qu'il appartienne à cp(E). Il donc que : 

-1 
cp(x) e cp'(O) n cp(E) =L' 

et c'est aussi suffisant. La dimension l' de ce sous-espace est inférieure 
-1 

ou égale à celle de cp'(O) est n(cp') =n' par définition. 



D'autre 
soit l' n. 

Sin et n' sont 
D'autre 

de par 

On a de même: 
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est la dimension de son 

n"=n l'~n n'. 
n" est fini. 

= c" est la dimension d'un 
E". 

E"= EB C". 

E' = q~(E) EB C dim C = c = c(q~) 
E" = q~'(E') EB C' dim C' = c' = c( q~'). 

E' étant la somme dire-cte de cp(E) et de son par q~' est la somme 
(pas nécessairement directe car cp' n'étant pas injective, des éléments· de 
cp(E) et de C avoir des images confondues) de cp' (q~(E)) = q~"(E) 
et de cp'(C). de cp"(E) par rapport à q~'(E') est donc de 
dimension inférieure ou à ·celle de q~'(C), elle-même inférieure ou 
égale à c. On a donc: 

cp'(E') =cp" CE) EB C1 c1 = dim C1 ~ c 
et E" = q~"(E) EB C1 EB C', 
d'où C" R:S cl EB C' c" =Cl+ c' ~ c + c', 
c" est donc fini c et c' le sont. 

5o Dans le cas où n et n' sont aussi finis, précisons cette évaluation 
de c", donc de c1. Pour cela, E' en somme directe de la façon 
suivante : 

-1 
1) le sous-espace L'= q~'(O) n cp(E) de dimension l' considéré ; 

-1 
2) un de ce sous-espace par -ra, .. n.nl"-r à cp'(O), soit G' ; sa 
dimension est g' = n' -l' ; 
3) un de L' par 
4) un du sous-espace engeJamre 
soit K'. écrire indifféremment : 

-1 
E' =L' EB G' EB H' EB K' = cp'(O) EB H' EB K' (1) 

= q~(E) EB G' EB K' 
G' EB K' représente le smJs-es'J)ac:e C de la Le théorème fon-
damental nous permet en vertu 

cp'(E') R:S H' EB K' (2). 
D'autre part, 

cp(E) ·= L' EB H'. 
Mais il résulte des définitions des différents sous-espaces que L' est 

le noyau de la restriction de cp' à cp(E). Donc, le théorème fondamental 
permet encore d'écrire : 

cp" (E) = cp'( cp(E)) R:S H' 
Nous avions posé au 4e : 

cp'(E') ~ cp#(E) EB CI. 

(3). 

Il suffit de .,.a...., ...... ,.,.,..,.. 
K' R:S C1. On a 

cette dernière égalité de (2) et (3) pour voir que 

Finalement : 
Formons: 

CI= k' et 
C1 =k'=C­
c"=c' c 

G' EB K'=C 
= c-(n'-l') 

~=~-if=c'+c+P-d-~+n 
= c'- n'+ c- n, 

soit d(cp") = d(cp') + d(cp). 
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ve~:te11r somme dans étant la somme des 

et de même: 

pri est linéaire. 
m 

donc: (1), 
i=l 

pr,,(x) =xi'; ·prixir) est nulle pu1scrue la fème composante de xi' est nulle: 
Si i' =1= i priopri' =O. 

Au contraire, priopri = pri. 
2) L'égalité (1) permet d'écrire : 

ofo~ 
i 

Mais la composition des applications étant distributive par rapport à la 
somm.e (à droite et à gauche), ceci donne : 

f = prj'ofoprf 
i,j 

. B 
Posons : {; = prj.ofopri. 
On a donc: 

r= r1 
f{ est une application linéaire qui est nulle sur et qui peut être 

définie par sa restriction à Ei ; l'image de E par cette application étant 
dans F 1, t{ est définie par la donnée d'un élément de e (E,, F 1). 

Considérons alors les espaces E (Ei, F;) et leur somme directe ; soit 
cp E EB E (E", Fi), 

i,j 

cp ayant pour tout couple (i, j), pour composante dans E (Ei, Fi) l'élément 
qui définit f{. 

Il est clair que -l'application : 

f = ~f{E E (E, F) ~cp= cp{E EB E (Eï, Fi) 
i,j 

est bijective. Il est clair aussi que c'est un isomorphisme (car dans f + g 
les composantes de mêmes indices s'ajoutent comme dans ~ + y ; et dans 
).{ elles sont multipliées par À comme dans À~). Donc, 

E (E, F) ~ EB E (Ei, F;). 
i,j 

3) La démonstration précédente est, dans le cas des sommes direc-
tes infinies, fausse dès l'égalité (1), car on ne considérer ~ pri 
porterait sur un nombre infini d'indices. On peut voir, par ailleurs, que 
le résultat est également faux. En effet, soit encore : 

EB .e (Ei, 
t,j 
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et soit q> un élément de cette somme directe. Il lui 
vr~ecEmE!mm~~ni une f de somme 

:Mais les nr.r\nll"lt:l"I'"&>C! de distributivité permlettertt 

gof= 
k,j,j',i 

comme 
aD1P111CatlOilS f{ 

Mais 
nuls 

= 0 si j :;1= • Seuls dans la somme pr~ec(~CH~nt.e ne sont pas 
,.,.,. ......... ~,(! où j = . Cette somme se réduit 

gof= 

ou encore: 

la deuxième .._ ............ ~"'"' rP-1'\l"P>Qe:>lnto le 
de même poser : 

et on aura: 

Si on introduit à son tour ·la composante de gof à 
triction de go f à à valeurs dans G1), on aura donc : 

(2) 

Supposons alors que 
des bases des E" 

G soient rapportés à des bases, réunions 
Gk) ; la matrice de f{ est formée 

par la matrice de cp{ (notation de la deuxième entourée de zéros. 

Les matrices de de (gof) f seront de la même forme. La matrice de f, 
somme de telles sera constituée par la des blocs 
identiques aux matrices des cp{. Les matrices de 
de la même et la formule est la donne la valeur 
d'un bloc de la matrice en fonction des blocs des matrices fac­
teurs. Si on appelle M la matrice de f, N celle de g et P celle du 
et si on les blocs par les mêmes indices que les sous-espaces cor-
respondants, on a : 

On voit 
élén1ent 
facteurs. 

·~· Olr ... 

Exercice 19. 
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cette formule est une 
la matrice en 

Fm.ll 

Le P et la droite D sont des S01l1S-·esloac~es 
taires """"""''" 0 la somme de leur dimension 
réduite au vecteur nul. Les deux 

au sens plus dans 
par conséquent, des applications 

de la somme est la somme des 
vecteur À V est égale au par 

F J 

donne un 
matrices 

V », ne sont d'ailleurs que la en J.U. .... b"'ro"' gé1D!l1Lètr1 
cette linéarité. 

Soit un vecteur d'origine 0 et d'extrémité M de coordonnées 
Les de la droite à D par M ont des 
de la forme: 

et le 
x a.~, y ~~' z n 

où cette droite rencontre P a pour coordonnées : 

x'= ___.:.___;_ ____ -:--__ w_a._z =! [v~ wy )x Vf'J..Y -
wy k 

uv•:la.~. ...... k =ua. v~+ et z' s'en déduisant par 
de u, v, w et f'J.., ~' y. en déduit : 

1 + wy -va. 
A=k u~ wr+ua. 

-vy 

-Wf'J..) 
-w~ 

ua.+ v~ 

Le pass~tnt par M a pour 

et son intersection avec 
+wCZ-z)=O 

co~or<1011Œees x", y", :t" telles que : 
x" 

On en déduit la matrice : 

B=! (f'.I..U 
k yu 

sition des deux pr4D]e:ctllOlllS 
bien ce que l'on retrouve en 

+wz 

f'J..V a.w 
~v 
yv yw 

AB=BA= 0, 
sur 0 tout vecteur 

la du n-r.nrl1nili' 
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Exercice 20. 
= nxn-1. matrice lM: de relativen1eilt s'écrit : 

0 

2 

0 

0 

0 0 0 

0 

Les de 
constitue une note 

La matrice de passage de à 
les coordonnées, de pk dans la base 

1 1 

0 1 

p= 
0 0 

0 

.•. 0 

0 .. ,0 

3. 0 .... . 0 

0 ~ k ~ n, leur ensemble 

la colonne donne 

1 ....... . . . 1 

1 .. .. ··" 
1. .. ...... 
0 

. () . i 

Pour trouver matrice de passage de Bo à observons que : 

ce donne: 
V k =;1= 0 xk = Pk Pk-1 x0 = po 

1 *1 
0 1 

0 

-
0 0 

La matrice M' de <fi dans la base 

1 1 ..... . 
0 1 2- . .. . 
o o.~ 5 •• • 

0 0 

-~. 
.... 
0 . 

est M'= p-tMP. On trouve : 

:: 

() 1 -1 -1 ....... -i 
0 0 2. -1-1 ....• #-1 
0 0 o. 3_ .;1 ••••• -1 

_1 
'n 

0 . . 
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Vérification : cherchons directement M', c'est-à-dire cherchons à 
en fonction des . La formule : 

k-2 

se démontre aisément par récurrence sur k. C'est bien elle que traduit la 
matrice M'. 

Exercice 21. 

Les effectuées sur la matrice M pour obtenir une matrice 
triangulaire équivalente de rang p sont l'échange des lignes, ou des colon­
nes (changement dans l'ordre des éléments de la base de E, ou de la base 
de F), et le d'une ligne (ou d'une colonne) par une combi-
naison linéaire coefficients dans K de lignes (ou de colonnes). Mais, 
puisque KcK', ces combinaisons sont aussi des con1binaisons linéaires à 
coefficients dans K' ; par en tant une application 
de K'n dans K'm, la matrice est à une n1atrice triangulaire 
a exactement p éléments non nuls sur la diagonale principale. Elle est 
donc de rang p. 

Ce résultat a difficileinent ·conciliable avec le fait 
la dimension d'un espace vectoriel sur un corps K dépend du 

importe de re1narquer s,i f et f' sont deux des applications 
sentées par M suivant la considère con1me n1atrice à coefficients 
dans Kou comme à coefficients dans K', f et f' sont définies dans 
deux E et E' différents et leurs valeurs dans des espa-
ces F et F'. des rangs que f(E) est un sous-
espace de F de dimension p sur K, et que est un sous-espace de F' de 
dimension p sur K' . 

Exercice 22. 
Soit 1 ai 1 une base de 1 ai 1 la ba·se duale de E* définie par : 

ai(ai) = 1 1 
pour j =;~=:. i ai(aj) = 0 ' 

Définissons la base duale l l de E**. Elle est constituée des n for-
mes linéaires satisfont pour i à : 

pour j =1= i 
l'élément iii de 

par: 

ociai) = 1 
ociai) = 0 

de Œi dans 

V y* E E* aiy*) = y*(ai) 
en faisant décrire l ai 1 à y* : 

pour j =1= i 

(1) 

est 

(2) 

en vv •. ll ........ (1) et (2) que les deux formes linéai-

res ;;i et oci 
duale ! ail : 

la même valeur pour tous les éléments de la base 

N 

oci= a;, 
et, ·con1n1e il en est ainsi pour tout i, l oct 1 est bien 
l'isomorphisme caJnOJtliQfU 

de 1 Œ, l dans 
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Exercice 23. 

1., Montre·r que l'ensemble des formes coordonnées ai (i 
à un ensemble 9 infini est c'est mr••nr .. o ........ -- .. ~·" 
combinaison linéaire finie : 

(I ensen1ble fini d'indices Ic 
I 

ne nulle que si tous les :1.1 le sont. 

Or =0 

veut dire VxEE 
I 

Prenons x= a1, j 

d'où on déduit être pour tout 
j E l'ensemble 

.t.tlUŒtonls le les fonnes ·coordonnées ; 
tous ses éléments sont combinaisons finies des du 

envisagé ci-dessus. Soit x* une de ces formes. 
aura x*(a1) = # 0 

tous les indices j d'une partie I de 9 
x*(a1) = 0 si j L 

Seul un nombre fini d'éléments de la base auront donc une par x* 
différente de zéro. 

Si nous considérons alors une forme linéaire définie par : 

ne être 
coordonnées. 

L'ensemble des aï 
: Pour 

ci-dessus est celle 
valeur pour x = 1 
ficient. 

ViEl 

de E sur È donne pour 

IJU•'--'«"'J.VU.O ai vérifiant : 

a;,(ai) = ai(ai) = <i{. 

de la 

Par tout élément de E est une forme linéaire sur E* s'annule 
pour tous les aj sauf un nombre fini d'entre eux. les constituant 
une libre de il existe des formes linéaires sur E* des 
valeurs non nulles sur une infinité de ai. E est donc strictement inclus 
dans E**. 

Exercice 24. 

Nous allons chercher des auto:mc)rv~nisn:Les 
< > < 

n'est vérifiée pour x et tout 
donnerons co:nti·e-texE~mpH~s 

n'ont pas le n1ême domaine 

(1) 

différents parce 
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1., Prenons pour autOJmc•rp·ni:sm.e u l'hmnothétie définie par : 
i.E À# 

Le deuxième membre de s'écrit : 
< >. 

Mais cp, devant être un Isc~m·oqJm.snle pour une structure 
est linéaire donc : 

cp(Ày) = 

D'autre cp(y) es·t une forme donc : 
< cp(y) > = À < x, cp(y) > 

et < ÀX, cp(Ày) >=À< ÀX, cp(y) > = ).2 <X, cp{y) >. 

vec-

On devrait pour que soit avoir pour tout x et tout y : 
<x, cp(y) > = À2 <x, cp(y) >, 

ce que :1.2 = 1. 

Dans tout espace vectoriel sur un où tous les éléments n'ont 
trouver une hmnothétie 1 carré, il est donc 

l'égalité 
Les seuls 

où elle est 
rht'l'<l't'·ontc; de zéro). 

L'impossibilité de trouver cp vérifiant (1) est donc établie 
pour tous les espaces vectoriels sur des corps autres que Z2 et Zg. 

2., Soit un x, y. Choisissons un u satis-
fasse à : 

u(x) = ÀX, u(y) =y i.E K À# O. 
Un tel choix de u est si x et y ne sont colinéaires. 

< u(x), (cpou)(y) > <'-x, cp(y) > = < x, cp(y) >· 
donc être vérifiée s'il existe dans K un À différent 

cette si .K est différent de Zz. 
comnw cette démonstration a supposé 

x et y non elle n'est donc valable que vec-
toriels de dimension à 1 sur des corps autres que 

3o y ·considérons l'hyperplan [cp(y)] 1 • Choi-
sissons x ce est toujours possible 
cp étant un n'est pas le zéro du donc ne 
pas sur tout E. 

x [cp(y) ] 1 , c'est-à-dire <x, cp(y) >#O. 

Ceci choisissons autorno:rplnstne u tel que : 

u(y) =y u(x) e [cp(y)] 1 • 

Si un tel choix est on aura : 
< u(x), (cpou)(y) > = < 

(1) est contredite par cet auwinorpJms.rnjG, 
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y E [qi( y)] ! , ce rendrait Im.DOSSlDle 

] J. serait de dimension 
les de dimension 
trois sont 

aux trois cases restées 
effe·ctivement à trois cas 

Fm. 12 

Z2, élément différent de ne possède pas d'auto-
morphisme autre que l'identité et le problème ne s'y pose pas. 

Zs pos,sède deux 1 et 2, différents de O. et par c:oJrise:q 
un seul automorphisme u de l'identité : 

1~2 
u: 
2~1 

Il est clair cet vérifie la condition trouvée lors de 
notre dén1onstration et que l'égalité 
soit qi y a, en deux qi ·t.·""''"'' .. ....,·H""' 

Soit enfin qui possède une base à deux éléments e1, e2 et pos-
sède en tout les quatre éléments 0, e1, e2, e1 + e2 =es. Son admet 
la base duale el, e2 et les quatre éléments 0, el, e2, el + e2 =es. 
Considérons l'isomorphisme qi de E dans E* défini par qi(el) = e2 et 
q~(e2) = e1, ce qui entraîne qi(es) = e3. 
Nous constatons que < e1, qi(ei) > = < e1, e2 > = 0 

< e2, qi(e2) > = < e2, e1 > = 0 
< es, qi(es) > = < e1 + e2, e1 e2 > 

=1+1= 
ce peut se résumer par : 

< ei, qi(ei) > = 0 pour i = 1, 2, 3 
ou en disant que fhyp~rplan relatif à tout vecteur de 
vecteur. Nous sommes dans le cas d'e:x:ception où 
tration ne s'appliquait pas. 

contient ce 
3e dénions-

D'autre part, un tel hyperplan étant à une dimension ne contient 
seul vecteur différent de zéro (car tout sous-espace de Z~ à une 

.... JI .............. "'A.vu. ne contient que zéro et un élément différent de zéro). 

si j+ i e1 EIE qi(ei) 1 

qi(ei) > #- 0 donc < e1, q~(ei) > = 1. 
u étant un donc étant bijec-

x et y égaux deu:x: éléments et u(y) égauX:, 

à x et y différents deux éléments 
cas on aura: 
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< x, q~(y) > = < eü qi(ei) > = 0 
< u(x), (q~ou)(y) > = < ei'' q~(ei') >=O. 

Dans le deuxième : 
< x, q~(y) > = < ei, > = 1 
< u(x), (q~ou)(y) > = < ei'' q~(eJ') > = 1, 

donc <x, q~(y) > = < u(x), (q~ou)(y) >. 

Exercice 25. 

Pour automorphisme u satisfass.e à : 
< x, q~(y) > = < u(x), q~ou(y) > (1) 

pour tout x il est suffisant qu'il y satisfasse pour x décrivant la base 1 Œ;, ! 
de E du fait de la linéarité de la forn1e bilinéaire par rapport à x. Mais 
q~ étant linéaire, la forme bilinéaire < x, q~(y) > est aussi linéaire par 
rapport à y. Si (1) est vérifiée pour y décrivant ! ai ! elle le sera pour 
tout y. Il suffit donc de vérifier : 

< ai, q~(a1) > = < u(ai), (q~ou)(a1) > (2). 

Calculons les deux membres de cette égalité. Pour le premier, il vient : 

< aü q~(a1) >=<ai, ai> =o{ 
(symbole de Kronecker). 

Donnons-nous n1aintenant u par sa matrice, c'est-à-dire par les 
coefficients u,.:, en posant : 

On a de même: u(a;) = 

(q~ou)(a1) = ~ u~ak. 
le 

D'où < u(ai), (q~ou)(a1) > = < u~a 1 , u5ak > = ~u:u5ak(a1 ). 
k 

Mais ak(a1) = o7; donc, dans cette somme de n 2 termes (si dim E = n), 
seuls ne sont pas nuls ceu:x: où l =k. L'expression précédente vaut donc 

~u:u]. Pour que l'égalité (2) soit vérifiée, il faut et il suffit donc que 
z 

~ u~uJ= s{, c'est-à-dire que les automorphismes u répondant à la ques­
l 

tion sont ceux vérifient : 

Vi (u:)2 = 1 

Yi Y j #- i ~ u~ uJ = 0 ( *). 
z 

(*) Les notations utilisées dans le corrigé de l'exercice 25 ne respectent pas les 
principes énoncés en IV, 4, à cause de l'égalité cp (a1) = ai qu'il faudrait écrire 
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Exercice 26. 

Constituons une bas~e de E en une base l 
en la par une base l 1 d'un SUDDI!eJmemrau 

est l'ensemble des éléments du dual 
élément du dual 

s'annule pour 
s'écrire : 

s'annulent sur tout H. 
il est donc nécessaire et 

une forme linéaire 

x*= 

Nous avons x*(ai) =xi. Pour que x* s'annule pour tous les ai, il est 
donc nécessaire et suffisant que pour tout i, xi~= 0, donc que x* appar-
tienne au sous-espace engendré par 1 b1, b2 ... bn-h 1 • est donc ce sous­

espace. li est de dimension n - donc dim = codim H. 
Ceci entraîne aussi codim = h = dim H. 

Appliquons cette propriété à ; nous avons : 

dim = codim , mais codim = dim 
donc dirn A lU = dim A 1 • 

Or, la définition du biorthogonal d'un ensemble entraîne qu'il est 
contenu dans cet ensemble : 

c 
Deux sous-espaces vectoriels dont l'un est inclus dans l'autre ne 

peuvent avoir même dimension que s'ils sont confondus. D'où : 

Si A n'est plus une partie quelconque mais un sous-espace vectoriel, le 
même raisonnement montrera que : 

dim = dim H ave·c donc = H. 

Exercice 27. 
Observons d'abord que si E est un espace de dimension finie, les 

égalités s'obtiennent immédiatement. En effet, dans ce cas, la relation 
d'orthogonalité est une bijection entre sous-espaces vectoriels de E et E* 
et 

(1). 

~(ai) Il ocaal où les l:t.il• coefficients de la matrice de q;, vérifient l:t.il 0 si i =F. 1 et 
l 

11.ii = 1. 
On vérifie aisément que la formule 

s'écrirait alors 

l l . 
Il Ui Uj = o{ 
z 

l m k_ ~ l 
Il a.mk ui ui oz - Il a.jz ùi 

m,k,l l 

Cette dernière formule aurait son intérêt dans une théorie générale qui voudrait faire 
constamment appel aux coordonnées ; elle est inutilement compliquée pour traiter le 
seul cas particulier étudié dans l'exercice 25. 
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l'ensemble des· smlJ.s-·eslnac~es vectoriels de E et l'ensemble des 
sous-espaces vectoriels ordonnés par forment deux 
treillis avec : 

K) =H+K 
K) = H n K 

La relation d'un élén1ent 
A de E a orthogonal un :minorant de A .l · petit des 
rants de éléments a donc orthogonal grand des Inino-
rants de leurs 

K) 1
- n K1 

et le plus grand des 
rants des orthogonaux : 

a pour orthogonal le plus petit des 

CH n 
Mais si E est de dimension infinie, on ne peut plus identifier 

et et le raisonnement précédent ne s'applique plus. 
Comparons (H et n 

(H + = ! x* ; V x E H V y E K x*(x + YJ = 0 1 . 
Ceci entraîne évidemment, en faisant y= 0 : 

V x E H x*(x) = 0, 
et de même: 

VyEK x*(y) = 0, 

d'où x* e x* e 
ct par conséquent : 

x* E (H K)l :=::;> x* e H 1 n .K1 . 

Soit maintenant y* E H1 n K 1 . 

Ceci implique V xe H y*(x) = 0, 
VyEK y*(y)=O, 

et par conséquent V (x+ y) eH + K y*(x +y) =O. 

D'où y* e (H K) 1 , 

y* e n ::::::> y* e + K)1 . 

On peut donc ~conclure : 

Hl n KJ.- K)1 . 

Comparons maintenant n 
Le premier peut s'écrire : 

CH n K)l = l x* e E* ; 
et le deuxième : 

V xe H n K 

+ = 1 x* e E* ; 3 y*, 3 z*, x* = y* 
V x EKz*(x) ~= 0! . 

Or, cette dernière propriété des x* entraîne : 
V xe H n K x*(x) = 0, 

donc Kl c CH n K)1 . 

x*(x)=O l 

V x EH y*(x) = 0, 

Soit maintenant x* une forme appartenant à (H n K) 1 . Elle est 
définie par ses valeurs pour tous ~les éléments d'une base de E. Nous 
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pouvons constituer une telle base en réunissant: une base l 
une base ! f1 ! d'un de H n K par à 
! ! d'un de H n K par à et eS1)ac~e 

la réunion de ces trois bases étant 
! l d'un de H + K par 

Vi x*(ei) = O. 

Nous pourrons aecomT)m;er x* de la façon suivante : 
x*=y* 

y* et z* satisfaisant à : 
V j y*(f1) = x*(f1) V k y*(gk) = 0 
V j z*(f1) = 0 V k z*(gk) = x*(gk) 

Vi y*(ei) = z*(ei) = O. 
Les valeurs y*(hz) et z*(hz) sont choisies arbitrairement de telle 

qu'elles aient pour smume x*(ht); on a : y* e z* e 
x*E Kl. 

CH n K).L c + 
l'égalité n .L - KA est dé1nontrée. 

sorte 
donc 

Cas où E = H EB K : Dans ce cas, H n K = ! 0 l ; (H n K) A , ensemble 
de toutes les formes linéaires s'annulent pour zéro, est E* tout entierc 
Donc: 

KA =E*. 

D'autre part, (H K).l = est réduit au zéro de E*. 

Donc, n KA = l 0! . On peut conclure : 

E*= EB 
Exercice 28. 

1 o Etant donné un sous-espace V d'un espace vectoriel sur un corps 
nous avons vu dans l'exercice 5 un procédé qui permet, connaissant 

un supplémentaire de V, d'en obtenir une infinité d'autres (si K est infini). 
Nous allons montrer, dans le cas où V est de codimension 1, que ce pro­
cédé fournit tous les supplémentaires de V. Soit, en effet, Kb1, le supplé­
mentaire connu de V ; b1 est un vecteur n'appartenant pas à V. Soit 
l bi l , i = 2, ... , n une base de V. Tout suppléinentaire de V est de la 

forme Kb, où b est un vecteur qui n'appartient pas à V, donc s'écrit 
b = À1 b1 + a, avec a eV et À1 =;~= O. Comme b n'est déterminé qu'à une 
homothétie près, on peut prendre À1 = 1. On obtiendra donc tous les 

n 

sous-espaces supplémentaires de V sous la forme Kb avec b = b1 + ~ Àibi, 
i=2 

où les Ài sont des scalaires arbitraires. 

2o Soit H un supplémentaire de e par rapport à :JJn. Il résulte de 

l'exercice 27 que el EB = :JJ~ 
et de l'exercice 2'6 que codim el = dim e = 1. 

Prenons dans 'JJn la base constituée des n + 1 monômes 1, x, ••• , xn, 

et dans la base duale constituée des formes coordonnées, ai : 
ai(xi) = 1 et si j =;~= i ai(xi) = O. 

est l'ensemble des formes qui s'annulent pour les constantes, c'est-à-

dire dont la coordonnée par 
al, ... ,an et .Kao est un de ses 
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de est donc un sous-espace de 
forme du 

où les Ài sont des scalaires 
L'orthogonal H de est l'ensemble des polynômes annule une 

telle forme, d'où le résultat : 
Tout supplémentaire de e par rapport à 'JJn est constitué des poly­

nômes dont les coefficients vérifient une relation du type 
C/.,0 ~ ÀiCJ.i = 0, 

tc:::tc:::n 
les Ài étant n scalaires fixes, arbitraîrement choisis. 

Remarque : Il résulte de l'exercice 10, que les polynômes s'annulant 
pour x= b constituent un sous-espace supplémentaire de e. Ceci cor­
respond à Ài = bi, et rentre bien dans le cas général. 

Exercice 29. 
Il est évident que la condition est suffisante. Si, inversement, cp s'an­

nule quand cp1, ... , 'Pp sont nulles, cela signifie que l'orthogonal de cp contient 
l'orthogonal de l'ensemble ! <p1, ... , 'Pp 1 , ce qui entraîne que le biortho­
gonal de cp, c'est-à-dire Kcp, est inclu~ dans le biorthogonal de. l cp1, ·;·• cp.P 1 , 
c'est-à-dire le sous-espace engendre par l cp1, ... , 'Pp l , ce qui est equiva-

P 

lent au fait que cp s'écrive ~ Ài'Pi· 
i=l 

On retrouve là les résultats relatifs aux faisceaux de droites, aux 
faisceaux et réseaux de plans de la géométrie analytique. 

Si une base a été choisie dans E et si on a : 
cp(x) = ~ CJ.1xj 'Pi=~ CJ.i1xi, 

la condition nécessaire et suffisante pour que cp s'annule pour les vecteurs 
annulant les <fii est qu'il existe des scalaires Ài tels que pour j = 1, 2, ... , n : 

p 

Cl.j- ~ ÀiCI.ij= o. 
i=l 

C'est sous cette forme que ce résultat est souvent utilisé en Cal~u~ des 
variations et en Mécanique (équations de Lagrange dans le cas de ha1sons 
non holonomes). 

Exercice 30. 
1) Soit G un supplémentaire de H. Tout x de E étant somme d'un 

élément de G et d'un élément de il est clair que fe EH (E, F) est déter­
minée par sa restriction cp à G et que celle-ci peut être choisie arbitraire­
ment. L'application 

fE Ea (E, F) ---7 cp E E (G, F) 
est donc bijective, et étant linéaire est un isomorphisme. D'autre 
à tous les éléments d'une même classe de E (mod H), classe 
s'écrire : 

a+H ae 
f fait correspondre l'élément f(a) = cp(a). 
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On donc considérer 

Va E G o/(a 
~ 

2) Le fait que E* = EB a été établi dans l'exercice 27. On 
retrouve d'ailleurs directen1ent ce résultat en que toute 

,J.u.'"'a ...... u'u f de E dans F est détenninée de manière ses res-
~._, ...... v .... ., à H et à G, c'est-à-dire f être décomposée 

en somme de deux l'une s'annulant sur 
s'annulant sur c'est-à-dire encore que : 

<e (E, F) Ea (E, œ EG (E, F). 

Si nous prenons F = K, les espaces vectoriels deviennent 
et G.a.. 

D'autre part, le résultat de la devient : 

On montrerait de même que R::1 H*. 
3) tu(F*) es't le sous-espace de par tu de F*. Il est iso-

morphe à un supplémentaire du noyau de application, noyau dont 

on a montré (IV, 3, 3) était [ u(E)] .1. Si donc nous posons : 

nous aurons 
Mais d'autre on 

de la deuxième 

et 

Mais d'autre 

Mais (2), (5) et 

Exercice 31. 

F* = [ u(E)] l EB L 
tu(F*) R::1 L 

F= ce 

(1), 
(2). 

entraîne en 

(4). 

et (3) pour avoir : 

d'écrire : 
tu(F*) R::1 [ u(E)] *. 

Montrer que les matrices forment une sous-algèbre de 
l'algèbre des matrices carrées c'est montrer leur ensemble 
est stable par rapport à la multipli-
cation par un scalaire. La de ces propriétés sont 
évidentes. Examinons ce qu'est l'élément a{ du produit de deux matrices 
triangulaires. Il est obtenu à de la jème ligne de la matrice de gau-

~ 

FIG. 13 
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che et la ième colonne de celle de droite. La 
nuls, la fème colonne ai -1 éléments nuls. Les n-

a n - j éléments 
derniers et les i - 1 

dont la somme constitue 
Sin 

Il en est si 
L'ensemble des ........ " ....... '."'"' à la multi-

par les endomorphismes : Considérons les matrices 
n comme des n1atrices d'un espace 

vectoriel à n dimensions. Dire que la matrice d'un endomorphis1ne est 
triangulaire, c'est dire que l'image de ei par cet endomorphisme n'a de 
composantes non nulles que sur les ej d'indice j ~ i. Si on compose cet 
endon1orphisme avec un autre de la 1nême famille, l'image de ei conti­
nuera à n'avoir de composantes que sur les ej d'indice j ~ i. La matrice 
de l'application composée sera donc aussi 

Exercice 32. 
1) f(el) = e1, donc est un vecteur propre ; la valeur propre cor-

respondante est 1. si u admet un deuxième vecteur propre. 
Pour que !J.el vez le il faut qu'il soit colinéaire à : 

f(!J.el + vez) = !J.el v(e1 Àez) 
= (!J. v) e1 vÀez. 

Il faut donc que ~ =À ou !J.(À- 1) = v. 
!J. 

Deux cas sont donc à distinguer : 
a) À= 1. L'égalité précédente exige v= O. L'endomorphisme n'a pas 
d'autre vecteur propre que elo 
b) À =F 1. On prend !J. = 1, v= À -1. Le vecteur e1 +(À- l)ez est 
propre. La valeur propre correspondante est À. 

2) Une classe d'équivalence de E mod H (aussi appelée variété affine 
parallèle à H ; ce serait dans R3 un plan parallèle à xOy si H était le plan 
xOy) peut s'écrire x= x+ H et son image est u(x) = u(x) H est 
aussi une variété affine parallèle à H. 

On sait que E/H a une structure d'espace vectoriel isomorphe à un 
supplémentaire de H, donc d'espace vectoriel à une din1ension. L'appli-
cation x ~ u(x) est un endomorphisme. En effet : 

-~ . . 
u(x +y) = u(x + y) + H = u(x) + u(y) + H = u(x) + u(y) 

u(Àx) = u(Àx) H = Àu(x) + H = Àu(x). 

Or, les seuls endomorphismes d'espaces vectoriels à une dimension sont 
les endomorphismes u(x) = ÀX où À e K. Etant donné e0 Et: son image 
doit appartenir à : 

u(é0 ) = Àéo = Àeo H. 
On a donc : u(e0 ) = Àe0 + e1 e1 EH. 

3) Le sous-espace Ke0 de dimension 1 est un supplémentaire de H · 
E est son1me directe des trois sous-espaces Ke0, Ke1 et L et on 
écrire : 

X= ~oeo ~1e1 +XL. 

Cherchons si un tel x être colinéaire à son 
u(x) = Ç0 Àe0 + (~0 + h) e1 +XL. 



Si n'était pas nul cela 
à H. 
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Il faut donc xL = O. On est alors ramené au du 
rement, où C0 joue le rôle de ez u(e

0
) = 

On sa~t donc a pas de autre que e1 si À= 
que, SI À=;/= 1, le sous-espace K ((À- e0 e1) est invariant. 

Si E est de dimension finie n et si on en constitue une base en pre­
nant UD;e base de H et le vecteur (À- 1) e0 + e1 comme nième élément, 
la matnce aura la forme diagonale, les (n- 1) premiers éléments de la 
diagonale valant 1 et le dernier À. 

Si u est une transvection différente de l'identité, aucun vecteur 
n'appartenant pas à H n'est propre. Il n'existe donc aucune base de vec­
teurs propres, c'est-à-dire aucune base par rapport à laquelle la matrice 
de u soit diagonale. 

4) Dans le cas d'une transvection u(e0 ) = C0 + e1, u(e0)- C0 = e1. 
Un vecteur x quelconque peut être décomposé en un vecteur Ç0 e0 et un 
vecteur xH EH. Or, u(xH) = xH ; donc, si on considère l'endomorphisme 

x~ u(x)-x, 
l'image qu'il donne de x est celle de sa composante Ç0 e0 • 

D'où u(x) -x= Ç0 e1. 

Or, si on considère une forme linéaire <fi s'annulant sur H : 
<p(X) = cp(Ç 0 e0 ) = Ç0 cp(eo) · 

e1 
On voit que u(x) -x lui est proportionnel. Il suffit de poser a = -­

cp(eo) 
(ou le vecteur el) pour pouvoir écrire u(x) = x 

définit donc complètement la tr2msve~cti1on. 
Si on prend pour base de E une base de H vVU . .ll.J.lÇI,ÇÇ le vecteur eo, 

la matrice de u la forme ci-dessous, tous r.~~~~-~~ non indi-
qués étant égaux à zéro. 

FIG. 14 

5) a) Le produit de deux automorphismes qui laissent les vecteurs 
de H invariants est un automorphisme laisse les vecteurs de H inva­
riants ; de même, l'inverse d'un automorphisme qui laisse les vecteurs 
de H invariants est un auton1orphisme laisse les vecteurs de H 
invariants. 

b) Le produit de deux transvections est un automorphisme appar­
tenant à G(H) qui laisse globalement invariante toute variété affine paral­
lèle à donc est une transvection. De l'inverse d'une transvection 
sera une transvection. Les transvections forment un sous-groupe. 

Montrons qu'il est invariant. Une dilatation d de rapport À (qui 
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transforme la variété e0 H en la variété pour inverse une 
1 

dilatation de "'""'"'""'''""'+ 1. Le une trans-

transforme eo 
la ÀC0 H 
transvection est invariant. 

Soient -r et -r' deux transvections définies par la donnée du vecteur 
défini au 4). (a pour -r ; a' pour -r'). On a : 

Vx e E -r(x) =X+ a cp(x) 
-r'(-r(x)) = -r(x) + a' 9 (-r(x) ). 

Mais cp s'annulant sur H, cp( 't:(X)) = cp( x) et 
-r'(-r(x)) =x -j- (a+ a')cp(x), 

't:'o't: est donc identique à la transvection définie par le vecteur a+ a'. 
Si on considère l'application r(H) ---7 H faisant correspondre à une 
transvection son vecteur caractéristique, nous venons de montrer qu'à 
la composée de deux transvections correspond la somme des deux vec-
teurs. Le groupe r(H) est donc au groupe additif de H. 

c) Dans G(H) la dasse d'équivalence, mod d'une dilatation d de 
rapport À, est constituée par l'ensemble des 't:od, où -r décrit 
r(H). Ces dilatations font toutes correspondre à la variété e0 la 
variété Àe0 + H. 

Réciproquement, toute dilatation d' de À appartient à cet 
ensemble. En soit d' une dilatation de rapport À défini par : 

d'(e0 ) = ÀC0 e'1. 

On peut trouver une transvection 't: telle que d'= 't:od. En effet, si 
d(e0 ) = ÀC0 + e1 : 

Il suffit de choisir a tel que e'1 = e1 a À cp(e0 ) pour que d'(e0 ) = ('tod)(e0 ) 

donc d'= 't:od. 
Par conséquent, l'ensetnble lfJ). = 1 't;Od ; 't: e r(H) l représente l'en­

semble des dilatations de rapport À. 

A une telle classe 0). correspond 
~ : 0). E G(H) /r(H) 

Le produit lfJ). X 0).' est, par définition, la classe du n~.--rf·n•-t- dod' si 
de lfJ)., d' e 0jJ. Or, dod' fait correspondre à la affine Co+ H 
la variété ÀÀ'e0 + H. D'où ~( 0). X 0).') = ÀÀ'. 

Le groupe g(H) /r(H) est donc isomorphe au groupe multiplicatif 
de K. 

Variante de c : On a vu au 2) que tout u E G(H) 
définissait un endomorphisme de de la forme : x ---7 ÀX. On peut 
donc définir ainsi une correspondance : 

~ : u e ---7 À e K. 

Cette correspondance est un nom<)morpnJ 
considérée étant, à gauche, la composition 
la multiplication du corps K. En effet, si : 

~(u) =À ~(v) =À', 

c'est que u(ë0 ) = Àëo v(ëo) = À'eo : 
(uov)(é

0
) = u(À'é0 ) =À' 

donc ~(uov) = ÀÀ'. 
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Exercice 33. 

1 o F vérifie la relation e- f2 = 0 s'écrire : 
(e- f) (e f) = 0 ou hog = goh = O. 

(Le polynôme 1- x2 est le polynôme m de la théorie générale, 1 x et 
1- x les polynômes p et q de cette théorie). 

On peut écrire : e- f e + f = 2 e. Il en résulte que : 
V xE E g(x) h(x) = 2 x (1). 

Si le corps K n'est pas de caractéristique 2, ceci s'écrire : 

g(x) e 
2 

h(x) 

g(x) h(x) 
X=--

2 

EW. Tout xEE être mis sous forme de la somme 

d'un élément à chacun des sous-espaces V et W. 
D'autre part, V n W = 1. 0 ! . En effet, h(V) = (hog) (E) = 0 ; 

g(W) = (goh) (E) =o. Donc, Sl xe v n ·w, h(x) = g(x) = 0 
vertu de (1), entraîne x= O. On peut conclure E =V EB W. 
f à un élément x de V ; comme V x E V 3 y E E g(y) = x, on a : 

f(x) = (fog) (y) = fo(e + f) (y) ·= f(y) {2(y) 
= f(y) + e(y) = g(y) =x. 

Donc, V xE V f(x) =x. 

La restriction de f à V est l'identité. On montrerait de même que la 
restriction de f à W est ew. 

Ceci posé, il suffit de construire une base de E en la réunion 
~'une ~as~ de, V et d'une base de ·w pour que la de f prenne la 
forme Indiquee. 

2o Si K e~st de 

Et on a alors : 
g=h. 

=0 
et g = e + f donne f = g 
g2(E) = ·O signifie que g(E) 
ce exige : 

soit 
-1 

-1 
dim g(E) ~ dim g(O), 
p~n-p 2p ~n. 

devient : 

noyau de l'application g, 

Sri p = 1, g(O) est un sous-es-pace de codimension 1 et si x appar­
tient à ce sous-espace : 

{(x)= (g + 
f est donc une application laisse tous les vecteurs d'un 
sous-espace de codimension ; c'est une application du considéré 
à l'exercice 32. En outre, pour un x E E quelconque, on a : 

f(x) = g(x) +x. 
-1 -1 

g(x) E g(E) cg(O). L'image f de la variété affine x g(O) est 
donc elle-même. L'application une transvection. 
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3o Soient deux involutions 
duit soit une il 

= e, cp2 = e. Pour que 
que: 

pro-

les deux me1nbres 

Pour que le de deux involutions soit une il est 
nécessaire et .., •. u ....... "''"u ....... que ces deux involutions commutent. 

Exercice 34. 
Nous avons vu que K(f), considéré conune anneau, était homo-

morphe de K(x) dans un homomorphisme dont l·e noyau est le polynôme 
m (x), donc K(f) était isomorphe à l'anneau des polynômes modulo 
m (x). Il de ·cet que les diviseurs de zéro de l'anneau 
K(f) sont les des de zéro de . Ceux-ci sont les 
classes de avec m(x) m ne peut diviser p1p2 
sans diviser p1 ou si ceux-ci ne sont pas avec . Les 
diviseurs de zéro de sont les endomorphismes p(f) où p est un poly-
nôme de degré inférieur à m et non premier avec lui. 

Supposons maintenant p soit avec m. Le théorème de 
Bezout permet d'affirmer existe polynômes q et q' tels que : 
pq + mq' = 1, ce qui entraîne p(f) X q(f) = e. 

L'endomorphisme p(f) admet q(/) comme inverse ; c'est un auto-

Exemple. - Soient a1, a2, ag les vecteurs de la base par à 
est donnée la matrice. On voit que : 

f(al) = az {(a2) =as {(as) = a1. 
f réalise une permutation circulaire sur les éléments de la base, ce dont 
il résulte immédiatement que f3 = e. 
Le polynôme xa 1 ·=(x- 1) (x2 + x + 1) à l'idéal annu-
lateur. Le polynôme m de la théorie générale donc diviser xa - 1 ; 
or, ce n'est ni x- 1 f n'est pas l'identité), ni x2 x 1 car 
f2 + f + e a pour matrice : 

(
0 1 0) (0 0 1) (1 0 0\ (1 1 li) 0 0 1 1 0 0 + 0 1 0 )= 1 1 

'1 0 0 0 1 0 0 0 li 1 1 
n'est pas la matrice de l'application nulle. On a donc : m = xs 1. 

Les diviseurs de zéro de K(f) sont, d'une part, f2 + f + e dont nous 
venons d'écrire la matrice ; d'autre part, les endomorphismes de la forme: 

(f-e) (ocf + ~e) = ocf2 + (~-oc) f- ~ 
avec oc et ~ réels non sin1ultanément nuls, dont la matrice est : 

( ~-~ oc~ 
, oc ~-oc 

~ oc) 

-~ / 

f2 + f e donne de tout vecteur une 
Il est donc rang 1. 

colinéaire à a1 

Pour les cherchons le 
des combinaisons sur les 
successivement les matrices 

de la matrice ci-dessus en faisant 
ou sur les colonnes. On trouve 
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-~ Il. 

-œ -~ 
0 0 0 

Si ~ = 0 (œ est alors différent de ( 0 zœ go) la matrice est 0 œ 

et est de 2. 
Si ~=rf= une combinaison linéaire des colonnes donne la matrice 

( -~ 0 0) 
~ - oc oc~ - oc2 ~2 0 

' 0 0 0 
est encore de rang 2, car 

oc~- oc2 - ~2 ne peut s'annuler pour oc et ~ réels. 
Les applications linéaires du deuxième type sont de rang 2. 

Exercice 35. 
Soient deux ensembles E et F de rnên1e cardinal. Il existe une 

tion cp : E ~ F. 
Soit alors u E c5 (E) une bijection. Considérons l'application de F 

dans F: 
V= cp-1ouocp, 

c'est une bijection donc un élément de d (F). Nous avons donc défini une 

tl; : c5 (E) ~ d (F) 
u V= 

Cette application est bijective. En effet : 
v= v' ===> cp-1ouocp = cp-1ou'ocp ===> u = u' ; eUe est injective. 
VvE c5 (F) 3 u = cpovocp-1 E c5 (E) tl;(u) =v ; elle est surjective. 

D'autre part, c'est un homomorphisme, car : 
tl;(uou') = cp-1ouou'ocp = cp-1ouocpocp-1ou'ocp = tl;(u)otl;(u'). 

tl; est donc un isomorphisme de c5 (E) sur c5 (F). 

Exercice 36. 

Le produit de deux pern1utations est une pern1utation paire 
puisque sa signature est positive. La permutation identique appartient 
au sous-ensemble des permutations paires. L'inverse d'une permutation 
paire est une permutation paire. Celles-ci forment donc un sous-groupe. 

Celui-ci est invariant ; en effet, soit p une permutation paire et (j une 
permutation quelconque. La permutation cro po(j-1 a pour signature : 

S,. Sp = Sp, 

s,. s;-1 = 1. Donc, cropocr-1 a une signature positive et appartient 
au groupe alterné qui est donc invariant. 

Exercice 37. 

est injective. En effet, cpcr Cf) =cp,. Cf') signifie 
(j-1 une bijection, cette égalité est simplifiable, donc : 

q;,. Cf) = cp,. Cf') ===> f = f'. 
q;,. est En effet, si ge 9- : 

fo(J-1 = g ::=:;> f = go(J. 
v g e 9- 3 f = go (J e 9- cp,. (f) = g' 

cp,. est donc un élément de c5 ( c:;). 
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Considérons n1aintenant 

elle est En 

c'est-à-dire VxEE 

crEe) ~cp,. e cS 
q;,. = cpcrr signifie : 

v fe cg: fo(J-1 = focr'-1 
f(cr-1Cx)) = fCcr'-1(x)). 

Si 11 était différent de cr' (et par conséquent cr-1 il existerait au 
moins une valeur x pour laquelle cr-1(x) serait de cr'-1(x). On 

alors, pourvu que F ait au moins deux élén1ents, trouver une 
application f pour laquelle l'égalité ci-dessus ne serait pas satisfaite ; 
donc, celle-ci exige cr= cr'. 

Montrons que cette application est un homomorphisme pour l'opé­
ration composition des applications en cherchant ce qu'est cpcr oq;,., : 

V fe cg: cp,.oc.p,.r Cf) = cpa Cfoa'-1) = foa'-1oa-1 = fo(crocr')-1 = cp,.
0

,.r Cf). 

Cette égalité, vraie pour tout f, signifie : 

L'application envisagée est bien un homomorphisrne. 
2) L'application qui, à Ge c5 (E), fait correspondre cre c5 ( cg:) est 

un homomorphisrne injectif. On peut définir de la n1êrne façon une 
application de c5 ( dans le groupe des bijections de l'ensemble des 
applications de ·:~dans un ensemble G, c'est-à-dire de c5 ( c;;:) dans c5 ( Ç?) ; 
cette application à cre c5 ( c;;:) fait correspondre ce que l'on note encore 
crE c5 ( q) et est encore un hommnorphisme injectif. 

L'application crE c5 (E) ~ cre c5 ( Ç?), produit de deux homo­
morphismes injectifs, est un homomorphisme injectif. 

Voyons de plus près sur l'exemple e~ quoi consiste cet homomor­

phisrne. Nous noterons provisoirement ;, ;, etc ... les images successives 
de cr par les homomorphismes envisagés. D'abord, 7 (1, E) est bien En 
puisque la donnée d'une application de I dans E est la donnée d'un 
n-uplet ordonné d'élén1ents de donc un élément de En. D'après les 

conventions d'écriture, crx = x étant considéré comme l'application 
qui fait correspondre xi à i (i = 2, ... , n). 
xocr-1 fait correspondre Xcr-'(i) à i suivant le schérna : 

i ~ cr-1(i) ----7 Xcr-1(i), 

donc ~x= (x,._1(1), x,.-'(2), ... x,._l(ll)) E En= '7(1, et ~ est l'applica-
tion qui à xE En fait correspondre ;(x)= ;xE En. Donc, (jE c5 (En). 

Soit maintenant fE 7 (En, F). On lui fait ~correspondre : 

a = fo(j-1 cre c5 [cg: (En, F)], 

où-; représente l'élément que nous venons de définir : 

~ f(x) = (fo(Jl)(x) = f(~-1(X)), 

or 
D'où 

cr-1(x) = CXa(1) ... X<r(n)). 

~ f(x) = f(X<r(l) ··· Xa(n)). 

Si on refait encore une fois la même opération en considérant : 
ge cg: (En, F), G), on aura : 

~ g=go~-1 ~ E c5 [ 7( cg: (En, F), G)], 
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ce veut dire : 

=g 

Exercice 38. 
Soit xe En de VVJlU.f..•v.:>a..U.I.'Vi:l 

que f est une forn1e 
O'e 

espace vectoriel sur Dire 
c'est dire que pour tout 

VxEE 

pour la transposition ,.ii : 

V xE E f(,..i/x)) =- f(x). 

Soit alors x tel que xi= x1. Pour un tel x : 

f(x) = - f(x). 
Si le corps K n'est pas de ........ , .. or•+"-·"~"~-,~·., 

La forme s'annule tout xe En dont 
Elle est 

Si K est de caractéristique la sy:métrie et l'antisy1nétrie sont la 
même propriété et sont distinctes la propriété : être alternée. 

Exercice :J,9. 

Une forn1e p-linéaire f sur un espace de dimension n rapporté à une 
base Ca1 a2 ••• an) pour le p-uplet de vecteurs x1 ... x11 donnés par : 

n 

xi= ~{a1 
j=1 

la valeur 
1l ç~(t) ç~(2) ••• Ç~(p) f(a1,(1), GJ.(2), ••• aÀ(p)), 

où À une de l'ensemble ... , p) dans l'ensemble 
... , et la so:mrnauo~n étant étendue à de ces applications 
tenues). 

Si la forme f doit être alternée, ceux des nombres f(aÀ(t) ••• m.(p)) 
relatifs aux applications À non injectives portent sur un p-uplet à' deux 
composantes égales et sont nuls. Si p > n, aucune application À n'est 
injective et la seule forme alternée est la forme O. Supposons 
donc maintenant p ~ n. ne res.te donc dans la somme ci-dessus que 
les n(n -1) ... (n-p 1) ternies relatifs à des injections de l'en­
semble l 1, ... , p l dans l'ense:mble l 1 ... n l . Mais ceux de ces termes où 
l'ensemble 1 À(l), ... À(p) ! est le mê1ne à l'ordre près sont égaux au signe 
près, une forme alternée étant Ces p ! termes pourront 
donc être en : 

;::O"l(2) "O"l(p) 
">2 ... ":.p (1) 

a étant une -na~· ............... ;,,...,.., 
étant étendue aux p ! 

l À(l), ... À(p) 1 et la sommation 

Les C~ combinaisons de p vecteurs, pris les n vecteurs de la 

base l ai 1 , étant arbitrairement indexés de 1 à nous désignons par ck 
le p-uplet des vecteurs de la ke combinaison rangés dans l'ordre naturel 

de leurs indices. Soit À 
posons : 

dp 
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;::O"À(2) "C<l"À(p) - k 
'>2 ••• '-:.p - !1 

Le terme (1) s'écrira !L''f(ck) et nous aurons : 
C{~ 

au 

On voit que la valeur de f est déterminée par la donnée des C~ valeurs 
f(ck) = "ttk· 

Considérons alors les Cft formes p-linéaires alternées fk définies 
la condition qu'elles prennent, la valeur 1 pour la combinaison de 
indice et la valeur 0 pour toute autre : 

fk(ck) = 1, pour k' ::/= k fk(Ck') = O. 
Cherchons la valeur de fk (x1, ... , x 11 ) : 

Cft 

Mais fk(ct) 0 si l n'est pas égal à k, d'où : 
fk(Xl, ... , Xp) ·= !J.k. 

On peut alors écrire l'égalité (2) 

Cft 
f(Xï, ... , Xp) "ffkfk(Xl, ... , Xp). 

Ceci étant vrai pour tout p-uplet de vecteurs de 

Cft 

f = "ffkt'' 

on peut conclure : 

égalité montre que les formes p-linéaires alternées sur E forment un 
espace vectoriel qui admet les C~ formes fk comme système de généra­
teurs. Nous aurons donc montré que les formes p-linéaires alternées for-
ment un espace vectoriel à C~ dimensions si nous montrons que les for­
mes fk (qui sont une généralisation des formes coordonnées de l'espace 
dual) sont linéairement indépendantes. 

Si elles étaient dépendantes, c'est qu'il existerait des scalaires Àk non 
tous nuls tels que : 

soit la forme identiquement nulle, donc s'annule pour tout p-uplet de 
vecteurs. Prenons pour p-uplet la combinaison ck de vecteurs de la base. 
La valeur de la forme ci-dessus se réduit à Àk. Il faudrait donc Àk = 0, et 
ceci pour toute valeur de k. L'indépendance est donc établie. 

(*) u,k est un déterminant: celui de la matrice obtenue en prenant dans la matrice 
qui donne les coordonnées de x 1 ••• xp par rapport à la base (matrice à p, colonnes et 
n lignes), les p lignes correspondant aux coordonnées relatives aux éléments du 
p-uplet ck, pris dans l'ordre naturel de leurs indices. 
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Exercice 40. 

rons 
tout 
tant 

o Soit le sous-espace propre relatif à la valeur 
ensemble de vecteurs non nuls X1, X2, •.. , 

à est nécessairement une 
mot la dén1onstration de ce fait 

Nous montre­
tels que 

en 

le cas où les valeurs sont distinctes. 
dans le cours pour 

Soit alors un vecteur 
distinctes : 

S'il admettait deux 

YI Yn = Zl + Z2 + ... zi 
avec Vi Yi zi aurait 1J (yi- zi) = les 

- zi non toutes nulles, constitueraient une partie 
auraient une somme nulle, ce est absurde. 

E est la somme des on constituer une base de E la 
réunion d'une base de à cette base, la In~nr1ce 
de f est diagonale. 

~':L·~~A.~A~4A~, si la Inatrice de f est diagonalisée, c'est a 
formée de vecteurs propres. E est donc la somme des 

10. 
autrement. La dimension de chaque Hi est au 
~i de la racine Ài du caractéristique. 

de la dont la dimension 
à ~i). Pour que E soit somn1e 

est nécessaire et que : 
1J ~i = dim E = 1J dim 

ce en vertu de dim ~ ~i' à : i ~i = din1 
3o Un sous-espace propre relatif à une valeur propre différente de 

zéro coïncide avec son image par f. Dire que f est som1ne directe de tels 
sous-espaces, c'est dire que f(E) a mê:me dhnension que E, donc que f est 
un automorphisme. 

On peut dire aussi : la n1atrice M d'une application f à spectre shn­
ple pouvant être diagonalisée, si les valeurs propres figurent dans sa 
diagonale sont toutes différentes de zéro, il est évident que 
cette inverse la matrice diagonale dont les éléments 
sont les inverses des de même indice de M. 

Pour que f soit identique à son inverse, il faut et il suffit que chaque 
valeur propre soit sa propre inverse, donc soit 1 ou 1. f identique à 
son inverse signifie f2 = e ; nous avons bien établi à l'exercice 33 que la 
matrice d'une involution pouvait être diagonalisée, tous les éléments de la 
diagonale valant 1 ou 1. 

4 o a) Il existe, par hypothèse, une base ! ei ! de E constituée de vec­
teurs propres de f. Soit Ài la valeur propre correspondant à ei (les Ài peu­
vent ne pas êt~e deux à d~~x distin~tes). Une applica~i?n lin,éaire .étant 
définie les Images des elements dune base, la c~nd1hon necessaire. et 
.., ................ u ... ~~ pour que f et cp cmnmutent est que, pour z = 1, 2, ... , n, on ait : 

focp(ei) = cpof(ei) 
c'est-à-dire : f [cp( ei)] = cp(Àiei) = ),icp( ei) 
c'est-à-dire que cp(ei) est un vecteur propre de f relativement à la val~u~ ~i· 
La condition est donc cp donne de tout vecteur propre de f relatif a Ai 
un vecteur propre à la mên1e valeur, ou sous une forme équiva-
lente, que les sous-espaces propres de f soient invariants par cp. 

Si les Ài sont deux à deux distincts, les sous-espaces propres de f sont 
à une dimension et la condition est que l'ensemble des vecteurs propres 
de f soit inclus dans l'ensen1ble des vecteurs propres de cp. 

b) Pour qu'un endomorphisme cp commute avec tous les autres, il 

........ ,.,..., ... ._...,,ce 
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commute avec tous ceux dont les valeurs n .... ,......,., .. .,., 

vecteurs propres 
alors un vecteur propres de ces enaomc)rp1ni:sm.es. 

peut construire un " ........... '"''"u 

admettant x pour vecteur propre ; 
d'où: 

.., ...... ..., ....... __ à valeurs propres '-" ... .., .. , ...... .._,,.,._,..., 
devra être propre pour cp aussi ; 

VxEE cp(X) = 
Pour prouver que cp est une nc~mou1e1:1e, il reste seulen1ent à vérifier 
que est de x. Or, si on a : 

cp(Xt) = ÀtXt cp(Xz) = À2X2 
on ne avoir cp(Xt + x2) = À(Xt + x2) que si Àt = /,2. 

c) Une involution ·est une opération à spectre simple puisque, d'après 
l'exercice 33, E est somme directe des deux sous-espaces propres relatifs 
aux valeurs 1 et- 1. 

Pour que deux involutions commutent (et aient pour produit une 
involution), il est donc nécessaire et suffisant que les sous-espaces propres 
de l'une soient invariants par l'autre. 

d) De façon plus générale, une involution commute avec un endo­
morphisme si et seulement si celui-ci laisse invariants les sous-espaces 
propres de l'involution. 

Dans ns, si on laisse de côté la transfonnation identique, les invo­
lutions sont de trois espèces : 
a.) - Les trois racines du polynôme caractéristique sont égales à - 1. 
E tout entier est espace propre pour cette transforn1ation. E étant inva­
riant par tout endomorphisme, une transformation de ce type con1mute 
avec tout autre endomorphisme. (Il s'agit d'ailleurs d'une homothétie 
particulière). 
~) - Deux racines du polynôme sont égales à- 1, la troisième est égale 
à 1. E est som.me directe d'un sous-espace propre de dimension 2 et de 
valeur propre - 1 et d'un sous-espace propre de dimension 1 et de valeur 
propre 1. Une inv0lution de ce type con1n1ute avec les endomorphisn1es 
qui laissent invariants ces deux sous-espaces et avec ceux-là seulement. 
y) - Une racine du polynôme est égale à- 1, les deux autres sont éga­
les à 1. E est somme directe d'un sous-espace propre de dimension 1 et 
de valeur propre - 1 et d'un sous-espace propre de dimension 2 et de 
valeur propre 1. Une involution de ce type commute avec les endmnor­
phismes qui laissent invariants ces deux sous-espaces et avec ceux-là 
seulement. 

Nous pouvons ~r~dui~e ces ré~u~tats dan,s le langag~ ~e la péométrie 
élémentaire. Une ong1ne etant chms1e dans l espace euchd1en, l ense1nble 
des vecteurs géon1étriques issus de cette origine a la structure d'espace 
vectoriel de ns. Les sous-espaces de din1ensions 1 et 2 de R3 correspondent 
aux droites et plans issus de l'origine. Nous voyons alors que : 

- Une involution du type a.) qui à tout vecteur donne pour image 
son opposé correspond à la symétrie par rapport à l'origine des coordon­
nées. Et nous pouvons énoncer : Une symétrie par rapport à un point 
commute avec toute application linéaire de l'espace vectoriel relatif à ce 
point. 

- Une involution du type ~) qui, étant donnés une droite et un 
fixes passant par l'origine, transfonne tout vecteur en un vecteur 
même composante sur la droite et composante opposée dans Je cor­
respond à une symétrie par rapport à la droite parallèlement au plan. Et 
nous pouvons énoncer : Une symétrie par rapport à un axe parallèle-
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ment à une direction de 
linéaires de 
invariants cet axe et le 
celles-là seulement. 
trie 

Exercice 41. 

1 o Supposons que : 

tous les vecteurs d'ordre 
comme linéaires des xi avec en 
soit ainsi pour tous les vecteurs 

Il en résulte : 

aussi ; xP+ 1 étant combinaison linéaire des xi 
les xi (1 ~ i ~ p) forment donc un système 
une base, de F. 

rtr .. '1>ÛT•ni-,n.H>'<C"< .U.U.U.AJI..UlU.I.Jl.L' donc 

Pour que x1 '·"· ... :!"'."'............. il est nécessaire et suffisant que E et F aient 
mên1e que p = n, ou que X1, X2, ••• , Xn soient linéairement 
indépendants. 

2<> Soient À1, À2, ... , Àn les éléments de A : 

Une condition 
leur déterminant soit 

X1 = !l Çiei ==? X2 = !l Çi~ei 
Xa = !l Çi(Ài) 2ei 

Xn =!) Çi(À")n-lei. 
""'"'ti:>,rna. de ces n vecteurs est 

ce déterminant 

2 1 ÀnÀn ... 

saire 
de 
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"'-'""'IJ·'"'" d'indice i, j avec i > 
différent de il 

c'est-à-dire les 

X2, ••• , on trouve pour matrice de f : 

0 
0 

1 

0 . 

0 

de f s'écrit donc : 

~ 0 0 •••••••• ·"-« 
.f ... A o 
0 1 

0 1 
0 .. · .. 

0 

ce déterminant par rapport à la dernière colonne. Le 
mineur de a1 vaut 1. Celui de a., pour 1 < i < n vaut À)i-1 . celui 
de an- À vaut On trouve donc : 

n-1 

P(À) = 
_ t)n[Àn ... -al]. 

La générale nous que P(/) = c'est-à-dire que 
l'application P(f) annule tous les vecteurs xi. Calculons ou 
plutôt (- l)"'P(f)xl que nous par gCx1). 

g(X1) ={"'(Xl) - anfn-1(X1) ••. - a2{(x1) - a1X1 
= {(Xn) - UnXn ... - U2X2 - U1X1 = 0. 

;:,uou~oslHis alors que l'on ait g(x1) = 0 et cherchons 1). 
g(xH.l) = 1) ... -

••• - U2{(Xi+ 1) - U1X1+ 1 

= f"'+1(xi) - anfn(xi) ... - an-i+lfn-i+1(Xf) 
-U~Xn, ••• - U2X.H2- UlXi+l 



est égale à : 

et dont 
an-ixn-1 

par f est : 
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an--iXn a2X.t+2 a1Xi+1· 

On a donc bien = 0 et le théorème est vérifié. 

Exercice 42. 

Soient V et W deux variétés linéaires affines d'un espace affine E 
respectivement parallèles aux deux sous-espaces vectoriels H et J de 

associé T. Soit H n J = L. 

Admettons que v n \V ne soit pas vide et soit Xo E v n w. Cherchons 
à caractériser tous les autres points xE V n W. Ce sont ceux satis-
font à: 

x-xoEHJ 
x-xo e J ) ce équivaut à x--x0 EL 

L étant un sous-espace vectoriel de T, l'ensemble des x tels 
x- Xo EL est une variété affine parallèle à L. Par conséquent, ou 
l'intersection de deux variétés affines est vide, ou bien elle est une variété 
affine. 

au lieu de deux variétés affines, on considère un ensemble fini ou 
infini variétés le raisonneinent précédent reste valable, l'inter­
section de l'ensemble des sous-espaces vectoriels parallèles aux variétés 
étant encore un sous-espace vectoriel. 

Soit alors A une partie de E. L'intersection de toutes les variétés affi-
nes contiennent A est une variété affine qui contient A et est 
incluse dans toutes les autres. C'est la plus petite variété affine 
contienne A. Le de points de A c V o est un point de V o. 

tout de Vo est barycentre de 
savons que point V o peut être obtenu co mine 

barycentre de points fixes xo, xi (i E de V o, pourvu les vecteurs 
=xi- xo constituent un système de générateurs de (sous-espace 

est parallèle). Or, nous pouvons trouver dans A un 
tel système points xi ; si, en effet, A n'en contenait pas, c'est que les 
vecteurs x décrivant A, n'engendreraient pas Ho, mais un sous-espace 
inclus Str'ICI:enlern dans et Vo ne serait pas la plus petite variété affine 
contenant A. Vo est donc l'ensemble des barycentres des points de A. 

Exercice 43. 

a) b-a = c d ~ tao = tào· 
aux deux membres de l'égalité. La son1n1e vectorielle étant 

'-'V'JlU.-'-JlJ<~o..a't ... ~ .. rf--i·ua il vient : 

lao tbà = tbà + tao ~ laa= tbo ~ d-a=c b. 
b) Nous avons défini le parallélogram1ne 

t1 b-a et tz = d--a par le fait c =a 
est le b · l'égalité de définition c s'écrit 
tz ·= c b; 

abcd construit sur 
t1 fz. Or, a + t1 

c = b tz, donc 

c-b=d-a. 
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si on de c- b = d-a, on dire : 
c = b (d-a) = a (b- + 

est la définition cours. 
c) Précisons d'abord que le n1ilieu de deux dans un 

affine est le barycentre de ces points affectés de coefficients 
donc égaux à 1/2 ; 1/2 est l'élément du corps 
donne l'unité. Cet élément n'existe dans un corps 
il existe au contraire dans tout corps 
ristique différente de 2 admet pour 
mier impair et que dans ces corps un 
milieu a donc un sens dans tout espace affine sur un corps de caracté­
ristique différente de 2, mais n'en a pas dans un corps de car~ctéristique 2. 

Ceci posé, soit le de sommet a construit sur f1 et t2. 
. taà ' tl t2 Le milieu de ad est déduit de a par la translation 2 , c est donc a 

Le milieu de be, de b et c affectés des coefficients 1/2, est le 

1 1 C' b' + t1 tz point déduit de a par la translation 2 t1 + 2 t2. est 1en a 2' 
Réciproquement, dire que ac et bd ont même milieu c'est dire que : 

a c b d 
2 2 2 2 

ce qui peut s'écrire en prenant a pour origine des vecteurs : 
1 1 
2 tao= 2 (tao+ lad). 

Soit tac- lao= la4, c'est-à-dire c- b =d-a. , 
d) Si K est de caractéristique 2, tout scalaire y est égal à son oppose, 

ce qui entraîne que tout vecteur de T est égal à son opposé : 
Vm, nEE tnm = lnm (1). 

Soit alors un parallélogramme a, b, c, d, ce qui se traduit par : 
fa.b = fdo (2) 

et nous devons montrer que : 
flf(a)rr(b) = flf(C)If(d),. , • 

a- étant une permutation quelconque. On sait qu une permutation peut 
toujours se décomposer en un produit d~ tr,anspositio~s ~ortant sur d~u:: 
éléments consécutifs. Pour que la propnéte smt ~tabhe, Il suf~t de veri­
fier que (2) reste vraie si on y échange a et bou bien. b et.d ou bien d etc. 
La possibilité du deuxième de ces échanges a été etabhe en a) dans le 
cas général ; les deux autres résultent de (1). 

Exercice 44. 
Le résultat est évident à partir de l'une ou l'autre des définitions 

données : , 
a) L'image du barycentre d'un ensemble de poi!lts par la composee 

de deux applic.ations affines sera 1~ b~rycentre des Images ; cette 
cation composee est donc une apphcabon affine. 

b) Si l'application u est affine c'est que : 
x-a~ u(x)- u(a) 

est une application linéaire. Si u' est affine c'est que : 
u(x) - u(a) ---7 u'(u(x)) - u'(u(a)) 

est linéaire. La composée des deux applications est linéaire, donc : 
x-a ---7 u'ou(x)- u'ou(a) 

est linéaire et u'ou est affine. 
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Exercice 45. 

Soit u une ap]pU<~atwn affine de E dans F de tout xE donne 

au sous-

X 0 H = 1 X = X 0 f ; f E H 1 . 

de cette variété est l'ensemble des 
l u(x) = + t) ; tEH 1 , 

or, u(X0 ) = u(a) r.pCfax
0
), 

u(x) = u(x0 t) = u(a) + r.p(ta:v). 
D'où par soustraction : 

u(x) - U(X0 ) = r.pCfaaJ -
Mais r.p étant linéaire : 

<p(ta3J) - r.pCfax,) = r.p(fx0x), 
décrit H ; r.pCfx0x) est l'image d'un sous-espace vectoriel ; c'est 

un sous-espace vectoriel on a : 
u(V) = 1 u(x) ; xE V!= u(x0 ) + r.p(H). 

de V u est donc une variété 
nrn•nllf>lr> à 

Soit maintenant W une variété affine de F à un smu-estJac~e 
J. de vectoriel T ass?~ié à F ; cherchons-en. l'image réciproque. 
SI w n = reciproque de w est "VIde. SuJ?pOsons 
w n et à cette intersection. Il 
au u(x0 ) = La variété ·w 

Pour autre x 

il faut et il suffit que : 
u(x)­

ou r.p(tx0x) 
EJ 

J. 
L'ensemble des x 

déduits de X 0 par 
"~-''"''"·"'"-'· ..... U. à la aues1t1on est donc celui des points 

......... ., ............ 'U' ..... "' t appartenant à : 
-1 

<p (J) = H. 
d'un sous-espace vectoriel par une application 

est un sous~espace vectoriel. L'ensemble des x répondant à la 
""""'""''"''"'·""·est Xo + H. 

-1 

u(W) es~ u~e variété affine; L'ima~e réciproque d'une variété affine 
par une apphcahon affine est vide ou bien est une variété affine. 

il est immédiat que E X F a une structure d'espace affine 
sur S X T. du fait E et F ont respectivement des structures 
affines sur S et sur il que : 

V(x, y) (x', y') E (EX F)2 3 !(s, t) ES X T 
ce qu'on pourra noter : 

x'=X S 
1l=Y t 

x'= s(x) 
y'= t(y) 
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Cherchons alors ce 
linéaire de E dans F. On sait 

d'une 
av'""1 ·ma sous la forme : 

A= et 
X= a+ (x-a) 

= u(a) + r.p(x-a) 
se noter (x- a, r.p(x- a)). 

On obtient l'ensemble des X en faisant décrire à x a tout 
vectoriel S. On donc dire que le est l'ensemble : 

A+ 1 (t, 6 = r.p(t)) ; tES 1 • 
L'ensemble H = ! (t, 6) ; tES l est un sous-espace vectoriel de 

S X T. En effet, du fait de la linéarité de cp, 
(t, 6) E 
(t', 6,) E H ==> (t, 6) (t', ft)= (t t', r.p(t) + cp( t')) t', r.p(t +t')) EH 

(t, 6) E H ==> À(t, 6) = (Àt, Àr.p(t)) = (Àt, r.p(H)) E H. 
Le graphe est donc une variété affine de E X F parallèle à H. 

nous allons considérer une de E dans F 
soit une variété affine de EX F. obser-

vons G d'une application une partie de 
E X telle que restriction à G de la de E X F sur E 
(voir exercice 18), soit une bijection (pour qu'à x E corresponde 
un y E F et un seul, donc un couvle (x, y) et un seul). Pour abréger, 
nous dirons d'une telle partie G quelle se projette bijectivement sur E. 

Nous considérerons donc une application u dont le soit une 
variété affine qui se projette bijectivement sur E. Elle la forme : 

A + H = (a, u(a)) + ! (t, cp(t)) ; tE S l 
et pour montrer que u est affine, il faut seulement montrer 
que r.p est linéaire. Or, un sous-espace vectoriel, 

(t, r.p(t)) E H ( 
(t', r.p(t')) E H \ ==> (t t', r.p(t) r.p(t')) EH. 

Mais, puisque dans il existe un seul point dont la projection sur E 
soit t +t', c'est le point (t +t', r.p(t +t')). On en conclut donc : 

<p(t) + cp(f') = r.p(t + t'). 

On montre de la même façon que r.p(H) = Àr.p(f). Donc, r.p est une 
application linéaire (*) et u est affine. 

Nous pouvons donc énoncer : 
Pour qu'une application de E dans F soit affine, il faut et il suffit 

que son graphe sozt une variété affine de E X F ou, en tenant compte 
de la remarque générale faite ci-dessus : 

Pour qu'une partie de E X F soit le graphe d'une application affine 
de E dans F, il faut et il suffit que ce soit une variété affine se projetant 
bijectivement sur E. 

(*) On pouvait aussi raisonner ainsi. L'application (t, '!'(t)) ~ t, restriction à H de 
la projection prE du produit E X F sur E est une application linéaire (v. ex. 18) ; 
cette restriction est ici bijective. 

L'application réciproque t ~ [ t, 'l' (t)] est aussi linéaire et (t, 'l' (t)) ~ 'l' (t) restric-
tion à H de la projection de E X F aussi linéaire. L'application t ~ '!' (t), qui peut 
être considérée comme la composée deux précédentes est linéaire. 
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Exercice 47. 

La recherche du de n points ... Xn est une 
être rendue associative. En effet, 

CO<CtllC11Cn1tS a.i (1 ~ i ~ p) et Xp+l .•• Xn 

Xl ••• Xp oH,af>f",à" 

affectés des 
+ 1 ~ j ~ n) avec + !l~; = 1. 

a.'i = 1 
!la.t 

!la.'" = 1 et ce barycentre est le point y défini par : 

f«y = !la.'i laxi. 

Puis prenons le barycentre de ce point affecté du coefficient !la.i et des 
points Xp+I .•• Xn affectés de leurs coefficients ; c'est le point x défini par : 

fau;= (!la.i) t(J,!IJ• + lJ~;t(J,!IJ .• 
l J 

= !la.lami + !l~iam;-
La somme vectorielle étant associative, ce barycentre ne diffère pas 

de celui des points X1 ... xn affectés de leurs coefficients. 
Ceci posé, dans la recherche du barycentre des points X1 ... Xm affec­

tés de coeffi-cients positifs, d'une partie A d'un espace affine, remplaçons 
Xt et X2 par leur barycentre déterminé comme il vient d'être indiqué ; 
puis cherchons le barycentre de xa et de ce barycentre et ainsi de suite ... , 
tous les coefficients utilisés et calculés à parbr des coefficients positifs 
initiaux étant eux-mêmes positifs. 

Or, par définition du segment X1X2, le barycentre de ces deux points 
affectés de coefficients positifs appartient au segn1ent, donc à l'enveloppe 
convexe de A, le barycentre construit ensuite lui appartient pour la meme 
raison ... et finalement le barycentre des n points lui appartient. 

L'enveloppe convexe contient donc l'ensemble c des barycentres des 
points de A pris en nombre fini quelconque et affectés de coefficients 
positifs. Nous allons montrer maintenant que cet ensemble e est convexe; 
comme il contient évidemment A, cela suffira à établir qu'il est l'enve­
loppe convexe. 

Soient deux points a et b de é. Si A est indexé par 1, on peut écrire : 

a = ~ a.ixi b = ~ ~,x,, 
lEI iEI 

où les a.i (resp. ~i) sont nuls, sauf pour un nombre fini d'indices, réels 
positifs et tels que lla.i = 1 (res p. !l~,. = 1). Un point x du segment [a, b] 
s'écrit : 

x= J.a !J.b, 
où J. et IL sont réels pm;itlts de somme 1. On a donc : 

x= 2: CJ.a.1 IL~i)xi. 
iEI 

Or, les coefficients Àa.i + IL~i sont nuls, sauf pour un nombre fini d'indices, 
pour lesquels ils sont réels positifs et de somme 1, car : 

:E (Àœ., + IJ.~i) = J.!la.i !J.!l~, = À IL = 1. 
x est un barycentre positif de points de il appartient à c . 

Exercice 48. 

fest 
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en vertu de (Q), avec x= 0, on a : 
= 2 Q(y), 

d'où: Q(y) = Q(- y). 

f (x, y) - f (y, x) = ~~--=--___:,__ _ _,;;,._.. = 0. 

f est ~ ......... ~., • ., par rapport à x, c'est-à-dire : 
f (Xt + X2, y) = f (Xt, y) + f (X2, y). 

On a, en effet : 
Q (XI X2 + y) = 2 Q (Xl + y) + 2 Q(X2) - Q (Xl - X2 + y) (1) 
Q (Xi X2- y) = 2 Q (Xi- y) + 2 Q(X2) - Q (X2- Xt + y) (2) 

Echangeant le rôle de Xt et X2, on obtient : 
Q (x1 + x 2 + y) = 2 Q (X2 + y) 2 Q(Xt) - Q (X2- Xl + y) (3) 
Q (Xt + X2- 'y)= 2 Q (X2- y) 2 Q(XI) - Q (Xl- X2 + y) (4) 

La combinaison (1) - (2) + (3) - ( 
4

) donne : 
2 

Q (XI X2 y) - Q (Xl + X2 ~y) 
= Q (Xt +y) - Q (Xi-;- ,Y) -+:- Q (X2 + y) - Q (X2- y) 

qui n'est autre que la formule a etabhr. 
La symétrie de f et l'additivité par rapport à x entraînent l'additivité 

par rapport à y. 
c) Prouvons enfin que : VJ. ER f (J.x, y)= J. f (x, y). 

L'additivité par rapport à x entraîne (cf. A.P.M. 1, exercice 61) 
VrEQ f(rx,y)=rf(x,y). 

Mais Q (J.x +y) étant continue en À, f (J.x, y) l'est aussi. Sa valeur étant 
rf (x, y) pour ). = r rationnel, est À f (~,y) ,PO~r À réel ql!elco~gue. _La 
symétrie implique f (x, J.y) =). f (x, y). L apphcabon f est bten b1hnéaue. 

Exercice 4-9. 

Soient x et y appartenant à la boule unité : 
llxll ~ 1 IIYII ~ 1. 

On doit montrer que J.x (1- J.) y, ave·c 0 < J. < 1, appartient aussi 
à la boule. Or, 

IIJ.x + 0 - À) Yll ~ J. !lxii + Cl - J.) IIYII ~ À + 1 -À = 1. 

Exercice 50. 

Les solutions de l'équation différentielle sont de la forme : 
y = e-ax (À cos, bx + IL sin bx). 

Les deux solutions : 
y = e-ax cos bx 
y = e-ax sin bx 

qui sont linéairement indépendantes, constituent une base de l'espace 
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vectoriel sur R des base par à les coordonnées 
d'une solution sont À et !J.· 

1 y1, y2 l est une forme bilinéaire associée à la forme 
2-rt 

ly,yl = 

est bien définie ...,.,.,., ... ,fo·in~ ...... n .. :•ro•n ne s'annule que si y est nul sur 

[
. 2 7t'J 
_ 0, b , ce la fonction étant de 2 7t' 

entraîne que y soit la fonction nulle. 
scalaire. Il vaut : 

1 y1, y2 l est donc bien un produit 

b 
1 y1, y2 1 = -7t' 

On trouve: 

et 

(Àt cos bx !J-I sin bx) (À2 cos bx !J-2 sin 

. Il en résulte que la base par ...... , ..... ,..,..~ ...... 
faits est une base orthonormée. Une suite de 
espace ve·ctoriel est une suite (yn) de solutions à : 

Ys 3 N n > N, p > N ~ llYn- Y Pl!< s, 

or IIYn-Yp!l= 

L'hypothèse entraîne : 

!Àn- Àpl < s ltJ.n- !J.pl < e. 

dx. 

C'est dire que (Àn) et (!J.n) sont deux suites· de de nombres réels. 
Elles convergent donc respectivement vers deux réels let m · c'est-à-dire 
que s'étant arbitrairement petit pour n assez : ' 

!Àn -lj < s' !tJ.n- ml < s', 

ce implique : < s'y2. 
Or, le •premier membre est la ~istance entre la solution (yn) et la solution 
de coordonnées (l, m). La suite (y.,) converge donc vers cette solution. 
L:espace est donc complet. Il est isomorphe à muni de la norme eucU-
dienne, dont on a donc montré du même était 

Avec la deuxième définition, calculons : 

e-:&ax (Àl cos bx + !J-1 sin bx) (Àz cos bx + !J-2 sin bx) dx 

e-2axdx e-2axcos 2bx dx 

e-2'ax sin 2bx dx. 

Les deux dernières ,,..,. .. ,..,.*'·~-~--~ 
Im:aglnai.res de : 
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On trouve donc : 

D'où: 

!J.b)2 + Àz (a2 + b2)) 

peut être mis sous la forme : 

[y, y]= 
a À 

Sous cette forme·, on a mis en évidence une base orthogonale formée 
des deux solutions : 

Yo(À=Û, tJ-=1) Y1 (À=- b, IL= a). 

Pour avoir une base r,,.j, .... r,..,.r ... ..,.,,.,... il suffit de diviser ces vecteurs 
par leur norme : 

Les deux solutions forment une base seront: 

e-ax(- b cos bx +a sin bx). 

Par rapport à cette la forme [y, y] a pour valenr : 
[y, y] = Ç2o + Ç2t 

si eo et çl sont les coordonnées de y (y= eozo + hzl). 
A de là il n'y a rien à à ce que nous avons dit rela-

v..._ ... , .............. aux suites de Cauchy. 

Exercice 51. 

a) Le sous-espace , à un vecteur propre x, est l'en-
semble des vecteurs de l'espace à ce vecteur propre. L'ortho-

est conservée par la orthogonale u, d'autre 
vecteurs orthogonaux à un vecteur sont orthogonaux aux ~,._ ... , .... -~ 

colinéaires à ce vecteur. 

(x,y)=O ~ f(ÀX,g)=O). 

On peut donc dire : 
y ~ x ~ u(y) ~ u(x) ~ u(y) ~ x 

D'où u(x1
) = 
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De même si H est un 
- le même rmlsonnerrlertt 

paru si 

Soient deux vecteurs 
valeurs propres réelles 1 et _ 1 rP•~n"'""t-,lna ........ .c ...... 

u(x) =x u(y) =-y 

aux deux 
; on a: 

Donc, f (x, y) , f(u(x), u(y)) = f (x,- y)=__:__ f (x, y), 
ce entratne 0 espace vectoriel E est sur R et non ·pas sur 
un corps de caractéristique 2) : 

f (x, y) = 0 ~'est-à-dire x J. y. 
c) Supposons alors que u admette un vecteur propre a 1 de valeur 

prop\e À= 1 pour fi~er 'les idées. Nous pouvons choisir une base de E 
~onshtu~e de a1 et .dune base du sous-espace orthogonal H 1 • Nous . ou­
,o~s toujours ~h~isir a1 unitaire et la base de H1 orthonormée si bienpque 
la a~e de E ainsi obtenue est orthonormée. Par rapport à cette Ia 
matnce M de u prend la forme: 

(ô (~1)) 
M1 étant la .matr~ce orthogonale qui représente la restriction de u au sous­
espace H1 .1nvanant par u, matrice dont le polynôme caractéristi ue a 
men1es racines que celui de la matrice M à l'ex-ception d'une racin;} 1. 

No
1
us r~faisons pour M1 ce que nous avons fait pour M et si elle admet 

encore· a valeur propre 1 et le vecteur a2, nous mettons M sous la forme : 

( (Ô ~) 0 ) 
0 CM2) 

par rapport à une base orthonormée formée de a 1, a 2 et d'une base ortho­
normée de H2, sous-espace orthogonal de celui engendré par a et a M 
=~~~:.~a matrice de la restriction de u à ce sous-espace H 2 ••• ~t ain~i d; 

Nous poursuivrons ce processus jusqu'à épuisement des racines du 
polyn?me caractér~stique. Si nous avons trouvé k fois la racine 1 1 fois 
1~ ~fcine. - 1, et SI le J!olynôme caractéristique n'admet plus de ;acines 
r e es, SI u .e~t raJ?·P<?rte à la bas~ orthonormée formée de k + l vecteurs 
propres chOISIS unitaires et deux a deux orthogonaux et d'une base ortho­
normée du sous-espace H' orthogonal à celui qu'ils engendrent sa matrice 
prendra la forme: ' 

(M? 

àùH~' est la matric~ à valeurs propres imaginaires de la restriction de u 
· Dans le cas ou k + l = n, la matrice est diagonalisée. 
d) Sous cette forme on voit que E est la somme directe de trois sous-
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espaces deux à deux tous trois invariants par u : H' et les 
deux sous-espaces et engendrés ~par les k vecteurs 
de valeur 1 et les vecteurs de valeur propre - 1. Ces deux sous-

sont de vecteurs propres ; dans le premier, ce sont des 
·ua,~i"'"''', ... "' propres de va'leur 1 et la restriction de u à E1 est l'identité · dans 

aeux1erne, ce sont des vecteurs propres de valeur - 1 et la ... ,, .. ,i",.·•.-.i"·• ......... 
de u à est une symétrie par rapport à l'origine. 

En dehors de ces deux u ne possède pas de vecteurs 
~ ...... ~'""'""'" un vecteur propre de valeur -1 ('par exemple) doit être 
orithc>gcm~tl à tous les vecteurs propres de valeur 1 d'après b), donc appar-
tenir à est EB H'. Un vecteur de E_l œ H' qui serait propre 
de valeur propre -1, ayant pour composante dans E_1 un vecteur pro­
pre de valeur propre -1 devrait avoir aussi pour composante dans H' 
un vecteur propre, ce qui est impossible si cette composante n'est pas 
nulle, puisque H' ne possède pas de vecteurs propres. Tout vecteur pro­
pre de u, de valeur propre- 1, appartient donc à E_1. On n1ontre de la 
même façon veeteur propre de valeur propre 1 appartient à E1. 

L'ensemble des vecteurs propres de u est donc formé de deux sous­
es pa ces orthogonaux dont les dimensions sont égales à l'ordre de multi­
plicité des racines 1 et- 1 dans le polynôme caractéristique. 

Exercice 52. 

Nous utilisons les notations du cours. Soit u une transformation 

orthogonale de E et Ù la transformation ·correspondante de F. Soient À et I 
deux valeurs propres imaginaires conjuguées de ii et soient : 

v= e1 + i e2 v= e1- i e2 (e1 et e2 réels) 
les deux vecteurs propre·s correspondants : 

Ù(v) ="Av 

Le sous-espace de F engendré par v et v est invariant par u. Les 
vecteurs 

v-v 
e2=~ 

constituent une base réel:le de ·ce sous-espace. [Pour s'en assurer il suffit 

de vérifier qu'ils ne .peuvent être nuls, ce qui signifierait que v et v sont 
ou réels ou imaginaires purs. Or, nous savons qu'ils ne peuvent être réels ; 

d'autre part, v imaginaire pur entraînerait u(v) imaginaire pur, mais par 

ailleurs V= iD1 avec D1 réel signifierait U(D) = ÀD = Ài D1 qui ne pourrait 
être imaginaire ·pur que si À était réel, ce qui implique une contradiction]. 
Le sous-espace engendré par v et v' peut donc être rapporté à la base et, e2. 

Revenons maintenant au domaine réel. Le sous-espace engendré 
dans F par e1 et e2 a pour intersection avec E un sous-espace c invariant 

par u, est la restriction de Ù à E. Ce sous-espace et son orthogonal 
constituent deux sous-es~aces supplémentaires, tous deux invariants par 
u, et la restdction de u a chacun d'eux est une transformation orthogo­
nale. é:, de dimension 2, est isomorphe à R2 et, u n'y ayant pas de valeur 
propre, réelle, sa restriction y est une rotation d'angle œ =F k TÇ. 
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Si u n'a aucune valeur ml'.-...-.."'."" 
de E soit ; E = la 1',:>~!T1'1il'1"1!fln 
é est aussi à valeurs 
lui ce 
ces on:nc>~ZO•naux , 71 '""'"'''"'"..~-~ 

au 

recommencerons pour 
en deux 

4. La restriction 
ainsi de suite ... 

deux à deux ortho-
gonaux tous et la restriction 
u à ·chacun d'eux une k 

Si on choisit dans chacun de ces :sulLI:s-·eS1Da~3es une b;~e 
on voit la matrice de la u à valeurs propres 
naires de la forme : 

chacune des matrices 

et la matrice de la 
mise par 
forme: 

=t 

étant de la forme : 

1 

1 
[f (v, v)- f 

La forme étant 

f(v v, v-

- f (v, ii)] 
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f 
donc une 

"" .... , ... n.,..."" ... à eUe la matrice 
sous-espace 
la fonne : 

(
/ C?s a. -sin a.) 

s1n a. cos oc 

Il est aisé de le vérifier directement ; en 

t (v, v)= À I t 
À et À satisfont à : 

v) 
f (v, v) = f (el, el) f (e2, e2) + if (e2, et) -if (et, e2) 

et les 

- (e~, et) + f (e2, e2) puisque f est symétrique. Cette quantité est stric-

tement positive, donc l'égalité (1) exige À 5: = 1 ou IÀI = 1. (Nous avons 
montré en que les valeurs propres imaginaires sont de module 1). 
On donc poser : 

À=eif3 'À=e-tf3 ~~k'lf:. 
On trouve alors : 

u(et) = 
eif3 v e-if3v 
---------- = e1 cos ~- e2 sin ~ 

Par à (e1, e2), la matrice de u s'écrit : 

(
·. cos ~ sin ~ ). 

sin~ cos~ 
C'est celle de la rotation d'angle a.=-~-

Exercice 53. 

ns1eormcrtu1ns orthogonales dans R8 • 

Il existe au moins une valeur propre réeHe et une direction 
à cette valeur. priori, nous pouvons considérer 

la valeur du déterminant Il de >la n1atrice et la valeur ...,.""'"'T"·a 
réelle. L'existence de transformations orthogonales 
tivement à ces cas sera prouvée à posteriori par la possibilité de 
construire une matri·ce orthogonale conforme à ces données. 

La restriction de la transformation au sous-espace or~th<)g<Jn:ll 
vecteur propre est une transforn1ation orthogonale dont la nature 
ou inverse) est déterminée ·par la condition que son déterminant Il' vérifie 
Il= À Il'. Nous avons donc J,es quatre cas : 

En rn-rt3.n..,,n 

au vecteur 
nales dans 

1" l:l.ICC!Il 

Il= 1 À= 1 
Il= 1 À=-1 
ll=-1 À= 1 
l::.=-1 À=-1 

!::.'= 1 
ll'=-1 
!::.'=-1 
!:::.'= 1 

la transformation dans le sous-es·pace 
les types possibles de transfonnations 

nous obtenons tous les types possibles dans R3 • 

À= 1 !:::.'= 1: 
0 

cos a. -sin 
sin a. cos 

0 
1 
0 
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2o A=l À=-1 A'=-1: 
1 0 
0 1 
0 0 

3o A=-1 À=1 A'=-1: 

(

1 0 
0 1 
0 0 

4o A=- 1 À=- 1 A'= 1 : 

J c?~ a; - s~n a.) b ~ &
1

)\ b - ~ &)\ 
0 sin a. cos a. 0 0 0 0 - 1 

De ces 8 matrices, on voit que la 3" et la 4e sont identiques à l'ordre 
des vecteurs de la base près, de même que la 5e et la 7°. Nous retiendrons 
donc 6 types distincts : 

- transformations positives : 

~ ~ ~ ) l ~ co~ a. 

0 1 \ 0 sin a. 
- ~:~ : ) ( l - 1 - 1 ) 

o identité o rotation autour 
d'un 

pro-
pre, 
o un sous-espace or­
thogonal invariant. 

transformations négatives : 

1 0 0 ')\ (
1

-1 
0 cos a. -sin a. 

0 sin a. cos œ \ 

1 

o symétrie rota- o symétrie, 
tion, o une direction pro-
• une direction pro- pre, 
pre, o un sous-espace or-
o un sous-es~pace or- thogonal de vecteurs 
thogonal invariant. propres. 

Transformations orthogonales dans R4• 

o (cas particulier de 
la précédente), demi­
tour autour d'un axe, 
o une direction pro­
pre, 
o un sous-espace or­
thogonal de vecteurs 
propres. 

o symétrie par rap­
port à 0 (tous les vec­
teurs sont propres). 

Cette fois, nous pouvons n'avoir aucune valeur ,propre réelle. L'exis­
tence d'une transformation de ce type et sa forme ont été établies dans 
l'exercice 52. 

Admettant l'existence d'une valeur propre réelle À, nous raisonne­
rons comme pour R3 en classant les cas suivant la nature de la transfor­
mation et la valeur de À et en considérant pour le sous-espace orthogonal 
à la direction propre associée à À tous les types possibles de transforma­
tions orthogonales. Ceci nous amène à envisager 12 cas do:nt plusieurs 
sont identiques, à l'ordre des vecteurs de la base près. Finalement, on 
trouve: 

sin ct 

1 

cos ct 
cos ct'- a.' 
sin ct' cos a.' 

=;1= k'Jt. 

vecteurs 

-1 
1 

rap-
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1 
1 

sous-espace de 
vecteurs 

2o Trois 
1 

1 

une 

1 

rap-

un sous-espace 
"""' RB de vecteurs pro-

un 
un sous-espace 

"""' R3 de vecteurs pro-

une direction pro- une direction pro-
pre, pre~ 

1 

On vérifie bien sur ces les résultats 
ces 51 et 52. 

Exercice 54. 

1 

identité. 

cos ct- sin 
sin a. cos 

X rota-

Un espace vectoriel sur un corps satisfait aux axiomes de la struc-
G;:)IJ"''-''"" vectoriel sur tout sous-corps de ce corps. donc 

comme espace vectoriel sur R. Soit (ak) une de 
être mis sous la forme : 

X= 

slcER 
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Sous cette on voit que l'ensemble : 
(ak) U 

constitue un de rti>.-.a .... n.f·n·n ...... de cet ensemble 
est formé de vecteurs I"Jn,il!:llT'o-.-na,,...f U1Ch~U€~n<llanlts. 
que: 

(rk) et tels 

Cette s'écrire : 

~k (rk + isk)ak = O. 
k 

Mais les ak constituant une base de E(C), ceci entraîne : 
V k rk + isk = 0 ou rk = sk = 0 

U (iak) est donc une base de E (R). E(R) est de dimension 2n. 

2), Nous d~ro.n~ qu'une application ·est C•linéaire (resp. R-Iinéaire) 
lorsqu elle est hneaire pour les structures d'espaces vectoriels sur C (resp. 
sur R). 

Toute application C-Iinéaire de C dans C est de la forme : 
r is=ÀEC ~ œÀEC 

œ étant un élé.ment fixe C, soit œ =a+ ib (a, b eR). 
On aura: 

œÀ = (a + ib) (r 
Cette avJrHu;arJton équivaut donc 

(r,s)ER2 ~ 
définie par la matrice : 

1 a -b) 
\b a 

Ce n'est donc pas CI.IJ'!IJ'-' .. '"'a. .. .~.vu R-linéaire la générale de R2 dans R2 
définie par une Jl.U.a .... .~.,~..:; quelconque : 

(~ ~) soit (r, s) E R2 ~ (ar+ cs, br+ ds). 

f:e résult~t p~ut aussi être énonc~ gé?métri<pie!llent : les seules applica­
bo~s, ~-lineaires de R2 dans lu~-~e.me definies par des applications 
C-hnea1res de C dans C sont les similitudes de centre l'origine. 

3) Une forme linéaire sur E(C) est une application : 
f:E(C) ~ C 

qui, à tout élément de E(C), qui peut aussi être considéré comme élément 
de E(R), fait correspondre un élément de C. On peut donc la considérer 
comme une application de : 

E(R) ~ C, 
elle satisfait à : 

((XI + X2) ={(XI)+ ((X2) 
((ÀXI) = À{(XI) 

pour tout À E C, donc pour tout À ER. Elle est donc R-linéaire, et 
E (E(C), C) c .E(E(R), C). 

Soit réciproquement une application R linéaire : 
f:E(R) ~ C, 

elle satisfait à : 
v Xt, X2 E E(R) 

VrER 
f(Xt + X2) = f(Xt) + f(X2) 

f(rx) = rf( x). 

(1) 

(2) 

c:J...:;.u .... "' ...... ., de 
E(C), eUe définit une ao·ow?atwn 

de dans C au axiome de la 

ce que vaut: 
rER sER f(J.x) = f[(r + is)x] 

= f(rx) + f(isx) 
= rf(x) + sf(ix) 

en vertu des hypothèses (2). Pour f soit C-linéaire, il est nécessaire et 
suffisant que ceci soit égal à : . 

(r + is) f(x) = rf(x) + zsf(x) 

donc que: (3). 
f(ix) = if(x). 

Pour qu'une application R-linéaire de E(R) da.n~ C ~oit une fonne 
linéaire sur E(C), il faut donc qu'elle vérifie la con?Ih?n (3) pour to~~ x. 
Il est clair qu'il n'en est pas ainsi pour toute ~pphcabon f. Une ap~ 1cf­
tion linéaire peut en effet être ~définie par les Images des vec.t~urs e r: 
base qu'on peut choisir arbitrairement. On peut donc trouvei es app I 

eations R-linéaires telles que : 
f(iak) =1= i[(ak). 

La relation d'inclusion (1) est donc stnete. . . 
L€ résultat de la question précédente n'ét~It d'mlleurs que le eas par-

ticulier de celui-ci pour E(C) = C et par consequent E(R) = R
2
. 

4) ~ et ~ sont des applieations de E(C) ou E(R) dans R. 
f(Xt + X2) = ~(Xl + X2) + i~(Xl + X2) 

f(x1) + f(X2) = ~(Xt) + i~(Xt) + ~(X2) + Z~(X2). 
~(Xt + X2) = ~(XI) + ~(X2) 
~(Xt + X2) = ~(Xt) + ~(X2). Donc: 

D'autre part, V). E C, on a: 
{(ÀXl) = ~().xl) + i~(ÀXI) 
À{(Xl) = À~(Xt) + iÀ~(Xl). 

On en déduit, V). ER: 
~(ÀXl) = À~(x) 
~(ÀXt) = À~(Xl) · 

~ et ~ sont bien des formes R-linéaires. 
D'autre part : 

f(ix) = if(x) = i~(x)- ~(x). 
Mais, par définition de ~ et ~ : 

{(ix) = ~(ix) + i~(~x). 
Donc : ~(ix) = - ~(x) ~(zx) = ~(x)· . 

5) n en résulte que la seule appli~at~on de ~ (C) dans C qui admette 
~(x) comme partie réelle de f(x) est definie par · 

f(x) = ~(x) - i~(ix).. . . , . 
Reste à montrer que l'applieation f ainsi définie est ~-hn.eaue; . 

~(x1 + x
2

) = ~(x1 ) + ~(x2 ) entraine Iminedmtement 
{(Xt + X2) ={(Xl) + {(X2) • 

D'autre part : . . . 
{(ÀX) = f((r + is)x) = ~((r + zs)x) - z~((zr- s)x) 

= ~(rx) + ~(isx) - i [ ~~irx) .- ~(sx)] 
= (r + is)~(x) + (s -zr)~(zx) 
= (r + is)(ql{x)- i~(ix)) = À{(x). 

On a donc établi une bijeetion entre l'ensemble E (E(C), C) et i'en-

semble E (E(R), R). 
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en 

soit aussi espace vecto­
E E. Cette 

Soit u cet auto-

=-x. 
supposons 

comme espace 
V x =-x 

éléments de E par ceux de C et définissons la 
de la façon suivante : 

Montrons 
vectoriel sur 

la nouvelle mtimtprtcancm 
vectoriel. 
is r' 

(r is)(x 

u est 

Exercice 55. 

vectoriel sur R où est ~"",, ........ ,,._. 
y) définie ; soit g 

telle que : 

Soit 
teUe que : 

Deux vecteurs x et 
orthogonaux ou 
"" .. ·•F.aF>"'• nous 

annule f et '''~" "''"''"'"' 

>. 
et t.Y 

ib étant définie par la 
vérifiées. 

pas 

de E dans E* 
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'UI."""n"''"'"' ......... ...,.v .. la matrice w de 
une base 

vecteurs de E 
à deux 

1) Pour un vecteur de ce 
sont confondus. 

'll'H"'nl-lTP entre l'ensemble des x 
x annule la forme . Pour 

ces deux formes soient les à une 
y doit donc être tel que : 

3ÀER 
à la dimension 

par 
verons: 

= t.Y(y) 
adn1et une 

des deux membres. 

= (g-lot.Y)(y). 
Sous cette comme un vecteur propre de 
linéaire de E dans lui-même. Pour que y être un 
élément et à q>, il est néces-
saire et suffisant soit vecteur g-1ot.Y, les 
autres éléments devant être choisis dans orthogonal. 

2) L'équation de g-lot.Y. a toutes ses racines réelles. 
En effet, supposons admette une racine À 

conjuguée ~. On en déduirait l'existence de 

conjugués v et v de l'espace F introduit en 
cice 52) : 

5, 5) 

(g-lo~)(v) = ÀV 

(g-lot.Y) (v)= iv 
ou Àg(v) = t.Y(v) 
ou 'f.g(ii) = ~67). 

aussi exer-

Soient alors les quantités q~(v, v) et q~(v, v) 
puisque q> est symétrique. Elles valent : 

doivent être 

q>(v, v)=< v, t.Y<v) > =i <v, g(v) >· 
q~(v, v)=< v, t.Y(v) > =À <v, g(v) >, 

Comparons les derniers membres. f/ étant réel, g(ii) est conju-
guée de g(v). On est donc ramené a comparer : 

< v, g(v) > et <v, g(v) >· 
Ces deux sont égales suffit de se à la forme que 
prend la bilinéaire quand l'espace et son dual sont rap-
portés à des bases duales voir qu'il revient au même de 
l'élément de l'espace ou du dual par son ... u .. ~....,, .............. ... 

Par ailleurs, nous savons (cf. exercice 52, ne 

peut être nul. L'égalité entre cp(v, et exige donc 
Soit alors Àt une racine réelle 

et soit a 1 un vecteur propre co:rr€:spon.aa.nt. 
choisir de norme 1 (norme définie 

....... , ... ~, ............... de est en même 
direction de encore une forme ...,. ............. ~."-4 ..... 
donc encore une racine réelle de 
de et choisir un vecteur et ainsi Par ce T>-r.rv>c•rf"-' 

n vecteurs de norme 1, te1s 
à eux les deux matrices de soient (et 

rPrlnrro à la matrice unité si on a les vecteurs de norme 1). 
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u.llct<:;;;.vu.a.u.::t~-1(; par rap-
matrice unité. 
c'est-à-dire les 
chercher. 

à une 
sont alors les racines de 

valeurs propres de la matrice 

Remarque Il: Nous venons de généraliser les propriétés bien 
connues : une conique a toujours au moins un couple de directions 
conjuguées rectangulaires. Une quadrique a toujours au moins un triplet 
de directions ·conjuguées deux à deux rectangulaires. Ces dire·ctions four­
nissent une base orthonormée de l'espace par rapport à laquelle l'ensem­
ble des termes du 2e degré de l'équation de la conique ou de la quadrique 
se ·présente comme une somme de carrés. 

Exercice 56. 

Considérons fO.x y, ÀX +y), x et y étant deux éléments de E et 
À un nombre réel. 

f(ÀX +y, ÀX +y)= À2f(x, x) À[f(x, y) + f(y, x)] f(y, y). 

Or : f(x, y) + f(y, x) = f(x, y) + f(x, y) = 2 C'f( f(x, y) 
d'où : f(ÀX +y, ÀX +y)= f(x, x)À2 + 2 C'f( f(x, y)À + f(y, y). 
Ce trinôme en À doit être positif ou nul quel que soit À. Ceci exige : 

[C'f( f(x, y) ] 2 ~ f(x, x) f(y, y) (1). 

On peut dire alors : 

v f(x, x) = 0 ~ x= 0 par hypothèse. 

v f(i\x, i\x) = v li\l2f(x, x) = IÀI y'-,cx;xJ. 
Enfin: 

f(x y, x+ y) = f(x, x) + f(y, y) + 2 C'f( f(x, x) 

~ f(x, x) + f(y, y) + 2 V f(x, x) v f(y, y) 

V {Cx+ y, x+ y)~~+ Vf(y,y) 
soit l'inégalité triangulaire. Vj(x, x) a bien les propriétés d'une norme. 

Pour remplacer, dans le premier membre de l'inégalité (1), la partie 
réelle P!lr le module, cher-chons à remplacer x ~par un nombre kx tel que 
le deuxième membre ne change pas et tel que f (kx, y) soit réel. La pre­
mière de ces conditions s·era réalisée en prenant pour k un nombre de 
module 1, soit ei& : 

f (eto x, eî& x) = f (x, x), 
f (ete x, q) = eia f (x, y). 

Il suffira de choisir a opposé a l'argument de f (x, y) pour que 
C'f( f (ei& x, y) = If (x, y) 1· 

Appliquée à ei6 x, y, l'inégalité devient : 
If (x, y)j2 < f (x, x) f (y, y). 

ERRATA DU TOME I 

Page 13: Relation avec le complémentaire. 
2e ligne : 

( (AUB) =(An (B. 

(CAnB) = (AU (B. 

Page 22: 
Ligne 22 du texte : 

lire E ---7 E/R ---7 f(E) 
au lieu de E ---7 f(E) ---7 F. 

Page 33 : Section 4. 
6 lignes avant la fin : 

lire A-1 = 1 b; 3 a E A e =ab l 
au lieu de A-1 = l b ; 3 a E A c =ab 1 • 

Page 36 : Numéroter (1) l'égalité 

C!>b 0 C!>a = C!>ba 
de la ligne 17. 

Page 39: 
8• ligne à partir du bas : 

lire : (2) xy-1 E g ~ (xy-1 )-1 = yx-1 E g 
au lieu de : (2) xy-1 E g ~ (xy-1) = yx-1 E g. 

Page 68 : § 4, Section 1 : deux dernières lignes : 
lire: Tout homomorphisme de corps est injectif ou nul. 
au lieu de : Il n'y a pas d'homomorphisme de ·corps qui ne 

soit un isomorphisme. 

Page 91 : Exercice 61. 
Remplacer croissante par monotone. 

Page 111 : Solution de l'exercice 19. 
Cas n = 6. Les deux premières structures indiquées sont iso­
morphes ; en effet, le groupe multiplicatif des entiers 
modulo 7 est cyclique de générateur 3 (ou 5) et est l'image 
isomorphe du groupe additif des entiers modulo 6 par l'iso­
morphisme f défini par f(p) = 3P. Il n'y a donc que deux 
structures distinctes de groupe à 6 éléments. 
A noter que dans l'exercice 57, il est prouvé plus générale­
ment que le groupe multiplicatif de tout corps commutatif 
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fini est Le rr-..r_., ... ,~ 

ave·c p est 
tif des entiers modulo p-

existe de nombres 
p- 1 (cp(p- fonction 

138: 
ligne 21 : 

lire 9 11 = Xf"l si{ xrl z 9' 
au lieu de 9" = xrl si{ 9'. 

ligne 26: 
lire Xr2 = Xf"I n) + Q P e sf{ 

au lieu de X"2 = xr1 P + Q. 

Page 152 : Exercice 61. 
se ligne : 

lire : Si f est croissante 
au lieu de : Puisque f est croissante. 

Dans la remarque, rs ligne : 
lire : monotone 
au lieu de : croissante. 

ligne 14: 
lire Àp + fLq 
au lieu de À(p + (J.q). 
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