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AVANT-PROPOS

Ce deuxiéme tome du « Cours de TA.P.M. » a été élaboré dans les
mémes conditions que le premier : personne n’a reldché son effort et il
est réconfortant de constater la continuité du travail de U'Association.

Mis a part le premier chapitre (nombres cardinaux), dont la place

logique aurait été le début du premier tome, mais qui y aurait inutilement
effarouché certains lecteurs, Pessentiel de ce volume est consacré @ Uétude
de la structure d’espace vectoriel sur un corps commutatif et & ses mor-
phismes, les applications linéaires, c’est-a-dire @ la partie la plus simple
de Palgébre linéaire, dont U'objet véritable est la structure plus générale
de module sur un anneau.

Il n’y a pas de branche des mathématiques pures ou appliquées qui
ne fasse une grande consommation d’algébre linéaire : son importance
est donc considérable et elle est U'élément indispensable de toute culture
mathématique. Dans Pétat actuel de la diffusion de la science mathéma-
tique, un étudiant de Propédeutique devrait connaitre Pessentiel de ce qui
est traité dans ce volume, un étudiant de Mathématiques I devrait Pavoir
parfaitement assimilé.

Aucune des notions d’algébre linéaire n’est trés compliquée : elles
semblent méme si naturelles et la plupart des démonstrations si évidentes
que Pon soupconne mal, au premier abord, de quel puissant outil on est
en train de se munir. Mais il faut croire que cette simpliciié est trompeuse,
si Pon en juge par les fautes commises par les débutants : Pétude de ces
fautes m’améne a penser que la plupart ont leur origine dans une intui-
tion confuse qui attribue inconsciemment au sous-espace vectoriel engen-
dré par une partie les propriétés d’une réunion, d’oir le lapsus : <« le »
supplémentaire d’un sous-espace, qui chez beaucoup trahit une confusion
pas seulement verbale avec le complémentaire ; d’oir 'utilisation, explicite
ou non, du théoréme faux : Uintersection est distributive par rapport a la
somme (directe ou non) de sous-espaces ; d’oir encore oubli de ce fait si
évident que deux bases d’'un méme espace peuvent éfre des ensembles
disjoints. Savoir penser linéairement, c’est sans doute, en premier lieu,
§’étre débarrassé de ces confusions (surprenantes aux yeux de qui a com-
pris, mais dont Uexpérience montre qu’elles renaissent avec chaque nou-
velle génération d’étudiants), et avoir une intuition correcte de la notion
de somme directe. C’est, en second lieu, avoir bien compris le sens ei
Pimportance du théoréme fondamental (III, 1) relatif & la factorisation
des applications linéaires, clé de presque tous les autres résultats.

Le libellé de certains programmes, la rédaction de certains livres
feraient croire G Pégalité : algébre linéaire = calcul matriciel. Il s’agil, en
fait, d’'une inclusion : le calcul matriciel est une partie de Palgébre
linéaire, partie importante pour les applications, en particulier les appli-
cations numériques, mais partie mineure pour Pintelligence de la théorie.
Qui a bien compris Palgébre linéaire manipulera les matrices avec aisance,
qui ne connait que les matrices ou ne veut rien exprimer sans leur inter-
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médiaire risque — el Uexpérience monlire que ce risque n’est pas imagi-
naire — de masquer des idées trés simples par un appareil analytique
souvent lourd. A ce propos n’est-il pas étrange de constater que, souvent,
de soi-disant défenseurs de la géométrie ne voient pas que Uesprit géomé-
trique, c’est-a-dire le recours a des idées simples et puissantes de préfé-
rence a des calculs, anime Palgébre linéaire lorsqu’on évite de faire inter-
venir trop vite la représentation matricielle ?

Il a été dit que ce Cours de 'A.P.M. s’adressail spécialement aux
professeurs : le cours oral a eu des professeurs pour audzteurs, le cours
écrit a surtout des professeurs pour souscripteurs, mais il est clair qu’il
s’adresse a tous ceux qu’intéressent les Mathématiques, car il se veut avant
tout un instrument de culture. S’il est destiné d’abord @ des professeurs,
c’est que nous estimons que la culture chez le professeur et ses eﬁorts
personnels pour Papprofondir et Paccroitre ne sont pas un luxe, mais la
garantie prémiére de la valeur de son enseignement — ce dernier se pla-
¢dt-il @ un niveau trés élémentaire. Un professeur n’est pas une machine
a enseigner, son enseignement ne porte que s’il a parfaitement assimilé
ce qu’il enseigne et s’il est capable de sortir du monologue dogmatique
pour provoquer le dialogue avec ses éléves. Son enseignement ne sera
fécond que si, non content de bien connaitre ce qu’il enseigne, le profes-
seur sait aussi bien ce que I'éléve apprendra a un stade ultérieur : la for-
mation des éléves est une course de relais chez les professeurs. Est-on
stir que le <« témoin » soit foujours bien passé ?

Ceci dit, ce Cours n’est ni un manuel déguisé, ni un modéle de manuel
destiné & des éléves : la matiére y a été choisie sans référence & aucun
programme. Je ne pense pas, pour ma part, que la théorie des nombres
cardinaux ait & figurer 4 quelque niveau que ce soit de Uenseignement du
Second Degré, que les espaces vectoriels de dimension infinie ou la réduc-
tion de Jordan aient & étre étudiés en Propédeutique, mais il me parait
important que les professeurs qui traiteront des nombres entiers, des
espaces vectoriels de dimension finie ou de la mise des matrices sous
forme triangulaire sachent aller au-deld et sachent ce qui, dans les situa-
tions plus générales, se conserve ou ne se conserve pas : satisfaire la
curiosité des professeurs, ou Uexciter, n’est-il pas légitime ? Inversement,
des questions classiques et trés connues : utilisation des déterminants
pour la résolution des systémes linéaires scalaires, par exemple, n’ont
pas été reprises.

Nous espérons que le lecteur, qui aura eu le courage de travailler le
présent Cours, sera convaincu que Uesprit moderne a su trouver dans de
trés vieilles — et assez rébarbatives — questions les lignes d’action qui
en rendent Uétude aussi attrayante que celle de la plus belle géométrie.
Alors il aura compris que la modernisation des Mathématiques ne se
réduit pas a Uutilisation de quelques symboles nonveaux, ou @ la trans-
formation du vocabulaire, mais qu’elle est avant tout une maniére plus
féconde de concevoir les étres mathématiques et leurs relations. Peut-étre
peut-on espérer aussi que U'ére des polémiques puériles et des étalages
d’ignorance agressive est passée et que la diffusion de Pesprit moderne se
poursuivra désormais sans précipitation, mais sans timidité ?

André Revuz.
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CHAPITRE 1

PUISSANCE DES ENSEMBLES
NOMBRES CARDINAUX

§ 1. POSITION DU PROBLEME. PREMIERES DEFINITIONS

La Mathématique la plus fruste, celle qui se frouve attestée dans la
langue des sociétés humaines les moins évoluées, consiste 4 donner un
sens aux questions suivantes et un moyen commode d’y répondre :

¢« Deux collections d’objets étant données,
a) ont-elles autant d’éléments ?
b) T'une d’elles a-t-elle plus d’éléments que 'autre ? » -

La théorie élémentaire correspondante, celle des « entiers naturels »,
s’occupe des collections finies. Mais on 1geut se poser les mémes questions
pour des ensembles infinis. Dans une théorie axiomatique des ensembles,
on la pose pour tous les ensembles et on définit alors les ensembles finis,
et par suite les entiers, par leur comportement particulier 4 son égard.
Ici, nous supposerons que les entiers sont connus.

1. Nombres cardinaux. Egalité.

La formulation mathématique de Pénoncé : « deux ensembles E et F
ont autant d’é1éments 'un que Vautre », sera : il existe une bijection de E
sur F. On dira que ces deux ensembles ont méme puissance, ou que E est
équipotent & F, ou qu’ils ont méme nombre cardinal, et on écrira :

card E==card F
Il est clair qu’il existe toujours une bijection de E sur E ('identité),

que s’il existe une bijection f de E sur F, f fournit une bijection de F
sur E, et que si f et g sont respectivement des bijections de E sur F et
de F sur g, gof est une bijection de E sur G. Nous retrouvons donc les
propriétés de réflexivité, symétrie et transitivité des relations d’équiva-
lence et si nous ne considérons comme ensemble E, FF ... que les parties
d’un ensemble X donné a priori, « avoir méme puissance » est une rela-
tion d’équivalence sur 'ensemble 7 (X).

Si on ne veut pas se restreindre aux parties d’un ensemble donné, la
relation d’équivalence « avoir méme puissance » n’est plus définie sur un
ensemble, car la considération d’un ensemble dont tout ensemble serait
élément (¢« 'ensemble de tous les ensembles ») conduit & une contradic-
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tion. Certains formalismes introduisent la notion de classe, dont celle
d’ensemble serait une spécialisation. Dans ce cas, la relation « E a méme
puissance que F » est une relation d’équivalence sur la classe de tous les
ensembles et card E est, relativement a cette relation, une classe d’équi-
valence (qui, elle non plus, n’est pas un ensemble).

Dans d’autres formalismes (Bourbaki), card E est 4 interpréter pour
I'intuition comme un représentant de cette classe d’équivalence. (est
alors un ensemble qui est équipotent & E.

Remarque : Contrairement 4 ce que pourrait suggérer une premiére
intuition, un ensemble peut étre une partie d’un autre et avoir pourtant
autant d’éléments que cet autre au sens que nous venons d’indiquer,
c’est-a-dire que nous pouvons avoir :

EcF et E=#£F avec card E = card F.
par exemple N et 2N =N’ (ensemble des nombres pairs) se correspondent
dans la bijection :
n&N-—>2n€N

Un ensemble fini, au contraire, ne Peut avoir méme puissance qu'une

de ses vraies parties. C’est cette propriété qui est souvent prise comme

définition des ensembles finis dans les théories axiomatiques des ensem-
bles. :

2. Comparaison de deux nombres cardinaux.

On dira que card E < card F si E a méme puissance qu’une partie
de F, ou encore s’il existe une injection de E dans F.
Remarquons d’abord que :
card E—=card E’, card E<cardF = card E'<cardF

Examinons si cette relation jouit des propriéfés d’une relation d’ordre.
La réflexivité est évidente. La transitivité s’établit immédiatement : f et g
étant des injections : 4

df:E—>F, g:F—>G = 3Jgof: E—>G
geof étant encore une injection ; donc :

card E<cardF, cardF<cardG => card E<cardG

La propriété d’antisymétrie, heaucoup moins immeédiate, fait I'objet
du théoréme de Cantor-Bernstein :

card E<cardF '
cardFScardE% = cardE:cardF

ce qui peut encore s’énoncer : s’il existe une injection de E dans F et une
injection de ¥ dans E, alors il existe une bijection de E sur F.
Démonstration : Nous supposerons que :
; ftE—>Fetg:F—>E )
sont des injections qui ne sont pas bijectives, sans quoi le théoréme serait
démontré.

f(E) est donc différent de F ; posons S = (F f(E). g(F) est différent

de E ; posons R =cEg(F). Considérons alors f(R) qui esvt'une partie de F
disjointe de S d’aprés la définition méme de S, et considérons de méme
g(S) disjointe de R. Puis, considérons les images successives gof(R)CE,
feg(S)CF, fogof(R)CF, gofog(S)CE, .., ete...
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. . Observons qu'une injection donne toujours de deux enmsembles dis-
Joints des images disjointes. Le fait que S et f(R) sont disjoints entraine
done que g(S) et g°of(R) le soient et ceci entrainera que fog(S) et fegof(R)
le soient, etc..., ainsi de suite. Nous déterminerons c{ans nos ensem-
bles E et F une succession de sous-ensembles deux a deux disjoints. En

continuant ce processus indéfiniment, il peut se faire que nous n’épui-
sions pas les éléments de E et de F ; soient E; et F; les sous-ensembles
respectivement constitués des éléments de E et de F qui n’appartiennent
a aucune des images considérées précédemment. Nous avons ainsi établi
une partition de E et de F en ensembles disjoints :

R S
E:= | (gop)"®) \ Foee |J (fog)n(s)
E n=1 F g n=1
Es= |J go(fog)(S) / Fa= |J folgef)»(R)
n=0 ! n==0
{

I ¥
et nos définitions entrainent que :

f(RUE2) = F3, f(E3) =Fo.

g{lags. alors E; doit avoir une image f(E;) disjointe de F et de F3 et telle

Fi

o f(E)) UF: UFs = f(E)
cecl exige que f(E;) = F1. La restriction de f 4 E; est donc une bijection
de E; sur Fi. Mais alors la restriction de f 4 RUE;UE; est une bijection
de cet ensemble sur F3 UF;.

Cor}sixgléro‘ns maintenant g qui est telle que g(SUF:) = Es, et dont
la restriction 4 SUF: est de méme une bijection de SUF, sur Es, qui

—1
admet une bijection réciproque, restriction de g 4 Es:
—1

g(Es) =S UF;

Nous pouvons alors définir une bijection k de E sur F de la facon sui-
vante : avoir méme restriction que f sur RUE;UE;, avoir méme restric-

—~1
tion que g sur Es.
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,

| RUE,UE; —> F5UF,

Es ——> SUF:
1

Le théoréme est démontré. o ’
Remarque : On aurait aussi bien pu définir une bijection k' de F smt‘
E par la condition d’avoir méme restriction que g sur SUF;UF: e
—1
méme restriction que f sur Fs:

!5 SUFsUF; —> EsUE,
b { Fs —>R UE.
1

f (53 »
Remarquons que sur une partie des ensembles E et F les bijections h
ot b’ ont des restrictions réciproques :

he=f
RUE: :’ Fs
h"::wf-‘
-1
he==g
E; —> SUF;
R
R =g
Mais les bijections
h=f
E: T~ F
=g

n’ont pas de raison d’étre réciproques I'une de D'antre.

3. Application a P’ensemble des rationnels.

. . ‘el 51 st
" Nous dirons d’un ensemble qui a méme puissance que N qu il es

dénombrable (*). Et nous appellerons ®o (aleph zéro) son nombre

inal. : ) - .
ca’m?ﬁ'ous démontrerons d’abord que le produit cartésten N# est dénoxéz-
brable. Les éléments de N? étant les points a ,coordon,née;s.entlérqs 1u
premier quadrant, il suffit de prendre successivement lorigine, _pulstes
points de la droite * + y = 1 dans Pordre des ordonnées croissan e(zls.,
puis ceux de la droite x4y = 2 dans ce méme ordre, puis ceuxé e
x -+ y=23... et ainsi de suite ... et d’attribuer & chaque point son num ro
d’ordre dans la liste ainsi dressée pour obtenir une bijection :

N >NXN

(0,0)
(1,0)
(0,1)
(2,0)
(1,1)
(0,2) :
— (3,0) et ainsi de suite.

(*) A noter que certains auteurs utilisent le terme ¢ dénombrable » pour ce que

justif it que
i ici « fini ou dénombrable ». Cet usage se justifie par le fa !
323: laap I;)erl;gir&:gsn;glthgémg’:ique la plupart des énoncés ot intervient ge dénombrable

concernent le cas « fini ou dénombrable ».

Uk G0 DD D
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On établira sans peine qu’avec ces conventions au point (z, i) correspond
Pentier :

1
(x—i-y)(a;+y+ )~{~y

Venons-en maintenant & 'ensemble Q+ des rationnels positifs. On
a NcQ+t et Q+ a méme puissance que 'ensemble des fractions irréduc-
tibles, donc aussi méme puissance qu’une partie de N%. On a donc,
d’'une part : card N < card Q+,
d’autre part : card Q+ < card N¥ == card N,
d’oll, en vertu du théoréme de Cantor-Bernstein : card N = card Q+.
L’ensemble des rationnels positifs est dénombrable.

Passons maintenant aux rationnels des deux signes ou plus géné-
ralement & la réunion de deux ensembles dénombrables disjoints E; et
E2. A I'élément x, de E; qui est 'image de n dans N— E; on fait cor-
respondre 2n. A I'élément y, de E; qui est I'image de n dans N— E; on
fait correspondre 2n + 1. On a ainsi défini une bijection E; UE2 —> N
et E;UE; est dénombrable.

En particulier Q est dénombrable.

Le résultat précédent peut se généraliser. N% = N* X N. N* étant
dénombrable, & chacun de ses éléments on fait correspondre bijectivement
un entier n et au couple (n, z) ol z €& N ef ol n est I'image d’un élément
(x, y) € N?, on fait correspondre un nouvel entier n’ ... et ainsi de suite...
Par récurrence, on montrera que, pour tout k&, N* est dénombrable.

4. Cardinal de I'ensemble des parties d’un ensemble.

Devant un tel résultat on pourrait étre amené a se demander si tous
les ensembles ne sont pas dénombrables. Le théoréme suivant montre
qu’il n’en est rien.

L’ensemble 7 (E) des parties d’un ensemble ne peut avoir méme
puissance que E.

Nous le démontrerons par ['absurde. Supposons qu’il existe une

bijection ¢ :

9! E—> 2 (E)
qui, a tout a € E, fasse correspondre une partie ¢9(a) cE ; un élément a
peut appartenir 2 ¢(a) ou ne pas lui appartenir. Considérons I"ensemble
des éléments qui n’appartiennent pas a leur image par ¢, soit :

B= la;a&€E, a€qga)}.

B est une partie de E ; donc :

db€E B=2qb.
Nous allons montrer que la considération de b nous conduit 4 une contra-
diction. En effet :
ou bien b € o(b) < b€ B; or, d’aprés la définition de B, b € ¢(b),
ou bien b€ ¢(b) <> b€ B ; or, d’aprés la définition de B, b € o(b).

Remarque : Une réaction fréquente au raisonnement précédent
s’exprime par : « Et si B n’existait pas ? ». Il faut remarquer que B
existe toujours ; il peut seulement étre I'ensemble vide, mais ce cas n’a
rien de particulier car @ € 7(E) et est par conséquent I'image par ¢
d’un élément b de E.



Il ne peut donc exister de bijection entre E et ¥ (B). Commfa 'L‘p ,(E)
contient 'ensemble £ constitué des parties réduites a un seul élément

et comme E et 7 ont évidemment méme cardinal, on écrit :
car(jl tE N cet‘ri(rilffébri(g.zl" A card 2 (E) » et signifie
i it : est strictemen 0
f}i’(ilzltazfsg x‘m«e (wi:g;gcgontde E dans 2 (E), et quil n’existe aucune bijec-
tion de E sur 2 (E).
* On a de méme :
card 2 (E) < card 2% (B). ,
On voit donc qu’on peut par ce procédé, a partir de n’importe quel car-

dinal, construire une chaine infinie strictement croissanie de nombres
b
cardinaux.

§2. AXIOME DE ZERMELO

L’ordre sur les cardinaux est-il total ? . L4
Ayant défini un ordre pour les nombres c’ardmal;x, utteStq 32;131(;; n:
s'il s'agit d’ dre total. La réponse a celie S
se demander s'il s’agit d'un or I colte queston
é : ' i rs 4 un axiome dont 'adop ,
eut étre donnée sans avoir recou : nt Tadoption & Soue
: : es. A Theure actuelle, le p
levé de nombreuses controvers ure actuelie, < ot le vue
i : si l’application
mement adopté est le sulvan Ta ,
e & corta i duit & d tradictions, ce n’est pas
i & it & des contradi s
me A certaines familles condu i ) L pas
z11’}:1{11:;010me qui doit étre mis en cause mais la nature de cclz)sl familles ; cel
les-ci ne doivent pas étre considére;,s %omme; delin(:;nlsiesr’:}3 :g‘n o chaustive
‘axi e Zermelo
Nous donnerons, de l'axiome d¢ & , ! cext .
d’énoncés que 'on rencontre dans la littérature et qui sont équivalents

Un premier groupe comprend les énoncés suivants, trés voisins les uns

des £iutr——‘—st:iamt donnée une famille ¢ d’ensembles E; deux d deux dis-

b de chacun
joi ] i emble contenant exactement un élément
Zioelsn g’ %gﬁ‘gité ggninget énoncé que nous venons de donner ’sous sa fo;;x;ifi
histmfique, Phypothése « disjoints » peut étre abandonnee ; et nous
s a I’énoncé suivant. i ,

o II. — Soit une famille d’ensembles E; d’lsynnts ou non.1 On'lzgl%elﬂz

roduft cartésien (infini) de ces ensembles, lenseml}le .dont tes & i
gont les familles (x;) ol I décrit ensemble I des indices et ou q

: é indi i oduit. On
x; appartient & Pensemble E; de méme indice. Sm’nigﬂ ce pr
énonce alors :
viel E«2 = | | E#2.
. i€l eFd
1. — Soit R une relation binaire entre éléments EéE etc% € a
donnée.de R est celle d'un sous-ensemble de E X F). On R(ZE : R
VrE€E E, = y;yéF,ngi.f_@ ::? if:E->F; Vx un’é:fénfleni
ce qui revient a dire intuitivement que Pon peut « choisir »
dans chacun des ensembles non vides E,. ot
' i i on :
IV. — Pour tout ensemble E, il existe une appiicall
f: 2E)—1D} —> E; VAé@§E)~? a1, fIgA)fscéérreS-
c’est—é-'dire une application qui, & toute partie non vide de E, 1a
pondre un élément de cette partie.
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Un second groupe comprend deux énoncés. Leur équivalence, entre
eux et avec les précédents, est plus difficile a établir.

1. — L’ordre sur les cardinauz est total.
II. — (Souvent appelé théoréme de Zermelo). Tout ensemble peut
étre bien ordonné.

On dit qu’un ensemble est bien ordonné si, pour lordre considéré,

toute partie a un plus petit élément (ceci entraine, évidemment, que pour
cet ordre I’ensemble soit totalement ordonné).

Un ensemble bien ordonné a un plus petit élément que nous pouvons
noter ai. Le complémentaire de { «1 | a un plus petit élément que nous
pouvons noter az ; le complémentaire de ! ai,az2 1 a un plus petit élément
que nous pouvons noter as... Si le complémentaire de | ai, a2, ... q,, ... }
n €N n’est pas vide, son plus petit élément est noté a,, le suivant s’il
existe a.41, etc... Par exemple, si nous considérons le bon ordre des
entiers qui consiste 4 prendre d’abord tous les nombres pairs dans leur
ordre naturel, puis tous les nombres impairs également dans leur ordre
naturel, le nombre d’indice » sera 1, le nombre d’indice v -+ 1 sera 3, etc.

Le théoréme essentiel sur les ensembles bien ordonnés est que deux
ensembles bien ordonnés E et F étant donnés, il existe toujours une
bijection croissante de 'un, E par exemple, sur une section commencante

de 'autre. Il en résulte que II implique I, car P'existence de cette bijection
se traduit par card E< card F.

Nous donnerons enfin I'énoncé suivant, trés commode dans de nom-

ﬁreuses applications, dont on démontre qu’il est équivalent aux précé-
ents.

Axiome (ou théoréme) de Zorn : Si un ensemble ordonné est tel que
chacune de ses chaines (c’est-a-dire chacun de ses sous-ensembles tota-

lement ordonnés) soit majorée, alors cet ensemble posséde au moins un
élément maximal. ;

Un ensemble satisfaisant aux hypothéses du théoréme de Zorn est
appelé inductif. Avec cette terminologie, le théoréme s’énonce: Un
ensemble inductif posséde au moins un élément maximal.

Nous comprendrons la signification de cet énoncé en I'appliquant a
un exemple : celui des idéaux bilatéres propres (c’est-a-dire 5= A) d’un
anneau A unitaire, qui contiennent un idéal donné I. Tout sous-ensemble
totalement ordonné (ou chaine) d’idéaux propres est majoré par la réu-
nion de ces idéaux. En effet, cette réunion ¢ est un idéal (car si a € I3,
b €1, a—b appartient 2 celui des idéaux I: et I» qui contient Pautre
donc & la réunion ; si a €I, Yo € A ax €1 donc ax € 9), et cet
idéal contient tous les idéaux de la chaine. D’autre part, c’est un idéal
propre car s’il était A il contiendrait I'unité et il ne peut la contenir sans
qu'un des idéaux de la chaine la contienne, ce qui impliquerait que cet
idéal ne soit pas propre. Nous sommes donc dans les hypotheéses du
théoréme de Zorn et pouvons conclure que la famille considérée posséde
au moins un élément maximal, c¢’est-a-dire un idéal propre tel qu’il n’en
existe aucun plus grand, c’est-4-dire un idéal maximal. Il en résulte que
Pidéal I est contenu dans un idéal maximal.

Le théoréme de Zorn a donc permis de démontrer : dans un anneau
unitaire, tout idéal bilatére propre est contenu dans un idéal maximal.
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'§ 3. OPERATION SUR LES CARDINAUX

1. Somme.

Nous poserons :
card E -+ card F = card EUF, avec ENF = .

Cette définition n’a de sens que si le résultat n’est pas modifié par
le remplacement d’'un des ensembles par un ensemble équipotent. II est
clair qu’il en est bien ainsi, car Iégalité des cardinaux de E et E’ entraine
Pexistence d’une bijection f de E sur E’. Puisque ENF=ENF = 0, on
peut définir une bijection :

EUF —> E'UF ) i
dont la restriction & E est f et la restriction a F est la bijection identique.

On vérifie aussi immédiatement qu’associativité et commutativité de
opération réunion entrainent I'associativité et la commutativité de cette

somme. L }
Enfin on vérifie, en appliquant cette définition 4 des ensembles finis,

qu’on obtient, comme cas particulier, I'addition sur N puisque si E et F
disjoints ont respectivement n et p éléments :
card EUF =n -+ p.
Mais si a ou b est infini, nous démontrerons plus loin que :
a -~ b =sup(a, b).
Nous allons cependant le démontrer tout de suite dans le cas parti-
culier, important pour les applications, ol le plus petit des deux cardi-

naux est . . . .
Soient donc un ensemble E infini, de puissance a = N, et un ensem-

ble dénombrable D. II existe une bijection entre D et un ensemble dénom-
brable D’ E. Et nous voulons montrer qu’il en existe une entre E et EU D.

Coupons E en (E D’ et D disjoints ; coupons EUD en CE D et DUD dis-

joints. DUD, réunion de deux ensembles dénombrables, est dénombrable.
11 existe donc une bijection f: D’ —> DUD’. Il nous suffit alors de
considérer la bijection dont la restriction & D’ est f et la restriction a

(_D’ est la bijection identique pour avoir la bijection cherchée.
E
Nous pouvons donc énoncer : Va= No a4 ¥o=a.

2. Produit.
On pose :
card E X card F=card E X F.
On vérifie immédiatement que cette définition a un sens ( si
card E = card E/, c’est qu’il existe une bijection ¢: t € E —> o) EL;

il existe alors une bijection (x, ¥y) EEXF—> (@), ) €E X F) :

que Popération ainsi définie est associative et commutative ; que sur
Pensemble des entiers naturels, elle est la multiplication ordinaire, car si
card E=n et card F=p, on a card E X F = np.
Nous montrerons plus loin que si a ou b est infini:
a b =sup(a,b).
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3. Exponentiation.

On pose :
card FeardE —=card 7 (E,F)

7 représentant ’ensemble des applications de E dans F. 1l est évident
que cette définition a un sens. Si card E == card E’, c’est qu’il existe une
bijection ¢ : B —> E, et a4 toute application f : E —> F correspond
une application fog: E'—=>F et une seule. De méme, si card F = card I,
c’est qu’il existe ¢ : F ——> I, et & toute application f: E—>F
correspond une application {¢of : E ——> I et une seule. On constate
aussi qu’elle donne sur N 'exponentiation habituelle, car si F a n éléments
et si E a p éléments, il existe n? applications de E dans F.

Considérons alors le nombre cardinal 2¥o. C’est la puissance de
Iensemble & des applications d’'un ensemble dénombrable E sur I’en-
semble F constitué de 2 éléments. Pour étudier cette puissance, prenons
N pour E et 1 0, 1} pour F. Une application de N dans F est donnée par
o(n) == a,, «, valant 0 ou 1 pour tout n. Elle peut étre donnée sous la
forme : 0, ;1 a2 ... &, ...

Or, ce symbole est le développement illimité en numération binaire
d’'un nombre réel de [0, 1]. A toute application f € ¥ on fait donc cor-
respondre x € [0, 1]. Réciproquement, tout x appartenant a [0,1] a un

développement binaire illimité unique si x £ ﬁ;(n entier et k entier) et

deux développements s’il est de la forme ‘—)—IZ [% a les deux développements

0,100100...0... et 0,100011...1 } Mais 'ensemble des nombres de la

forme é]% dépendant des deux entiers k et n a la puissance d’une partie
infinie de N X N, donc est dénombrable. Retirer de Pensemble des déve-
loppements binaires illimités un des deux ensembles qui font double
emploi (par exemple celui des éléments ol tous les chiffres sont des 1 a
partir d’'un certain rang) ne change pas la puissance de cet ensemble car,
si Ia puissance de 'ensemble restant, qui est infini, est a, celle de Ten-
semble primitif est a 4 ¥¢=qa. L’ensemble restant correspond alors
bijectivement a I’ensemble des réels de [0,1]. On peut donc conclure

2&0=c

¢, appelé puissance du continu, désignant la puissance de ’ensemble des
nombres de [0, 1].

Il résulte de I'égalité précédente que c est strictement supérieur & No.
En effet, nous avons montré que ’ensemble des parties d’'un ensemble
avait une puissance strictement supérieure 4 celle de cet ensemble. Or,
choisir une partie dans un ensemble E c’est dire, pour chaque élément
de I’'ensemble, si on le met ou non dans la partie, c’est donc metire en
face de chaque élément de I'ensemble un « oui » ou un « non » ; c’est
done définir une application de E dans I’ensemble & 2 éléments { oui,
non |} ; et ’ensemble des parties de E a la puissance de I'ensemble des
applications de E dans | oui, non } . Sous une autre forme, remplagant oui
par 1, et non par 0, on voit qu’il existe une bijection de ? (E) sur
7 [E, 10,11 ] qui, & toute partie A de E, fait correspondre I'application
va » appelée fonction caractéristique de A, définie par :

@ =1si x €A 1a (@ =0 si x € A.
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Si donc card E=aq, on a : card ?(E)=2¢ et 2¢> a.

En particulier, si a == ¥, il vient c=2%0 > W,.

La question qui se pose alors est de savoir s’il existe des puissances
intermédiaires entre N, et c¢. La non-existence de telles puissances a été
conjecturée par Cantor (hypothése du continu). Les travaux de Godel
prouveraient que cette hypothése n’est pas incompatible avec les axiomes
de la théorie des ensembles. Il n'y a pas d’ensemble dont tout cardinal
soit élément, mais on peut établir que sur la elasse des cardinaux, 'ordre
que nous avons introduit est un bon ordre. ¥, est le plus petit cardinal
infini. Il existe un cardinal ¥, immédiatement supérieur & ¥o. L’hypo-
thése du continu s’écrit alors 2 %0 = ¥4,

4. Théoréme. Pour tout cardinal infini a, a2 = a.

Montrons d’abord que na=a -+ a+ ..... -+ a; na est la puissance
PUE N Y

n termes
du produit cartésien de P'ensemble fini 1,2,..,n par P'ensemble E de
puissance a. Ce produit est ’ensemble des couples :
tpx);1<p<n z€E} €))

a-ta-+t ... -+ a est la puissance de la réunion U E, de n ensembles

p=1
disjoints de méme puissance a, E1, E2 ... E, qui sont tous tels qu’il existe
une bijection f, de E sur E,. Soit x, 'image de x dans la bijection f,.
n

U E, est ensemble :

=1
? {z,; 1<p<n; z€E] @

Il existe une bijection évidente entre les ensembles (1) et (2) : celle qui
4 (p, x) fait correspondre x,. ~

Démontrons maintenant que, pour fout cardinal a infini, a®= a.
Nous avons déja démontré ce théoréme dans le cas olt @ == Ny. Soit main-
tenant un ensemble E de cardinal a > ¥,. Nous voulons prouver qu’il
existe une bijection de E2 sur E. Or il existe certainement des parties X
de E telles qu’il existe une bijection de X2 sur X. En effet, a > 8 signifie
qu’il existe des parties de E qui sont dénombrables d’apres la définition
de la relation d’ordre sur les cardinaux, et ces Parties peuvent étre mises
en correspondance biunivoque avec leur carré cartésien.

Nous allons considérer Yensemble 97 des couples (X, f) ou X repré-
sente une de ces parties et f la bijection de X2 sur X qui lui est associée.
Sur cet ensemble, on peut définir un ordre par :

X1 c X
i f0) <Rz f) < ; f1 est la restriction de f2 & X3

On vérifie immédiatement que cette relation est bien réflexive, transitive
et antisymétrique. Nous allons montrer que cet ensemble ordonné satisfait
aux hypothéses de I’axiome de Zorn, c’est-a-dire qu’il est inductif. Consi-
dérons une chaine de (X;, f,) ; elle est majorée par le couple (X,f) ot X
est la réunion des X, associée & une bijection quue nous allons définir.
Soit (x,y) € X2. Ceci veut dire: i xz€X, 3] y&€X; Mais les X;
formant une chaine, un des deux ensembles X, X; contient lautre. Il
existe donc au moins un indice k tel que (x, y) € X3. Mais s’il en existe

d’autres et si I est 'un d’eux, un des deux ensembles X? et Xi est contenu
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c}ans autre, et une des deux applications f, et fi est la restriction de
Pautre. On en déduit que, pour tout indice k tel que (z,y) &€ X}i » ol )
a la méme valeur.

ur }I;Jn posant f(z, y) = fi(x, y), on définit donc une application f de X2

. Reste a montrer que cette application est bijective. Elle est injec-
tive, car étant donnés (x,y) s (', y), il existe un X, qui contijent
z,y,x,y, donc :

(x, ) € X2 [, ) = filx, )
fr étant inj @ ¥) ,? Xk§ I &, y) = ful@, y)
x eiant ijective, f(x, y) %= f(x, y’) et f est injective. Ell jecti
car siu€X, di u€X,; f, étail{t surj];ctive :J © est surjective

@y €X2  flx,y) =u=f(x,y.

, L’eqsembl,g N est donc inductif et posséde un élément maximal,
ctest-%t_uldlretqq il ems_ig:l undensemble FcE et une bijection f : F2 ——> F
et quil est 1mpossible de trouver GO F, G<F avec une bijection
9 : G2 ——> G dont f soit la restriction a F2. !

Si card F = a, le théoréme est démontrs.
Supposons que card F = b < a. Nous avons démontré que b?=20,
Soit Y = CE F. Si on avait card Y < b, on aurait :

cardE=cardF -+ card Y<b -+ b=2b n
Or, 2b < b? (ceci se vérifie immédiatement en revenant aux définitions).

Done, card E < b2==b, ce qui est en contradiction avec 'hypothése b
Donc, card Y > b. Mais alors : yporhese b< @

dZcyY avec card Z = b.
Posons : G=FUZ et formons :

GXG=FXF)UF XZUEZXFIUZX 2
les quatre ensembles considérés étant deux a deux disjoints. Les trois
derniers ont pour cardinal b X b= b2=0>0; leur union a pour cardi-
nal 3b. Mais en (1) nous avons montré que :
b<2b<b donc:2b=0>bet3b=20+b=b4b=>

G X G se décompose alors en: 1° F X F, que f applique bijectivement
sur F' ; 2° (F X Z)U(Z X F)U(Z X Z) de cardinal gpqlgi peutJ étre appli-
qué bijectivement sur Z. Donc G X G peut étre appliqué bijectivement
sur F U Z =G ; (G, 9) appartient & 9 et majore sirictement (F, ) qui
ne serait donc pas un élément maximal de 9. L’hypothése b < a a donc
abouti 4 une contradiction et card F=a, ce qui démontre que a®=a.

Conséquences : Nous pouvons en déduire les propriétés :
Va, b infinis ab = sup (a, b)
a 4+ b=sup(a, b).
Pour la premiére, il suffit de remarquer que :
asbhb = ab<b2=0>b;
comme d’autre part ab = b, il en résulte ab = b.
Pour la deuxi¢me, on remarque de méme que :

asb = atb<2b=5>b;
comme d’autre part a4 b =D, il en résulte a + b= b,
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Exercice 1. — Démontrer que ¢ = ¢ sans utiliser le théoréme général.
Pour cela on cherche & définir une bijection entre le carré (0 <x<l,
0<Ly<1) et le segment [0, 11

A tout nombre t de [0, 11 donné par son développement décimal illimité,
on pense d’cbord & faire correspondre (x, y), x {resp. y) ayont pour développe-
ment décimal illimité le développement constitué des décimales de rang impair
{resp. pair) de t, prises dans leur ordre. Toutefois, le fait que certains réels
admettent deux développements décimaux distincts souléve des difficultés.
Préciser ces difficultés et montrer qu’on peut y pallier en modifiant ainsi 'ap-
plication : le développement de t sera coupé en tranches de chiffres dont 12
premier & partir de lo gauche sera obligatoirement différent de 9. Par
exemple: t= 0,09 7 8 6 5999 29 399 ... sera coupé comme il est
indiqué et les développements de x (resp. y) seront constitués par la suite des
tranches de chiffres d’ordre impair (resp. pair) ; dans I'exemple ci-dessus :

x = 0,0985999399....
y = 0, 7629......

Montrer que dans ces conditions on a bien défini une bijection.
1, 0<t<1] —> 1, ;0<% 1;0<y< 11
Montrer que cette bijection et son inverse sont discontinues et préciser leurs
points de discontinuité.

Montrer qu’une application continue du carré sur le segment [0, 11 n'est
jomais bijective.

Exercice 2. — Montrer ¥, ®, = c. On montrera que F (N*, N*) a la
puissance du continu en observant que la donnée du développement en frac-
tion continue d’un irrationnel de [0, 11 est la donnée d'une application
MY ——> N*, (N* = N—{01}]).

Exercice 3. — 1° Montrer que ¢ ¥s = c en considérant [‘ensemble des
suites de réels gxng = Xy, ... X, ... €t en considérant |'application définie de
la fagon suivante :

Soit x, = 0, u,l, on,z, ag..., les o représentant des tranches de décimales

définies comme dans Fexercice 1, lindice inférieur étant relatif au rang du
terme dans la suite, Vindice supérieur étant relatif au rang de la tranche de
décimales. A la suite an g on fait correspondre :

x = 0, a} a:lz cx; a? a% aé a“‘ ag

c’est-3-dire un réel dont le développement décimal est constitué par juxtapo-
sition des tranches & de décimales des x,, rangées dans un ordre tel que la
somme des indices des & soit non décroissante et qu’d Vintérieur d'un groupe
oli cette somme est constante l'indice inférieur aille en croissant.

2° En déduire que V'ensemble € ([0, 11, R) que I'on notera plus briéve-
ment €, des applications continues de [0, 1] dans R a la puissance c. Compa-
rer cette puissance & celle de I'ensemble ¥ de toutes les applications  de
[0, 11 dons R.

Remarque. — R a pour puissance ¢. On peut le montrer soit en faisant la
bijection x €10, 1l —> tgx (x-—-%) &] — 0, + oof, soit en faisant
la bijection de N x [0, 1[ sur R qui consiste & faire correspondre au couple
formé d’un entier et d’un nombre x € [0, 1[, le réel admettant n pour partie
entiére et x pour partie décimale, bijection qui prouve que

card. R = card. [0, 11 X N = card. [0, 1]
d‘aprés la régle de multipiication des cardinaux.

CHAPITRE II

ESPACES VECTORIELS
NOTIONS FONDAMENTALES

§ 1. DEFINITIONS

1. Axiomes de la structure d’espace vectoriel sur un corps.

Nous rappelons que l'on dit qu'un ensemble E a une structure d’es-
pace vectoriel sur un corps K appelé corps des opérateurs ou corps des
scalaires (corps que, dans ce qui suit, nous supposerons commutatif), si :

1) E est un groupe abélien, pour une opération notée -,
2) il existe une opération externe :
KX E—>E

e . 2 AT
qui satisfait aux axiomes suivants (*) :

Mr 4 yg)=2ir-+1
Mex) = O I

O\ + wr=>r + px
lx=x

ces axiomes entrainent :
YVeE€E Ox=20
Vi€K W=20

Remarque : Les notations utilisées ci-dessus sont classiques. Il im-
porte cependant de remarquer leur ambiguité : 4 est suivant les cas
le symbole de I'opération interne de E ou le symbole de I'addition de K ;
la juxtaposition de deux lettres désigne suivant les cas la multiplication
dans K ou P'opération externe de E ; 0 désigne suivant les cas le zéro du
groupe additif de E ou le zéro de K. Aucun inconvénient pratique ne
résulte de ces confusions, mais il est peut-étre avantageux, pour bien
comprendre le sens des axiomes et en déduire les premiéres conséquen-
ces, de recourir & un double jeu de notations tel que le suivant :

T opération interne de E,
® ¢élément neutre de cette opération,

. () Nous r’appelons qu'un module a la méme définition qu'un espace vectoriel, &
ceci prés que 'ensemble des opérateurs n’est plus un corps K, mais un anneau. Si en

ggtre, ii’:mneau n’est pas unitaire, le quatriéme axiome énoncé pour la loi externe
isparait.



— 24

. opération externe,
-+ addition de K,
0 zéro de K
juxtaposition : multiplication de K.
Les axiomes s’écrivent alors :
A(e.r) = .z,
A4w.z2=0.0TQ.2),
LTy =0.2) TO.2),
l.x==x
De ces axiomes, on déduit :
rrx=Q+0).z2=0.2)T (0.2

d’olt 0.x=0 ,
et Axz=7ATO) =0.0)T(0O.0)
d’ol 2.0=0,

Remarquons encore que les axiomes donnés, quoique classiques, sont
surabondants : si 'on suppose que Popération interne de E est associa-
tive, commutative, simplifiable et posséde un élément neutre @, les axio-
mes de I'opération externe entrainent d’abord que : '

r=1l.x=0+0.c=x2T0.x)
d’oi1, puisqu’il existe un élément neutre ® et que 'opération est simplifia-
ble, 0.z = © ; ensuite que
AoT[(—D.z]l=1++—D].z2=02=0
donc que x a (— 1.)x pour opposé, ce qui entraine que E est bien un
groupe pour 'opération interne.

Les espaces vectoriels les plus simples et les premiers & avoir été
considérés sont ceux qui sont liés &4 la géométrie euclidienne dans laquelle
ils jouent un réle essentiel (le théoréme de Thalés, par exemple, exprime
la distributivité de I'opération externe par rapport a I'opération interne :
la somme « vectorielle »). Les éléments de ces espaces sont appelés vec-
teurs (*), d’ott vient le terme d’espace vectoriel. Mais la structure d’es-
pace vectoriel joue un réle peut-étre plus important encore en analyse,
ol la plupart des espaces fonctionnels qu’on considére sont des espaces
vectoriels sur R ou C. Cela tient d’une part & ce que (comme nous-I’avons
vu, exercice 37, Cours A.P.}M. 1), 'ensemble F(A, E) des applications d’un
ensemble A quelconque dans un espace vectoriel sur un corps K a une
structure naturelle d’espace vectoriel sur K, et d’autre part a ce que Ia
plupart des sous-ensembles intéressants de F(A, E), caractérisés par des
propriétés relatives a d’autres structures de A et de E (applications conti-
nues, dérivables, linéaires...), en sont des sous-espaces vectoriels. -

Dans le cas particulier oli A est 'ensemble fini { 1,...,n 1 et o1 E est
le corps K lui-méme, une application de A dans K est la donnée de n élé-
ments distincts de K, c’est-a-dire un élément'de K». K» peut done, en tant
qu’'espace du type ¥ (A, K), recevoir une structure d’espace vectoriel
sur K, dont les opérations sont définies par :

15 ey X)) = (215 o ) == M1 -y oes Ay - 10)
PXCSTRRND ¥ I OV ST b W)
On retrouve les espaces vectoriels liés & la géométrie euclidienne, le plan
rapporté & 2 axes de coordonnées comme espace R2, I'espace usuel rap-
porté a 3 axes comme espace R3. .

(*) Le terme « vecteur » peut étre utilisé, sans que ce soit obligatoire, pour dési-
gner un élément d’un espace vectoriel quelconque.
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2. Homomorphisme d’espaces vectoriels ou applications linéaires.

E et F étant deux espaces vectoriels sur le méme corps K i

: I et , on dira
que I'application f de E dans F est une application linéairepsi elle est un
homomorphisme pour la structure d’espace vectoriel, ce qui équivaut 4 :

Vi, y €SB flx+y) = f@) + fy)
Vi€K Vz€E fOx) = M(x).
11 faut remarquer ici que, ¢il ne s’agit pas d’un endomorphisme, c’est-3-
dire si Es£F, les signes -} du premier et du deuxiéme membre des éga-
lités ci-dessus ne sont pas relatifs 4 la méme opération, de méme que les
multiplications \x et Af(x).

3. Sous-espaces vectoriels.

S?lt une partie H de E, stable pour les opérations définissant la struc-

ture d’espace vectoriel, c’est-a-dire telle que :
H-+ HcH 1
) ; Vi€ K \HcH E2%
Il résulte de cette définition que la-structure d’espace vectoriel de E induit
sur H une structure d’espace vectoriel. En effet, pour que H jouisse de
c,ette propriété, il faut qu’il soit un sous-groupe. Nous avons vu (Cours de
PA.P.M. 1,11, 2, 5) que la condition nécessaire et suffisante pour qu’il en
soit ainsi était (en passant de la notation multiplicative, utilisée alors, a
la notation additive) que : ’
) . H 4 HcH (—H)cH;
mais, puisque,
Vx — T =(— Dz
o —H=(—1H

et la condition (— H)cH est incluse dans la condition (2). Les condi-
tions (1) et (2) sont donc bien suffisantes pour que la structure induite
sur H soit celle d’un espace vectoriel sur K (*). On dira que H est un sous-
espace vectoriel de E,

Remarque : 0 appartenant 4 H, H 4 HoH -+ 0 = H, done :
H-} H=H.,
D’autre part, -1HcH => HciH, donc H= H.

Exercice 4. — Dans ce qui suit toutes les lois de composition sont suppo-
sées commutatives. Répondre aux questions suivantes : en cas de réponse affir-
mative justifier la réponse ; en cas de réponse négative, donner un contre-
exemple.

1° Tout groupe abélien est un module sur Z.

Un sous-groupe est-il un sous-module ?
Un sous-module est-il un sous-groupe ?

2° Tout anneau est un module sur lui-méme.
Un sous-anneau est-il un sous-module ? un idéal ?
Un sous-module est-il un sous-anneau ? un idéal ?
Un idéal est-il un sous-anneau ? un sous-module ?

3° Un corps K est un espace vectoriel sur un de ses sous-corps k.
Un autre sous-corps de K est-il un sous-espace vectoriel sur k ?
Un sous-espace vectoriel de K est-il un sous-corps de K ?

(*) Nous avons done établi qu’une partie stable d’un espace vectoriel est un sous-
esel():?ic:e n\;ectg)lgfl. Rappelons q&l”au contraire, étre une partie stable d’un groupe (res-
ent d'un anneau ou d’un corps) n’est pas suffisant pour étre un sous-groupe

resp. sous-anneau ou SOUs-coOrps). P grone
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Théoréme : L’intersection d’une famille de sous-espaces vectoriels est
un sous-espace vectoriel.

Soit H, (i € ) une famille de sous-espaces vectoriels de E ;

H= {] H; est un sous-espace vectoriel de E comme il est immédiat de
iel
le vérifier.

4. Sous-espace vectoriel engendré par une partie A de E.

Soit A une partie quelconque de E. La famille des sous-espaces vec-
toriels qui contiennent A n’est pas vide, — ell_e com;prend.au moins E.
Leur intersection H est un sous-espace vectoriel qui contient A et est
inclus dans les autres. Clest le plus petit sous-espace vectoriel qui
contient A ; on dit qu’il est engendré par A, ou que A est un systéme de
générateurs de H.

ConsTRUCTION DE H.

a) Combinaisons linéaires finies : Les conditions (1) et (2) entrai-

nent :

Vi, y €A XA z}+y€H

ViEK Vx€A &€ H.
Il en résulte que toute combinaison linéaire finie d’éléments de A appar-
tient 2 H, c’est-a-dire que, pour tout entier positif n, pour toute faninllre
finie xi, ..., &, d’éléments de A, pour toute famille finie A1, ..., Ay, d’61€-
ments de K, ’élément de E égal & :

AT + ..... + l,,:cﬂ

est un élément de H.

Une maniére commode d’écrire les combinaisons linéaires finies d’élé-
ments de A consiste A attribuer 4 chaque élément x de A un élément 1,
de K, en imposant que les }, soient nuls, sauf pour un nombre fini d’in-
dices, et de désigner la combinaison linéaire finie correspondante par :

S r  ou Nirz; €Al
€A
Une autre écriture consiste 4 indexer les éléments de A en utilisant
un ensemble d’indice I. Mais il est alors avantageux de supposer que
chaque élément est caractérisé par son indice, autrement dit que I'appli-

cation de I dans A est bijective. La notation des combinaisons linéaires
finies d’éléments de A sera dans ce cas :

2 A ou Ei M T€1H

iel .
avec toujours la convention fondamentale qu'un nombre fini seulement
de 2; sont différents de zéro.

b) H est ensemble des combinaisons linéaires finies djéléments de A.
En effet, nous venons de voir que, si H contient A, il coptlent cet ensem-
ble, mais comme cet ensemble est un sous-espace vectoriel de E, en vertu
de :
Sirnr; c €A+ Nlpzx;c €A1 = S0, Fudr; zE AN
et AVinz;r€Al= Y INz;xEA]

H qui est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A lui est identique.
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§ 2. GENERATEURS. PARTIES LIBRES. BASES

1. Générateurs et parties libres.

Soit S un systéme de générateurs d’un espace vectoriel E. II est clair
que toute partie contenant S est un systéme de générateurs de E ; mais
il peut arriver que S soit inutilement grand (si, par exemple, S contient
1, x2 et £1 4+ a2, E serail le méme si on retirait de S un de ces trois élé-
ments). II est donc naturel de chercher un systéme minimal de généra-
teurs d’un espace E donné, c’est-&-dire un systéme tel que, si on en retran-
che un seul générateur, I’espace E ne soit plus engendré. Supposons donce

que nous ayons un tel systéme minimal :

S=lx; €1}
et que nous en retranchions un élément x;,. Nous considérons le systéme
restant :
S=lux; i€ isiol.
Si on avait :

¢)) T, == Z)\m (3 =0, sauf pour un nombre fini d’indices),
tout élément de E, combinaison lindaire des éléments de S, serait aussi
combinaison linéaire des éléments de ' et §’ serait un systéme de géné-
rateurs de E, contrairement a I’hypothése. Une égalité du type (1) est
donc impossible pour un élément x;, quelconque appartenant au systéme
minimal de générateurs. Il en résulte qu’une égalité du type :

2 Nz =0
oll au moins un des ), ne serait pas nul est impossible, car soit io I'indice
correspondant, en multipliant 1’égalité par }\,7;1, on obtiendrait :

i - e N
&Xi, == — 27% A= — Z%’-i%
ce qui, nous venons de le montrer, est impossible.

Autrement dit, si les x; forment un systéme minimal de générateurs
de E, dans une égalité du type (2), il est impossible qu’'un quelconque
des ), ne soit pas nui. Ou encore :

Yrz,=0 => Vii=0.

Une partie d’un espace vectoriel telle gqu’aucune combinaison linéaire
de ses éléments ne puisse éire nulle sans que tous les coefficienis de cette
combinaison le soient est appelée une partie libre de I'espace vectoriel.
On dit encore que ses éléments sont linéairement indépendants. Nous
pouvons énoncer :

Un systéme minimal de générateurs est une partie libre.

En particulier un élément différent de 0 est une partie libre car
Ar ==0, avec A% 0, entrainerait M—1x =0, donc r=0 (*g).

(*) Observons que c’est dans cette question que la théoric des espaces vecioriels
se sépare de celles des modules, les raisonnements précédents ayant supposé D'exis-

tence de )\170'1

En particulier, dans un module, on peut avoir Jz = 0, sans avoir ni t =0, ni , =0
exemple : soit Ianneau Z/6 Z, considéré comme module sur Z :
3 x2=0

De méme, un systéme minimal de générateurs pourra ne pas étre une partie libre :
exemple, dans Z considéré comme module sur lui-méme, deux nombres premiers
entre eux, a et b (tous deux différents de 1) constituent un systéme de générateurs
de Z tout entier en vertu de D’identité de Bezout ; et ce systeme est minimal car a
(resp. b) n’engendrerait que ’ensemble des multipies de a (resp. de b). Or, on a I'éga-
lité ab + (-b) a = 0, donc { a, b} wn’est pas une partie libre.
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2. Bases.

Cherchons & caractériser une partie libre maximale, c’est-a-dire telle

ue P'adjonction d’un seul élément lui fasse perdre sa qualité de partie

libre. Soit A==l x;; i €1} une telle partie. Soit x € E, = € A, et consi-

dérons AU !z} . Par hypothése, ce n’est pas une partie libre, donc il
existe des A non tous nuls tels que :

)\.’E + 2 l;:tt = O.
el
Parmi les A non nuls, il y a certainement le premier, sans quoi A ne serait
pas libre. En multipliant par »—1, on tire de cette égalité :

€T == Z iy
el
x étant un élément arbitraire de E, on a démontré que tout x € E appar-
tient au sous-espace vectoriel engendré par A ; donc que A est un systeme
de générateurs. Nous énoncerons : une partie libre maximale est un sys-
téme de générateurs.

Réciproquement, on peut affirmer :

1) Une partie libre qui est un systéme de générateurs est un systéme
minimal, car s’il n’était pas minimal, ¢’est qu'un au moins des éléments
serait engendré par les autres, donc en serait une combinaison linéaire.

2) Un systéme de générateurs qui est une partie libre est une partie
libre maximale puisque tout élément qu’on pourrait lui ajouter est
engendré par les siens, donc en est une combinaison linéaire.

Finalement, nous avons les équivalences suivantes :

e

systéme minimal
de générateurs

partie libre
maximale.

systéme de générateurs
partie libre

On appelle base d’un espace vectoriel, un systéme d’éléments qui
vérifie ces différentes propriétés et qui est donc a la fois : 1° partie libre
maximale, 2° systéme de générateurs minimal ; et nous arrivons & la
propriété fondamentale suivante :

Tout élément d’un espace vectoriel peut s’exprimer de maniére uni-
gue comme combinaison linéaire d’éléments d’une base.

Il s’exprime, en effet, comme combinaison d’éléments de la base,
puisque celle-ci est un systéme de générateurs; cette expression est
unique, car si on a:

X = E ATy == 2 wily
€l el
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(les indices des A ef 1 non nuls n’étant pas nécessairement les mémes),
on en déduit : .

E Q—p) ;=0
i€l
d’oti, pour tout i, A, ==y, puisque les x; constituent une partie libre.

Cette propriété est caractéristique d’une base.

Soit en effet S=lx;; i€ 11! un systéme d’éléments qui y satisfait.
Puisque tout x peut s’exprimer comme combinaison linéaire des éléments
de S, c’est que S est un systéme de générateurs. D’autre part, c’est une
partie libre car si on avait :

A
Z )\ixi _ O
avec des A non tous nuls, on pourrait donner de tout élément x deux
expressions distinctes :

xr== Ef*ﬂt .’1322(94“%— A

ce qui est contraire & I’hypothése.

3. Existence des bases.

Nous allons maintenant montrer que tout espace vectoriel posséde
une base (*).

D’abord, un espace vectoriel posséde toujours des parties libres (puis-
que tout vecteur différent de zéro est une partie libre). Considérons alors
I’ensemble 2 de toutes les parties libres d’un espace vectoriel E ; il est
ordonné par inclusion. Il satisfait aux hypothéses du théoréme de Zorn.
En effet, soit :

AcC e
une famille totalement ordonnée de parties libres L.

SiM= | !L;L&A}est une partie libre, elle est un majorant

de Pensemble A dans 2. Vérifier que c’est une partie libre, c’est vérifier
que toute combinaison linéaire finie :
Mxr + Aexz -+ ..+ AT,
d’éléments x1, x2...x, de M ne peut étre nulle que si les }; le sont. Or :
€M — dIL,€EAN €L,
Li, L, ... L, sont en nombre fini et puisqu’elles appartiennent 4 une chai-
ne, 'une d’entre elles, soit L;, contient toutes les autres et contient donc
tous les x,. Mais L; étant une partie libre,
Mxy b rexs F o F A, =0 = A=lr=..=1i,=0.

Done, M est une partie libre et o satisfait aux hypothéses du théoréme
de Zorn. Donc, 2 possede un élément maximal qui est une partie libre
maximale, ¢’est-a-dire une base de E. On peut, en particulier, considérer
toutes les parties libres qui contiennent une partie libre donnée L. Leur
ensemble possédera un élément maximal (il est aisé de voir qu’il satisfait
encore aux hypothéses du théoréme de Zorn) qui sera une base. De facon
plus précise, donnons-nous un systéme de générateurs S et une partie
libre LS. On peut considérer 2 (L, S) ensemble des parties libres
incluant L. et incluses dans S. Cet ensemble satisfait encore aux hypo-
théses du théoréme de Zorn. [L’union des parties libres d’une chaine sera

(*) Il est essentiel de remarquer que ce théoréme d’existence d’une base est faux
pour les modules : un module peut posséder une base (il est alors dit « module
libre »), mais peut ne pas en posséder.
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encore une partie libre incluant L et incluse dans S]. Done, 2 (L, S)
posséde un élément maximal Lo :

LcLoecS.

Cet élément est une partie libre maximale dans 2 (L, S). A priori, il n’est
pas siir qu’elle soit maximale dans .2. Mais nous pouvons voir directe-
ment qu’elle constitue une base de E. En effet, tout élément de S peut
s’exprimer comme combinaison linéaire d’éléments de Lo, sans quoi un
élément de S, au moins, pourrait étre ajouté & Lo qui ne serait plus maxi-
mal ; S étant un systéme de générateurs, tout élément de E pourra
s’exprimer comme combinaison linéaire d’éléments de S, done comme
combinaison linéaire d’éléments de Lo, et nous pouvons énoncer :

Etant donnée une partie libre L incluse dans un systéme de généra-
teurs S, il existe une base B felle que :

LcBcS.

Corollaire : Soit une partie libre L et un systéme quelconque de
générateurs S ; SUL est, 4 )%rtiori, un systéme de générateurs qui contient
lIa partie libre L. On peut donc leur appliquer le théoréme précédent. Il
existe une base B telle que:
LcBcSUL,

les éléments de B sont les éléments de L et une partie des éléments de S.
Etant donnés une partie libre et un systéme de générateurs, on peut
compléter la partie libre par des éléments du systéme de générateurs pour
obtenir une base. Cette proposition est souvent appelée théoréme
d’échange.

Remarque importante : La démonstration générale de I'existence
d’une base que nous venons de donner fait appel au théoréme de Zorn.
Dans des cas particuliers importants, cette référence est inutile :

1) E posséde un systéme fini de générateurs ! x1, £z .2, } . L 21} est
une partie libre ; si x2 est indépendant de x:, on considére la partie libre

{ 1, x2 } ; sinon, on néglige x2. Si xz est indépendant de la partie libre
déja considérée, on I'ajoute a cette partie ; sinon, on le néglige... et ainsi
de suite jusqu’a épuisement des x; dont on extrait ainsi un systéme de
vecteurs indépendants, tels que tous les autres vecteurs du systéme de
générateurs soient engendrés par eux, autrement dit une base.

2) E posséde un systéme dénombrable de générateurs. On peut
opérer comme ci-dessus. Pour tout rang n, 'édlément x, correspondant
sera adjoint a4 la base en construction ou rejeté suivant qu’il est indé-
pendant des vecteurs de rang inférieur ou qu’il est engendré par eux.
On constituera ainsi une base qui pourra éire finie ou dénombrable.

§ 3. MISE D’UN ESPACE VECTORIEL
SOUS FORME DE SOMME DIRECTE

1. Considérons une partition d’une base B en deux ensembles B; et
B: et les deux sous-espaces V; et Vo engendrés par By et Bo. Il est clair
que tout élément x de E peut s’écrire :

xr = Z taa; a€ Bl
et peut aussi s’écrire :
= 3 13a; a€By} + ) Xa; a€Ba}.
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Sous cette forme, on voit que P'on a x =x; -} x2 avec 21 € Vi, 22 € V.
Tout élément x de E est la somme d’un élément de V; et d’un élément
de V3, ce qui se traduit par :

E=V; 4 V.

Omn sait que, pour qu'un groupe commutatif, somme de deux de ses
sous-groupes, en soit somme directe, il suffit que l'intersection de ces
sous-groupes se réduise a I’élément neutre. C’est le cas ici pour Vi et Vg,
car :

a:=2 iha; a€ By} = Z tda; a€ B}
entrainerait 2 fud; Aa€B =0
avec p, =i, Sia € B; p,=—1, si a € B,.

Comme B est une partie libre, cela entraine Va € B p,=0; d’olt x = 0.
On a donc :
E=V, ® V..

2. Généralisation. Somme directe infinie.

La partition de la base B peut étre effectuée en plus de deux parties
et méme en une infinité de parties. Soit { B, j&€ J | 'ensemble de ces
parties, indexé bijectivement par ’ensemble j On a:

B= | 1B,;j€1
et j«j = B,NB, = 0.

~Soit V; le sous-espace vectoriel engendré par B, Soit x &€ E, et la
famille des scalaires X, tels que :

= zilaa;aEBf.

I’ensemble des 1, non nuls est fini. Il en est de méme, & fortiori, de
Pensemble des ), non nuls, avec a € B;. On peut poser :

;= Y 1)a; a€B;},onax&EV,
et le nombre d’indices j pour lesquels x; est différent de 0 est fini : x est
la somme de ces x; non nuls. On écrira :

r= Nlz;; jEII
étant entendu que, dans cette somme, un nombre fini seulement de x;
sont différents de zéro.

On voit donc que tout vecteur de E est somme d’'un nombre fini de
vecteurs non nuls appartenant respectivement 4 un nombre fini d’espaces
V;. Il est immédiat que cette décomposition est unique. On dit alors que
E est somme directe de la famille des sous-espaces V,, et on écrit :

E= & V;
il

3. Sous-espaces supplémentaires.

Revenons au cas ol les B, sont au nombre de deux :
V:: VI @ Vz.
On dit que Vi et Vy sont supplémentaires.

Théoréme : Etant donné un sous-espace Vi de E, il existe toujours
un sous-espace Vg de E tel que : V=V D Va.



— 37

En effet, une base B: de V; est une partie libre de E. On peut la
compléter par un ensemble By d’éléments (pris dans un systéme arbi-
traire de générateurs) pour obtenir une base B :

B == B1 UB..

Le sous-espace engendré par Bz est un supplémentaire de V.

Cette propriété essentielle des espaces vectoriels n’est pas vraie dans
les modules (*). Elle joue un réle capital dans I'algébre des espaces
vectoriels.

Le sous-espace V2 que nous venons de construire n’est, en général,
pas unique (**). Un sous-espace V; admet généralement plusieurs sous-
espaces supplémentaires, et méme une infinité si K est infini, ce que
nous allons voir dans I’exemple et I'exercice suivants.

Exemple : E est le plan R2. V; est une droite (sous-espace engendré
par un vecteur x1) ; V: admet pour supplémentaire toute droite issue de
lorigine et distincte de Vi, car tout x € R2? peut se décomposer en un
vecteur appartenant & Vi et un vecteur appartenant a cette droite.

Exercice 5. — Un espace V; admet une infinité de supplémentaires (au
moins, si le corps K est infini). On montrera en effet que si E == V; @ V,,
{ aj } constituant une base de Vi et { bj } est une base de Vg, si a est un
élément différent de zéro de V; et si on pose :

b =a+ b
tagil U i b; } constitue une base de E et | b‘{ ! engendre un supplé-
mentaire de Vi, soit \/’2 , distinct de Va.
Montrer en outre que deux éléments distincts a et a de V3 permettent de
définir par le procédé ci-dessus deux sous-espaces supplémentaires de Vi,
soient Viz et V;, distincts.

Les sous-espaces supplémentaires d’'un méme sous-espace jouissent
de la propriété fondamentale suivante : fous les sous-espaces supplémen-
taires d’'un méme sous-espace vectoriel sont isomorphes entre eux.

Soient: E=V; ® V; E=V:®YV,

Nous allons montrer qu’il existe une bijection entre Vs et V’2 qui est un
isomorphisme. Tout xz appartenant & V2 peut, puisqu’il est élément de E,
se mettre de maniére unique sous la forme :

xo =§1 T, LEV, x, €V,.

Ceci définit donc une application: xo —> x, ; cette application
est surjective car :

Ve, €V, 3L €V, Fx:E€Vy ap=F } 22
d’olt 2 = — &1 + x,, et x, est 'image de I’élément z2 de V.

¢ Il peut méme arriver qu’il soit toujours impossible, un sous-module étant
donné, d’en trouver un supplémentaire. C’est le cas de Z (considéré comme module
sur lui-méme), dont nous avons moniré qu’il ne pouvait jamais étre somme directe
de deux de ses sous-groupes non triviaux (A.P.M.I, II, 3, 1).

¢k¥) 11 faut se garder du lapsus : <« le » supplémentaire d’un soué—espace, qui
dégéneére facilement en faute de raisonnement.
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Elle est injective car :
T2=Ft 4z, Yz =11+ Ty
entrainerait
X ~— Y2 == E1— 1,
ce qui, 2 —y2 et £1 — 1 étant respectivement éléments de V2 et V; dont

Pintersection est réduite & zéro, entrainerait xz = y2. Enfin, cette bijec-
tion est un isomorphisme car elle est linéaire :

Ze=F -+ x, Y2 =1+ U,
x2 + g2 = &1 + 1) + @, +7,)
T’z 4 y'2, image de x2 4 ye, est la somme des images ; et de méme :
Tp==§1 4 T2 Az == b1 4 Ar'2,
Xx'z est I'tmage de Axz.
L’isomorphisme de V3 et V, est donc établi.

Exercice 6, — Soit Hy, Ha ... H, une famille finie de sous-espaces vecto-
riels d’un espace E telle que:
E=H1+H2+...+Hn
Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que E soit somme
directe des H; est que :

Viel!l,2 ...,n—1] (Hy + ... H) NH4 = {0}
La condition is&j => H;NH; = {01} est nécessaire mais non suffi-
sante.
Exercice 7. — Soit A un ensemble et K un corps, on considére ‘ensemble

Q¢ des applications ¢ de A dans K qui ne prennent de valeurs différentes de
0 que pour un nombre fini d’éléments de A.

1® Montrer que 9 est un sous-espace vectoriel de ¥ (A, K). On I'appelle
I'espace des combinaisons linéaires formelles d'éléments de A & coefficients
dans K.

On considére, pour tout élément a de A, ‘application o, définie par :
9, (@) = 1 @a b) = 0  pour b=£a
Montrer que leur ensemble est une base de 9.

2° On suppose que A est une partie d’un ensemble vectoriel E sur K. Soit
H le sous-espace engendré par A dans E. Montrer qu'il existe une application
linéaire de 9¢ sur H.

Dans quel cas est-ce un isomorphisme ?

Exercice 8. — Soit une famille d’espaces vectoriels E; (i € 1) sur un méme
corps K et E = 1II E, leur produit cartésien.

1° Montrer quon peut attribuer & E une structure d'espace vectoriel lide
de fagon simple & celle des E;, et telle qu'il existe alors dans E des sous-espa-
ces vectoriels H,; respectivement isomorphes aux E,.

2° On peut, dans E, déterminer le sous-espace vectoriel E, engendré par la
:{éunﬁn des H,. Caractériser ce sous-espace. Montrer qu’il est somme directe

€5 i
3° Soit un nombre cardinal, a, inférieur & card 1. A tout
, X = 1Xx1, X2 ... X; ... |
on associe le cardinal ¢, de I'ensemble des indices i € I, pour lesquels Xy
est différent de zéro ; on considére les deux ensembles
e = Ix;c; <al,F,= Ix:c,<al; on précise que ce cardi-

nal ¢, est infini. ‘

Montrez_que ce sont deux sous-espaces vectoriels et que I'un d’eux n'est
autre que Ey, pour une valeur de a que Von indiquerc.
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§ 4. EGALITE DES NOMBRES CARDINAUX DES BASES
DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

L’égalité des nombres cardinaux des différentes bases va étre démon-
trée par récurrence dans le cas ol ce nombre est fini. Ce théoréme est
vrai pour n == 1, car si un espace vectoriel admet { a; | comme base, c’est
que tout x de Yespace est de la forme la:. Un systéme de plus de deux
vecteurs ! a1, hiaa | ne peut étre une partie libre puisque :

aQa) — Aaa) =0
(inversement, tout wvecteur as == Azai, avec Azs40, est une base car

A
€T == % az).

Admettons donc que le théoréme soit vrai pour n-——1, c’est-a-dire
que si un espace vectoriel a une base de n— 1 éléments, toute autre
base aura n-—1 éléments. Soit alors un espace E possédant une
base B: ayant ns = n éléments et une autre base B; de n; éléments. Si
ny était inférieur & na, hypothése de récurrence s’appliquerait 4 E et 4
la base By, ce qui conduirait & une contradiction. Nous avons donc
ny = nz=n. Soit alors a; € B;. D’aprés le théoréme d’échange, nous
pouvons consiruire une base B’ telle que :

faitcB ciartl UBa.
B’ contient a; et des éléments de Bz ; mais elle ne peut les contenir tous

sans quoi elle ne serait plus une partie libre. B’ contient donc au plus
n-—1 éléments de Ba.

Décomposons alors la base By en t a1 | et Bi— t a1 | et décomposons

labase B'eniarlet BB—{ai} ; ces décompositions de base conduisent
4 deux décompositions de E en somme directe:

E=Ka & Vy

E =Ka1 &} V',

Kai, Vi et V’ étant les sous-espaces vectoriels engendrés respectivement
par a1, Bi— tailet B—tlai}; Vi~V comme supplémentaires d’un
méme sous-espace. Mais B’— { a1 } a un nombre d’éléments p au plus
égal 4 n— 1. Toutes les bases de V’ ont p éléments (hypothese de récur-
rence) et 'isomorphisme exige que les bases de V; aient aussi p éléments.
Donc : ’

n=p-+41<n d’olt n1==ns.

La propriété est encore vraie si le cardinal des bases est infini. Nous
ne le démontrerons pas.

Ce nombre, cardinal commun & toutes les bases d’un espace vecto-
riel, est appelé dimension de Uespace ; il est noté « dim E ».

Remarque 1 : Lorsque le méme ensemble peut étre considéré comme
espace vectoriel sur plusieurs corps (en particulier, si E a une structure
d’espace vectoriel sur K, il a aussi une structure d’espace vectoriel sur
tout sous-corps k de K), les dimensions de ces diverses structures sont
en général différentes. Exemples : 1° un espace de dimension n sur C est
de dimension 2n sur R; — 2° R est de dimension 1 gquand on le consi-
dére comme espace vectoriel sur lui-méme et est de dimension infinie
quand on le considére comme espace vectoriel sur Q ; — 3° si K est un
corps, E une extension algébrique simple de degré n de K, et F une

R
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extension algébrique simple de degré m de E, F est un espace vectoriel
de dimension m sur E et un espace vectoriel de dimension m.n sur K.

Remarque 2 : Dans un espace vectoriel de dimension n, toutes les
bases ont n éléments. I1 en résulte que, dans un tel espace, tout systéme
de n générateurs est une base (puisque la base qu’on sait pouvoir en
extraire doit avoir n éléments), toule partie libre & n éléments est une
base (puisque la base qu’on peut obtenir en lui adjoignant éventuellement
d’gutres éléments doit avoir n éléments). Cette remarque est pratiquement
trés utile.

Remarque 3 : 11 est clair aussi que si un espace vectoriel est somme
directe de deux sous-espaces vectoriels, sa dimension est la somme de
celles des sous-espaces. Réciproquement, si deux sous-espaces ont une
intersection réduite &4 1 0} et si la somme de leurs dimensions est celle
de T’espace, la réunion d’une base de I'un et d’une base de I'autre cons-
titue une base de I'espace : ce sont deux sous-espaces supplémentaires et
I’espace en est somme directe.

, La dimension des sous-espaces supplémentaires d’'un sous-espace V
d’un espace E est appelée la codimension de V. On a :

codim V =dim E—dim V.

Remarque 4 : Deux esgaces E et F de méme dimension (finie ou non)
sont évidemment isomorphes, L’égalité des dimensions, c’est-a-dire des
cardinaux des bases, signifie 'existence d’une bijection ¢ d’une base de E
sur une base de F. Il est clair alors que I’application qui & X A,a fait cor-
respondre I A,9(a) est un isomorphisme de E sur F.

Plus spécialement, tous les espaces de dimension n sur un méme
corps K sont isomorphes entre eux, et en particulier 4 K».

Exercice 9. — On considére l'espace vectoriel P,, < R [x, y] des polyndmes
a deux indéterminées, & coefficients réels, de degré inférieur ou égal & n. En
indiquer une base et la dimension. Dire si les sous-ensembles suivants sont des
sous-espaces vectoriels. Si oui, en trouver un supplémentaire ; indiquer une
base de chacun de ces sous-espaces. Vérifier que la dimension de P, soit bien
la somme des dimensions des sous-espaces supplémentaires :
Polyndmes de degré fixé ny < n.
Polynédmes homogénes.
Polyndmes homogénes de degré fixé n, < n.
Polynémes de degré inférieur ou égal & n & une indéterminée.
Polynémes pairs [P (x,y) = P (— x, — y)1.
Polynémes symétriques [P(x, y) = P (y, x)1.
Polynémes de degré inférieur ou égal & p < n.
Polynédmes s’annulant pour x = a

z

y = b.
Polynémes tels que Pix, 1) = P(x,0) + 1.

PLETEEET

Exercice 10. — On rappelle qu’étant donnée une fonction réelle f deux fois
dérivable de deux variables réelles x et y, on nomme laplacien de cette fonc-
tion la fonction :

et que la foncton est dite harmonique si son laplacien est nul.

P étant un polyndme homogéne de degré n, on demande de montrer que si
la fonction (x2 -+ y2PP (x, y) est harmonique, P (x, y) est divisible par
x2 -4 y2 et d'en déduire que P = 0.

2° Soit Pn I'espace vectoriel des polynédmes homogénes de degré n en x et
Y ;' Un le sous-espace des polyndmes harmoniques de degré n; ofn le sous-
espace des polyndmes de degré n divisibles par x2 - y2.
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Montrer que ?n est somme directe de In et ofn (on commencera par dé-
terminer les dimensions respectives de 9fn et ).

3° En déduire que tout polyndme Q en x et y, homogéne ou non, peut
s’écrire d'une fagon et d’une seule, sous la forme d’une somme finie.

Q = H, + AHy + AZHy + ... -+ A?Hp

ol les Hp sont des polyndmes harmoniques, et ol A désigne le polynéme
x2 + y2 (commencer par le cas ol Q est homogéne).

4° Soit E la circonférence x2 + y2 = 1 ; appelons « fonction polynominale
sur E », la restriction & E d’un polyndme Q (x, y). :

Montrer que toute fonction polynominale sur E se prolonge dans tout le
plan par un polyndme harmonique (unique).

5° (Question faisant appel & des connaissances étrangéres & ce cours).
Montrer que pour toute fonction continue ¢ sur E, et pour tout ¢ > 0, il
existe un polyndme harmonique qui, sur E, approxime ¢ & & prés. i

En déduire V'existence d'une fonction continue dans le disque fermé
x2 + y2 < 1, qui prolonge ¢ et qui est harmonique & 'intérieur du disque.

Exercice 11. — Soit un espace vectoriel E et soit % (E) I‘ensemble de
tous les sous-espaces vectoriels de E. On ordonne cet ensemble par inclusion.
Vérifier que 9 (E) est un treillis, le sup de deux éléments étant leur somme
(qui n’est pas, en général, une somms= directe), et que ce treillis n‘est pas dis-
tributif, c’est-a-dire que les deux opérations sup et inf ne sont pas distributives
'une par rapport & 'autre.

Démontrer que :
dim (Vi1 + V2) + dim (V1 N V2) = dim V; + dim Vs

CHAPITRE IIT

APPLICATIONS LINEAIRES

§ 1. FACTORISATION CANONIQUE

Nous avons donné (II, 1, 2) la définition des applications linéaires.
On peut toutefois en donner une définition un peu plus générale en
admettant que E et F sont deux espaces vectoriels sur deux corps K et K’
différents tels que K’ soit isomorphe 4 K dans un isomorphisme ¢ (*). Les
conditions de linéarité de I’application f seraient alors:

flx + ) = fx) + f(y)

fOx) = o f(p) AE€K o)) €K,
Mais, dans ce qui suit, nous nous bornerons au cas olit K = K’ et ol ¢ est
Papplication identique.

A T'homomorphisme f, nous allons algpliquer les résultats généraux
relatifs aux homomorphismes (Cours A.P.M. I, 111, 1, 6), et d’abord le
fait que f(E)cF est un espace vectoriel et que f : E ~—2> f(E) est un
homomorphisme surjectif 8**).

Nous savons alors que si R est la relation d’équivalence définie sur E
par:

- xRy <> f(@) = f(y),
si ¢ est 'application canonique de E sur E/R, g Papplication de E/R
sur f(E) telle que :
[=ge°9%

il est possible de donner 4 E/R une structure d’espace vectoriel telle
que ¢ soit un homomorphisme et g un isomorphisme. La structure inter-
venant ici étant celle d’un espace vectoriel est d’abord une structure de
groupe commutatif. La relation f(x) = f(y) s’écrit :

—1
z—y €f(0)
—1
ol f (0) est le noyau V de 'homomorphisme et est un sous-groupe de E.

Mais ici V est en outre un sous-espace vectoriel. En effet :
€V = f@)=0 = M@ =0 = flx) =0 = &€V

(*) On sait que tout homomorphisme surjectif de corps est un isomorphisme.

(x*) Dans les pages citées, nous nous étions d’ailleurs placés dans des hypothéses
un peu plus générales, Ne supposant pas & priori que F est un espace vectoriel, mais
seulement que ¢’était un ensemble muni d’une loi de composition interne et d’une loi
externe (avec K comme ensemble d’opérateurs), nous avions montré que f(E) - F rece-
vait une structure d’espace vectoriel sur K.
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On notera E/V P'espace vectoriel-quotient et on obtient le schéma suivant :

f
E —> f(E)cF
N
E/V
?1'1 j,1q>, g sont trois applications linéaires, E, E/V, f(E) trois espaces vec-
oriels.

Récigroguement, si on se donne un scus—esFace V de E, la relation
x—y €V est une relation d’équivalence R et Pensemble quotient E/R
noté E/V' est image homomorphe de E dans Papplication canonique
r—> .

L’homomorphisme pour la somme résulte des théorémes généraux
relatifs aux groupes puisque V est sous-groupe (le groupe étant commu-
tatif, la question de I'invariance ne se pose pas).

Quant & I'homomorphisme pour la loi externe, il s’obtient en remar-
quant que x =z + V et que si on pose :

M=l :z€ 1} M= \x -+ AV
mais AV =1V, car V est sous-espace vectoriel, donc Ar= iz.

Considérons alors un sous-espace supplémentaire de V, soit W. Nous
avons vu (Cours A.P.M. I, 11, 3, 1) que s1 un groupe G est produit direct
de deux sous-groupes, chacun est isomorphe au groupe quotient de G
par l'autre. Appliquée au groupe additif de E, somme directe de V et W,
cette propriété montre que W est, en tant que groupe additif, isomorphe
au groupe additif E/V dans 'application :

9t EW —> =z VEE/V *)
D’autre part, nous venons de montrer que \x = ﬁ, donc g qui, A A €W
fait correspondre M =1Z, est un homomorphisme pour Vopération
externe. L’isomorphisme complet est donc établi entre W et E/V :
W= E/V.

L’espace quotient d’un espace wvectoriel modulo un sous-espace est
isomorphe & tout supplémentaire de ce sous-espace.

Exemple dans R2 (fig. 2). Soient V et W deux sous-espaces supplé-
mentaires de dimension 1, x (origine O, extrémité m) un élément de W.

Sa classe modulo V, x est ensemble des vecteurs d’origine O et ayant leur

(*) On pent redémontrer directement cette propriété ici ; d’abord :
912 EW —>r=z+VE&E/V

est un homomorphisme pour la somme car :
i—-}-f{:m—%«V-ﬁ—y—FV:a‘»-&-y“”V:x_{‘g;
ensuite 9 est injective, car si x &€ W, y € W pour que x et y aient la méme image, il
faudrait que x-y &€ V, mais comme z-y e Wet que VAW =1{0}, il en résulte que
x = y. Enfin, ¢ est surjective, car si §¢ & E/V, cest qu'il existe £ & E tel que
F=t+ V,maispuisque E= VO W, t =z + 5,2 E W,y & Vdonct = deth
est image de x par ¢.
9, homomorphisme bijectif est bien un isomorphisme.

o
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extrémité sur la droite D paralléle & V passant par m. L’espace de ces
classes, muni de la structure quotient, est isomorphe 4 W ; ce qui signifie,
pour Popération interne, rappelons-le, que si x: et x2 sont deux vecteurs
de W, la somme d’un vecteur y; € x: et d’un vecteur y» € x> appartient
4 la classe de x1 - 22, c’est-a-dire a son exirémité sur la droite paralléle
4 W issue de Pextrémité p de a1 -} 2.

W,

D,

D,

Fie. 2

Reprenons I'étude générale. On sait qu’il existe un isomorphisme :

} E/W = f(E). Nous pouvons donc conclure :

L’image d’un espace vectoriel par une application linéaire est iso-
morphe & tout supplémentaire du noyau de Papplication.

-1
Considérons la restriction de f &4 W, soit g. ¢(0) est réduit a zéro,
d’aprés la définition de W, donc g est bijective.

Théoréme fondamental : La resiriction d’une application linéaire &
tout supplémentaire de son noyau en est un isomorphisme sur U'image.

Si E est de dimension finie, nous avons :
dmE=dimV 4| dimW avec W =~ f(E)

d’oit dim E = dim—fl(O) + dim f(E)
ou codim (0) = dim f(E).

Dans le cas d’un isomorphisme, dim f(E) = dim E. Et, réciproque-
ment, si f est une application de E dans F telle que f(E) ait méme dimen-
sion que E, il en résulie que la dimension du noyau est zéro.

La dimension de f(E) est appelée rang de Papplication linéaire.

Exercice 12, — Pour chacune des applications linéaires suivantes trouver
le noyau, un supplémentaire du noyau et vérifier que la restriction de 1‘appli-
cation & ce supplémentaire est un isomorphisme sur limage.
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Espace de départ Application Espace d’arrivée
Fonctions d'une variable dF Fonctions d’une va-
x définies sur [0,1] et fo—— ) riable x définies sur
dérivables. dx [0, 11.
' Fonctions d'une _variable dof
x définies sur [0,1] et f —— — Idem
p fois dérivables. dx?
f — . ,
Fonctions d‘une variable g Ff’g?t‘o"‘sd é‘i}"“e va-
x contin [0,11. rx riable x définies sur
niinues sur ! avec glx) = ‘/0 f(t)dt [0, 1] et dérivables.
1
Idemn f—> C Fx)dx R
Suites infinies indexées tugl > iy, =u,—u, 11} Suites infinies in-
par Z ; dexées par Z,
Exercice 13, — 1° E et F étant deux espaces vectoriels de méme dimen-

sion finie n, montrez que les quatre affirmations suivantes relatives & une
application linéaire f de E dans F sont équivalentes :

— f est un isomorphisme de E sur F;

— f est surjective ;

— f est injective ;

— f est de rang n.

2° Prouver par des contre-exemples que, dans le cas d’espaces de dimen-
sions infinies, une application linéaire,

a) peut étre injective sans &tre un isomorphisme ;

b) peut étre surjective sans &tre un isomorphisme.

§2. ESPACES D’APPLICATIONS LINEAIRES

1. Structure d’espace vectoriel de 2 (E,F).

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps K et Ien-
semble 2(E, F) de toutes les applications linéaires de E dans F qui est
une partie de 7 (E, F), ensemble des applications de E dans F. On sait
(exercice 37, Cours A.P.M. I) que ¥ a une structure d’espace vectoriel
sur K, la somme f 4 g de deux applications f et g et le produit d’une
application f par un scalaire 2 de Ié)étant respectivement définis par :

Vx €E, ({4 9)@) = f(x) + g(x) (N @) =21 ().

Nous allons chercher si £ est un sous-espace vectoriel de %, ce qui
se réduit a4 chercher si c’est une partie stable pour I'opération interne et
Popération externe, autrement dit & voir si, f et g étant linéaires, [ 4 g
et Af le sont.
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f+oc+ypy=fe+yp +gx+y définition de la somme
sur ¥
= f(x) + f(y) +glx) + g(y) linéarité de f et g
== f(x) + g(x) + f(y) 4+ ¢(y) commutativité de 'opéra-
tion interne sur ¥

=+ 9 +F+ 9@ définition de la somme
sur F

YVrE€E V€K
f + 9 px) = flux) + glpx)

définition de la somme

sur ¥

== pf(x) 4 wg(x) lindarité de f et g

= p[f(x) + g@)] distributivité

=u[(f + g)(@)] définition de la somme
sur &

Nous avons de méme : V(x,p) €EEXE Vi&€K.
N+ y) = Mx + y) définition de I’opération
externe sur ¥
= Aff(x) + f()] linéarité de f
== AM(x) + A(y) distributivité
== (AN(x) + Q) définition de Iopération
externe sur ¥

Enfin, V€ E Vu.€K.

Q) (wx) = M(px) définition de Iopération
externe sur ¥
== M. f(x) linéarité de f

= () f(x) associativité de I'opéra-

tion externe sur ¥

Nous voulons comparer cette expression a p(Af)(x) qui vaut
prf(x) = (WA f(x). On voit que nous ne pouvons conclure & la linéarité
de 'application Af que si Au ==ul, donc si le corps K est commutatif (*).
C’est une des raisons pour laquelle nous avons choisi de nous placer
toujours dans Thypothese o1 le corps K est commutatif (R et C étant
commutatifs, presque toutes les applications de I'algébre linéaire & I’ana-
lyse et 4 la géométrie s’accommoderont de cette restriction).

Moyennant cete hypothése, nous pouvons conclure de ce qui précéde
que 2 (E, F) est un espace vectoriel sur K, sous-espace de I'espace 7.

(*) Dans le cas ol lIe corps K n’est pas commutatif, il fant, pour pouvoir conclure

que } (multiplicateur de f), commute avec » pour tout ¢ appartenant & K ; » doit done
appartenir au centre du groupe multiplicatif du corps (cf. exercice 21, Cours A.P.M.I)

qui constitue un sous-corps de K, et on pourra seulemeént dire que I'ensemble £ est
un espace vectoriel sur ce centre. Ce n’est pas un sous-espace vectoriel de F.
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2. Composition des applications linéaires.
7
Soient E >F — G, trois espaces vectoriels sur un méme
corps K, f et g deux applications linéaires et gof I'application composée
dont on vérifie immédiatement qu’elle est linéaire :
gof € 2 (L, G).
La composition des applications définit done une application :
£L2(EF) X 2 (F,GQ —> £2(EG (D
f, @ (gep)
du produit cartésien ¢ (E,F) X ¢ (F, G) dans 2 (E, G). On vérifie que :
go(fr 4 f2) = gof1 + gof» "
(91 + gz§°f == g1of - gaof
(Rg)of = )\(gof)
goAf) = Ngof).
~ Une application ¢ : E; X Ez ——=> F qui, comme la précédente,
vérifie :

olxs + y1, x2) = o(x1, T2) -+ (Y1, x2)
VEIILS R (0, 22) = el 22)
Vl% f( 2 ( o(xy, 22 + y2) = o(x1, X2) + (1, Y2)
¢(x1, hrz) = Ag(y, X2)
est dite une application bilinéaire du produit cartésien E; X Ez dans F.
Ceci signifie que c’est une application linéaire dans F de ’espace vectoriel
obtenu en fixant x; et en faisant décrire E; & a1 :
Uz, x2) ; x € Eq }
ainsi qu’une application linéaire dans F de Iespace :
t(x,2); T€E2 1
ces déux sous-espaces étant d’ailleurs respectivement isomorphes 4 E;
et a E..
L’application (1) définie par la composition des applications est donc
bilinéaire.

3. Endomeorphismes.

Placons-nous maintenant dans le cas particuliérement important ol
E =F =G. Ces applications linéaires, qui sont des homomorphismes
d’un ensemble dans lui-méme, sont alors des endomorphismes, et, dans
le cas ol elles sont des isomorphismes, ce sont des automorphismes.

L’application (1) définit alors une loi de composition interne sur
£ (E, E) qui est distributive par rapport 4 I'addition. ¢ (E, E) a donc
une structure d’anneau, mais comme, en outre, il posséde une loi externe
vérifiant par rapport aux lois internes les axiomes convenables, 2 (E, E)
a une structure d’algébre (non commutative). C’est lalgébre des endo-
morphismes d’un espace vectoriel.

On peut étudier différents sous-ensembles de cette algébre ; en par-
ticulier celui des automorphismes, mais celui-ci ne constitue pas une sous-
algébre car ce n’est pas une partie stable pour Paddition (donnons le
contre-exemple suivant : Pautomorphisme x— (— x) et 'antomorphisme
identique ont pour somme 'application qui, & tout x € E, fait correspon-
dre 0, qui n’est évidlemment pas un automorphisme). Cet ensemble des
automor%lismes est, inversement, stable pour la composition des appli-
cations. D’autre part, chaque automorphisme admet pour cette loi un
inverse (automorphisme réciproque), donc Pensemble des automorphis-
mes forme un groupe que "on nomme groupe linéaire de Pespace vec-
toriel E.
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Exercice 14, — E, E', F, F' étant quatre espaces vectoriels sur un méme
corps K montrer que :
E~FEl = pERn~LEM
F~F
Pour cela si @ et { sont respectivement les isomorphismes
¢:E—>F $:F—>F
& toute application f: E —> F, on fera correspondre
—1
' = dofog
c’est-g-dire I'application choisie de fagon que le diagramme
f
E—>F
E —> F
fl

soit commutatif et on montrera que f ——> f est un isomorphisme.
2) Dans le cas ou E = F, E" = F’ montrer que l'isomorphisme
L E) =~ £ (EE)
s'étend & la structure d’clgébre.

Dans I'isomorphisme envisagé dans cet exercice, 4 un automorphisme
E— E correspond un automorphisme E'— E’. En effet, un auto-
morphisme est un élément inversible (pour I'opération : composition)
de l'ensemble 2 (E, E) des endomorphismes et dans l'isomorphisme
£(E, E) » £ (E, E) I’'homologue d’un élément inversible est un élément
inversible. Les groupes linéaires de E et E’ sont donc isomorphes. En
particulier, si E et E’ sont des espaces vectoriels ayant la méme dimension
finie sur le corps K, la structure de leur groupe linéaire est la méme. On
désigne par :

GL,(K)
cette structure de groupe qui est déterminée par n et K. Ces groupes sont
appelés groupes classiques. ’

§ 3. DETERMINATION DES APPLICATIONS LINEAIRES. MATRICES

1. Nous allons nous occuper mainfenant de la facon dont on peut
déterminer une application linéaire f : E——> F (E et F, espaces vecto-
riels sur un méme corps). Remarquons d’abord que I'image d’un systéme
de générateurs est un systéme de générateurs de f(E). En effet, si { x;}
est un systéme de générateurs de E :

V&€ E x=3I\z,
ce qui entraine, du fait de la linéarité,

fx) = Zxf(x).
Les f(x)) constituent donc un systéme de générateurs. En particulier,
Pimage d’'une base de E est un systéme de générateurs, mais elle n’est
généralement pas une base car 'image d’une partie libre n’est pas néces-
sairement une partie libre. Mais inversement,
f(A) partie libre => A partie libre.

Car si A n’était pas libre, il existerait entre les éléments a; de A une
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relation ¥ha,= 0 (), non tous nuls), ce qui entrainerait une relation
Shf(a) = 0 et f(A) ne serait pas une partie libre.

Ceci étant, pour définir application f, nous partirons d’une base de
E. Les images des éléments de la base peuvent étre choisies arbitrairement
et il est clair que Papplication est parfaitement déterminée par la donnée
de ces images. Autrement dit, une base B de E étant choisie, il y a une
bijection naturelle entre I'ensemble .2(E,F) des applications linéaires
de E dans F et 'ensemble %(B, F) des applications de B dans F. On voit
d’ailleurs aisément que cette bijection est un isomorphisme pour les
structures naturelles d’espace vectoriel de 2(E,F) et #(B,F). On voit
en méme temps que deux espaces E et F de méme dimension sont iso-
morphes d’une infinité de maniéres, tout isomorphisme s’obtenant & par-
tir d’'un élément de F(B, F) qui envoie B sur une base de F, ce qui précise
la remarque 4 de 11, 4.

Exercice 15, — Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si f et g
sont deux endomorphismes de E et si gof est I'identité, montrer que f et g
possédent des inverses. Montrer par un exemple que cette conclusion ne
s’étend pas au cas ol E est de dimension infinie.

Exercice 16, — Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soit u une
application de E dans E qui permute avec tous les automorphismes f de E
{c’est-a-dire que uof == fou). :

Montrer que u est une homothétie (x ———=> }x ol) A & K). [Ecrire que u
est, en particulier, permutable avec tout automorphisme qui laisse invariant
un élément x € E et en déduire gque ulx) = Alx)x ol Alx) € K1.

Exercice 17, — Pour abréger l'écriture, on appelle ici « espaces » les
espaces vectoriels sur un corps donné (fixé une fois pour toutes) et « applica-
tions » les applications linéaires de ces espaces les uns dans les autres.

Soit @ : E ——> E’ une dpplication. La dimension du noyau de ¢ sera
notée n(e). D'autre part, on notera c(g) la codimension dans E’ de I'image
o(E) de E par ¢ ; autrement dit : clg) = dim (E’/¢(E)). Dans le cas général
nlp) et c(g) peuvent étre infinis. Lorsqu’ils sont tous deux finis, on pose :

d{p) = clo) — nlyp).

1) On se donne les espaces E et E’, de dimensions finies e et e respecti-
vement. Quelles relations doivent vérifier les entiers a et b pour qu'il existe
une application @ : E ——> E’ telle que

nlp) = a et clg) = b ?
Calculer d{g) en fonction de e et €’

2) Soient E, E’, E” trois espaces de dimensions finies et ¢ : E —> E,
o't B ——> E’ deux applications. On considére ‘application composée
9" = ¢'op. Démontrer la relation :

d(g) == d(p) + dlg’).

3) On considére deux espaces E et E’ ayant chacun une base infinie dénom-
brable. Démontrer que, quels que soient les entiers g et b, il existe une appli-
cation ¢ : E ———> E’ telle que nlgp) = a et clo) = b.

4) On considére, comme au 2) trois espaces E, E’, E’ et trois applications
o, @', ¢, avec ¢’ = ¢’og, mais on n'exige plus que les espaces soient de
dimensions finies. Démontrer que si n(g) et n(g’) [respectivement clg) et clg”)]
sont finis, alors n(¢”) [respectivement c(@’’)] est fini. ~

5) On conserve les notations du 4), et on suppose que nlg), nle’), <(g),
clg’) sont tous les quatre finis. Démontrer la relation :

d(e) = dlg) + dig").
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Convention relative aux notations.

Les éléments de la base de E sont désignés par a; (i décrivant un
ensemble I d’indices). Les coordonnées d’un vecteur x par rapport. aux
éléments de cette base seront désignées par (*). On écrira donc :

T = 2 xta,,

iel

ce qui entraine :
f@) = Y fla).
non le dire, défini la donnée
'application est, comme nous venomns de le dire, définie par la

fideip})(c;i). Soit ! b;} une base de F. Nous nous donnerons f(a;) sous la
forme :

fla) = Ea{:bj k n
Les o sont des éléments du corps dont la donnée définit f.

2. Cas des espaces & nombre fini de dimensions. Matrices.

Placons-nous dans le cas ol dim E=n et dim F—_--mi 'Les o all;

bre de mn peuvent étre rangés dans un tableau rectangulaire appe
Ir;;)cf?rice et la dé)nnée de la matrice équivaudra 2 celle de I'application f.

Nous convenons d’écrire la matrice en plagant Pélément o} dans la

ieme colonne et la jéme ligne. La matrice a alors n colonnes et m lignes
;Les gﬁélg‘trtlz?zts de Ia]iéme folonne sont les coordonnées de f(a;) dans la
base 1 b;l.

4 . { . A4 »
Ay ba A 4n\ !
: : » . .
s s . : <1l
o : - d . N
Xy A )
: : : xR
: : » : N z
* : ‘m : o("‘ !
o, . o . [y
—-—»—-’-‘--.-—-n-,
‘-———-ﬁa—‘.&‘-‘-a—
n

indi isi les sommations qui inter-
%) La place des indices est choisie de telle sorte que
vienge)nt sepfassent toujours sur ufn indxc%qmIiippar;?‘ltdc;alr}ismci}il::uilfiersa;;%xlr‘;ezggulg
B s o
somme, une fois en haut et une foils en asi. e n n de lind ar. 4 auquel
évi ppelé indice m p
on somme ne figure évidemment pas dans la somm 26 nd! uet par
iti indi Pon retrouvera dans la somme a place ou 1
OO s les & e ot tte convention d’écriture est de permetire
trouvaient dans les termes. L’intérét de cette conventi s, st e D ntion
i role des calculs. Certains, pour alléger Pécriture, t
g\?p;?gfx?éﬁt;?r%t de supprimer le signe 32, et d’interpréter systématiquement toute

expression du type uiv; comme étant 2 uiv;, quitte & signaler explicitement le cas,
el

extrémement rare, olt le produit uiy, pour une valeur donnée de i, interviendrait seul.
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3. Opérations sur les matrices,

Les opérations sur les applications linéaires définissent des opéra-
tions sur les matrices.

— Somume. Soient f et g deux applications linéaires de E dans F :
[ représenté par la matrice A ()
g représenté par la matrice B (8])
A + B est par définition la matrice qui représente Papplication f -} g.
Puisque par définition de la somme :

(f +9)(a) = f(a) + g(ay),
et puisque la décomposition d’un vecteur dans la base | b; 1 est unique,
il vient immédiatement que tout coefficient de la matrice somme est la
somme des coefficients correspondants des deux matrices :

Vi, Vj, ¥ =alf gl

— Multiplicqtion externe. Par définition, si A € K, la matrice A
représente Uapplication A et tous ses coefficients sont obtenus en mul-
tipliant par A ceux de la matrice A.

Il résulte de ces définitions que Pensemble des matrices représentant
les applications linéaires de E dans F, c’est-a-dire Pensemble des matrices
a n colonnes et m lignes (ou (n, m)-matrices), forment un espace vec-
toriel sur K comme £(E,F) lui-méme. Nous allons voir qu’on peut
définir une base de cet espace vectoriel lide simplement 4 celles qui ont
été choisies dans E et F. Considérons P'application linéaire cp} dont la
matrice a tous ses coefficients nuls sauf son coefficient d’indices i,jen
bas, j en haut) qui vaut 1.

Vhks<i gj(a) =0
9;(a) = b;
On voit qu’on peut écrire f sous la forme :

f=22els]
Jj i

En effet, VEk Y ¥ aloia)) = af by = f(ay).
Jj i

J
Les applications ¢! forment donc un systéme de générateurs de
L(E,F). Nous allons montrer qu’elles sont linéairement indépendantes,
donc constituent une base.
Supposons qu’on ait une égalité :
2Me=0,
4LJ
ce qui signifierait que I'image d’un vecteur quelconque par cette appli-
cation est nulle. Prenons pour ce vecteur a,. Il vient :

D Mol =0,

4,j
ce qui, en tenant encore compte des valeurs de ¢; pour a;, donne en cal-
culant comme ci-dessus :

2 Mb;=0.
J

JUSSERY. Ly J—

Mais { b;} constituant une base, cette égalité entrainerait :

Vj M.o=10
et k étant quelconque dans I, on arriverait & :
Yk j ¥ =0,

c’est-a-dire que les cpJ‘: forment une base. En langage de matrice, nous

dirons que les (n, m)-matrices dont seul le coefficient d’indices (i, j). vaut 1
tous les autres étant nuls, constituent une base de I’espace vectoriel, des
(n, m)-matrices.

— Calcul des coordonnées de f(x) en fonction des coordonnées de x.
Soit un vecteur x de coordonnées x¢ dans la base {a;} :

fx) =, aif(ay)
$

avec f(a) =, alb;

J
donc f(x) = D, xialb;

i,j
D’autre part, dans la base ! b; 1, f(x) s’exprime par :
iy
J
donc Vi, y= )kl
4

— Produit de deux matrices. E, F, G étant trois.espaces vectoriels,
considérons deux applications linéaires f et g, respectivement de E dans
F et de F dans G.

f g

E F > G
Soient respectivement tagl by} teg,l
les bases de ces espaces et n m P
leurs dimensions. Soient A=) B=¢EH

les matrices de f et g respectivement & n colonnes et m lignes, & m colon-
nes et p lignes.

Considérons Papplication gof. Sa matrice C est par définition le pro-
duit des matrices B et A associées a g et f. Cherchons la forme de cette
matrice.

(gof) (@) = g(f(a)) =g [2 bf] = ¥ alg(b)

J . J

= Do Y ke =S elphcs ¢))
la ktme coordonnée de (goﬁf(ai) est, d’aprés nos conventions, le coefficient
yi.‘ de la i®me colonne et de la k¥me ligne ; on tire sa valeur de (1) :

i
??:251'“‘%
J
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Cette régle peut étre schématisée ainsi :
I’é1ément de la kéme ligne et de la i*me colonne est obtenu a I’aide de la

A ETmm—m——— e -3 [ et 2 *

[y : 1 |

| M { i&"dmm :

i . i .

i S & .

| I o B W el S R P
i ;“ 1 : [

.z : & s v

C el B X A

kéme Jigne de la matrice de gauche (celle qui correspond & la deuxiéme
application) et de la i®®e colonne de la matrice de droite (*).

Il importe de remarquer que le produit de deux matrices rectangu-
laires n’est défini que si le nombre de lignes de A est égal au nombre de
colonnes de B (ce nombre étant la dimension de I’espace vectoriel inter-
meédiaire).

Remarque. — La formule yi=Yolz donnant les coordonnées du

L4

vecteur y == f(x) en fonction des coordonnées du vecteur x peut étre consi-
dérée comme représentant un produit de matrices. Si X est la matrice 2
une colonne et n lignes dont les éléments sont les coordonnées de x par
rapport a la base ta;! et Y la matrice & une colonne et m lignes dont
les éléments sont les coordonnées de y par rapport & la base { b;{, et A
la matrice de lapplication linéaire f par rapport 4 ces deux bases, la
formule

y’ L——“E a{i‘"
i
exprime 1'égalité suivante entre matrices :
Y = AX.

Les matrices X et Y sont souvent appelées « matrices-colonne » ou encore
« vecteurs-colonne ».

Exercice 18. — Soit E un espace vectoriel sur un corps K commutatif et

m
E = @ E, une décomposition de E en une somme directe finie. Tout vecteur
i=1

| Joad

x de E admet donc une décomposition unique de la forme

L3
x =2x,. ou x; EE,;
i=1
1) On désigne par pr; I'application de E dans E; qui & x fait correspondre
x;. Montrer que pr; est linéaire et que I'on a

mn
2 pr; = ep (application identique)
i=1

(*) Les conventions d’écriture, que nous avons indiquées, ne sont pas les seules
possibles, ni les seules effectivement utilisées. Il importe pourtant de remarquer
guwun changement de convention en entraine d’autres. Par exemple, si on intervertit
le role des lignes et des eolonnes, la régle du produit ne sera plus la méme.
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et priopr;, = 0 si ik i’
. priopr; = pr; . . L
pr; peut étre appelée projection sur E; paraliélement & E'; si EY; = @ Ej.
e

"
2) F étant un second espace vectoriel sur le méme corps K et F = @ Fy

une décomposition de F en somme directe finie, montrer que tout f € .2 (E, F)
peut s'écrire '

f= Zprl}ofopr‘?

i,
ol prpg sont les projections relatives & la décomposition de E, et prj- celles
relatives & la décomposition de F.
En déduire
LI F) ~® L (E, F)
ij

,
3) Montrer que le résultat précédent ne s’étend pas au cas des sommes
directes infinies.

P
4) G étant un troisiéme espace vectoriel sur K et G = @ G, une décom-
k=1

position de G en somme directe finie, montrer que si g & 2 (F,G) on a

gof = 2 pryogoprjofopr;
ik
Supposant que E, F, G sont de dimension finie, en déduire la régle de mul-
tiplication des matrices dite « par blocs ».

Exercice 19, — L'espace géométrique usuel est rapporté & trois axes
Ox, Oy, Oz et identifié¢ & R3. On donne un plan P d’équation
ux + vy + wz = 0
et une droite D d'équations
x_ y =z
a By
On considére les deux applications linéaires de R3 dans lui-méme corres-
pondant & la projection sur P parallélement & D et & la projection sur D
parallélement & P. Ecrire les matrices A et B de ces deux applications.
Vérifier que les produits AB et BA ont bien la valeur prévisible & priori.

avec ue + vB + wy=£0

4. Matrices des endomorphismes d’un espace vectoriel.

Nous venons de voir qu’a toute application linéaire de I’espace E (de
dimension n) dans I'espace F de dimension m correspond biunivoquement
une (n, m)-matrice (n colonnes, m lignes) quand une base a été choisie
dans chacun des espaces. Quand E et F ont le méme nombre de dimen-
sions, la matrice devient une matrice carrée. Un cas particuliérement
intéressant ot il en est ainsi est le cas ot E=F, E étant un espace vec-
toriel de dimension n sur K, c’est-a-dire le cas ot les matrices considérées
sont celles des endomorphismes de 2(E, E), E étant rapporté a la méme
base, qu’il soit considéré comme espace de départ ou espace d’arrivée.

Les matrices carrées d’ordre n ou (n, n)-matrices forment évidem-
ment une algébre sur K isomorphe &4 2(E, E) puisque les opérations sur
les matrices ont justement été définies de facon a assurer cet isomor-
phisme. Parmi celles-ci figure la matrice unité I, qui représente I'auto-
morphisme identique et dont tous les éléments sont nuls, sauf ceux de
la diagonale principale qui valent 1.
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Parmi les matrices carrées d’ordre n figurent aussi les matrices qui
représentent les automorphismes et dont I’ensemble forme, pour le pro-
duit, un groupe isomorphe 4 GL,(K). Elles sont inversibles et sont les
seules & P'étre.

§ 4. RELATION ENTRE APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES
CHANGEMENTS DE BASES

Nous avons jusqu’ici supposé les bases fixées dans E et dans F. Mais
si on change la base de E et la base de F, c’est une matrice différente qui
représentera la méme application. Et c’est 4 une application différente
que correspondra la méme matrice. On est donc amené & se poser le pro-
bléme de caractériser les applications susceptibles d’étre représentées par
une méme matrice M grace a un choix convenable des deux bases et celui
de caractériser les matrices qui représentent une méme application.

1. Applications représentées par une méme matrice. Notion de rang d’une
matrice.

Soit d’abord une matrice M qui représente Papplication f : E ——> F
relativement 4 la base (a) de E et 4 la base (b) de F. Cherchons quelle
application g représente la matrice M quand E est rapporté & une nou-
velle base (c) et F 4 une nouvelle base (d). (Les éléments de la iéme co-
lonne deviennent les coordonnées de g(c,) dans la base (d)).

L’application g peut étre décomposée de la fagon suivante : consi-
dérons 'automorphisme u de E défini par :

u
Vi Cy —_— a;
et Pautomorphisme v de F défini par :

v
Vi b —>4d,;
ona: g==vofou
E f F
(@) ——> (b)

u v

g
() —> (d)

puisque V_z . (vofou)(c;) = g(cy)
et qu'une application linéaire est déterminée par les images des éléments
de la base.

Cherchons le rang de g, c’est-a-dire la dimension de ¢(E). u(E) =E,
donc (fou)(E) = f(E), donc g(E) = (vof)(E), v étant un automorphisme de
F, f(E) et v(f(E)) ont méme dimension.

Toutes les applications susceptibles d’étre représentées par M ont
donc méme rang. Ce nombre est appelé le rang de la matrice.

Réciproquement, si f et g sont deux applications linéaires de méme
rang, il existe deux automorphismes v de ¥ et u de E tels que :

g = Uofcu,

e
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On a, en effet, par hypothése dim f(E) =dim g(E). Si H et K sont
respectivement des supplémentaires de f(E) et g(E) par rapport 4 F, on
a aussi dim H == dim K. On peut donc construire un automorphisme v
de F qui envoie isomorphiquement f(E) sur g(E) et H sur K ; (il suffit de
choisir des bases dans f(E), g(E), H et K et d’envoyer la base de f(E) sur
celle de g(E), la base de H sur celle de K). Posons

¢ == vof
On a
¢(E) = g(E)
Soit N le noyau de ¢ (qui est aussi celui de f) et L celuide g, Vet W
respectivement des supplémentaires de N et L par rapport 4 E. En vertu

du théoréme fondamental (III, 1), la restriction ¢ de ¢ & V en est un iso-
morphisme sur ¢(E) = g(E), la restriction h de g 8 W en est un isomor-

—1
phisme sur g(E). yoh est donc un isomorphisme de W sur V.
N et L ont méme dimension. Il existe donc un isomorphisme u de E

1
dont la restriction & W est ¢oh et qui envoie L sur N. L’application ¢ou
a done, comme g, L pour noyau et a méme restriction que g 4 W

—1
(Yogoh == h) ; elle coincide avec ¢ :g= ¢ou, c’est-a-dire
g == Do fo u.
Par suite, si f est 'application de rang r déterminée par la matrice M
relativement a une base (a) de E et une base (b) de F, g sera représentée

—1
par la méme matrice relativement a la base (a’) de E, image de (a) par u,
et a4 la base (V") de F, image de (b) par v. Autrement dit, une matrice de
rang donné est susceptible de représenter toutes les applications linéaires
de ce rang (et ne représente que celles-1a).

En particulier, si nous revenons aux matrices carrées d’ordre n, nous
voyons que celles qui sont inversibles sont celles qui sont de rang égal a
leur ordre. Dans Panneau des matrices carrées d’ordre n, le groupe des
éléments inversibles est constitué par Vensemble des mairices de rang n.
On les appelle aussi matrices réguliéres.

Parmi les automorphismes qu’une matrice de rang n est susceptible
de représenter, il y a Pautomorphisme identique. Si une matrice M repré-
sente 'automorphisme identique d’un espace E rapporté & une base (a;)
sur E rapporté & une base (a’), la i*me colonne de M est constituée des
coordonnées du vecteur a; dans la base (a’;) (application de la régle géné-
rale puisqu’ici f(a,) = a,;). On dit alors que M est la matrice de passage de
la base (a;) a la base (a’)).

2. Matrices représentant une méme application.

On se donne maintenant f et on cherche toutes les matrices qui repré-
sentent f par rapport a tous les couples de bases possibles.
Soit encore M la matrice de f relative aux bases (a) de E et (b) de F ;
(@) et (b") d’autres bases de E et F respectivement, par rapport auxquelles
on va chercher la matrice M’ de f. On peut écrire :
f=TIcofol,
ou I représente 'automorphisme’ identique de E et Ir 'automorphisme
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identique de F. Cette égalité se traduit par I'égalité entre matrices
M’ = B—IMA, ou A et B représentent les automorphismes identiques et
sont les matrices de passage des nouvelles bases aux anciennes (*).

M
(@) —> (b)

s B—-l\”B

(@) —> (b)
MI

(fig. 3)

Deux matrices telles que M et M’ sont dites équivalentes, Cette défi-
nition qui ne s’applique évidemment qu’a des matrices de méme type se
traduit donc par:

Deux (n, m)-matrices sont dites équivalentes s’il existe une matrice A
réguliére d’ordre n et une matrice B réguliére d’ordre m telles que :
M’ == B—MA
ou bien par :
Deux (n, m)-matrices sont dites équivalentes si elles représentent
une méme application linéaire d’un espace de dimension n dans un
espace de dimension m.

Ceci entraine, en vertu de ce que nous avons vu au paragraphe pré-
cédent, que deux matrices équivalentes ont méme rang. Mais, réciproque-
ment, si elles ont méme rang, elles peuvent représenter la méme applica-
tion puisqu’une matrice peut représenter toute application linéaire de son
rang.

Deux (n, m)-matrices sont équivalentes si, et seulement si, elles sont
de méme rang.

Il est évident que I’équivalence de deux matrices est une relation
d’équivalence.

3. Matrices semblables.

Cette notion, plus restrictive, ne s’applique qu’a des matrices carrées.
E étant rapporté a la méme base, qu’il soit considéré comme espace de
départ ou comme espace d’arrivée, deux matrices carrées d’ordre n sont
dites semblables si elles sont susceptibles de représenter un méme endo-
morphisme d’un espace 4 n dimensions, ou, ce qui est équivalent, s’il
existe une matrice réguliére P d’ordre n, telle que :

M’ = P—MP
P est la matrice de passage de la base (a’), 4 laquelle M’ est relative a la

(%) 11 est recommands, pour éviter dans la pratique toute confusion sur ce que
sont les matrices A et B, de refaire, si on hésite, le schéma de la figure 3.
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base (a), & laquelle M est relative. Deux matrices semblables sont évidem-
ment équivalentes.

La similitude des matrices est encore une relation d’équivalence.

Exercice 20, — On considére l'espace P, < R [x] des polyndmes &
coefficients réels, & une indéterminée, de degré au plus égal & n et 'endo-
morphisme ¢ de cet espace qui, & un polyndéme, fait correspondre sa dérivée.
Ecrire lo matrice de ¢ en prenant comme base By de 3, l'ensemble des
mondémes { x¥; 0 < k<n}.

Montrer que I'ensemble des polynémes py =1, py =1+ x, ..,
p, =1+ x4 .. 4 x¥ 4 ... + x est une autre base By de 2,

Ecrire les matrices de passage de B, & By et de By a B,

En déduire la matrice de ¢ dans la base By ; vérifier en cherchant direc-
tement cette matrice.

§ 5. MATRICES REMARQUABLES EQUIVALENTES
A UNE MATRICE DONNEE
DETERMINATIONS PRATIQUES DU RANG D’UNE MATRICE

1. Matrice canonique d’une application de rang p.

Le rang d’une matrice est, d’aprés la définition, la dimension de f(E)
si f est une des applications linéaires que représente la matrice. Cher-
chons la forme la plus simple d’'une (n, m)-matrice équivalente 4 une
(n, m)-matrice donnée, de rang p.

o
:
:
H
:
:
:
L1
°
H
H

S emeensnroniees O

Si la matrice est de rang p, c’est qu’il existe, dans f(E), p éléments
qui en constituent une base. Constituons une base de I en complétant
cette base de f(E) par m-p vecteurs. D’autre part, pour constituer une
base de E, considérons que E=N®H, N représentant le noyau de f et
H un supplémentaire, et prenons les images des p éléments de f(E) par
Papplication réciproque de la restriction de f 4 H. Ces p images consti-
tuent une base de H ; complétons-la par n-p éléments de N ; et cherchons
la forme de la matrice de f dans la base ainsi définie.

On trouve la forme ci-dessus en remarquant que chacun des p vec-
teurs de f(E) est 'image d’un vecteur de la base de H et que les vecteurs
de N ont une image nulle.
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Pour qu’une matrice soit de rang p, il est donc nécessaire et suffisant
qu’elle soit équivalente & une matrice de cette forme, c’est-a-dire consti-
tuée en bordant la matrice I, de lignes et de colonnes de zéros.

Cette forme particuliérement simple (matrice canonique d’une appli-
cation de rang p) ne %eut étre obtenue que par un choix convenable des
bases dans E et dans F. Nous allons voir qu’on peut obtenir des matrices
de forme assez simple (matrices triangulaires), pour lesquelles le rang
sera mis en évidence, en ne changeant de base que dans un seul des espa-
ces E ou F, et nous allons indiquer des opérations a effectuer pratique-
ment pour obtenir ces formes.

2. Changement de la base de I’espace de départ.

Soit (o) 1a matrice d’une application f relative 4 des bases :
ta;; 1<i<n} deE et 1b;; 1<j<m}deF.

Supposons que a; soit différent de zéro (sil ne P’était pas, on pourrait
toujours modifier ordre des éléments des deux bases pour qu’il le soit,
dés linstant que tous les coefficients de la matrice ne sont pas nuls).
Choisissons alors pour E une nouvelle base { ', } définie par :

i v
a;=a et pouris=1la,= a% a;—‘—a} ax
(Les a’; forment bien une base, car ils sont linéairement indépendants
puisque of =% 0. Dans la matrice de [ par rapport a cette nouvelle base,

la premiére colonne est inchangée, la itme colonne (i« 1) est constitude
par les coordonnées de :

1 1 .
fl@y) = a; fla) —«; flar) pour i< 1,
c’est-a-dire que chaque colonne autre que la premiére est remplacée par
une colonne formée d’une combinaison linéaire des éléments de méme
indice j, d’elle-méme et de la premiére colonne, combinaison qu’on pour-
rait écrire schématiquement :

nouvelle i®me ¢olonne =— u} (i¢me colonne) — a} (18re ¢olonne).

La premiére ligne est alors formée de zéros, A Pexception du premier
coefficient, car :
= aja —ajaj=0.

Si tous les coefficients situés dans I'angle en bas et a droite de @}

ne sont pas nuls, on pourra toujours supposer «'3s% 0 (en modifiant, au
besoin, 'ordre des éléments autres que a; et b; dans les bases). On recom-
mence l'opération précédente en posant pour définir une nouvelle base :

” 7 ” ! - . " / 7
ay =@ ay==ay; etpouris<1l i+%2 a =a3a;,— m’?ag

Dans la matrice de f, la deuxiéme ligne 4 son tour sera formée de zéros
a droite de la diagonale (*), la premiére ligne restant inchangée.

(*) Par abus de langage, nous désignerons ainsi I’ensemble des coefficients a‘:« avec
i = j, méme si la matrice n’est pas carrée. o
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On répétera cette opération jusqu’au moment ol on bytera sur un
des bords de la matrice ou bien jusqu’au moment, ol1, dans I'angle en bas
et & droite du dernier coefficient considéré de la diagonale, il ne se trou-
vera plus que des zéros. On aura alors obtenu une matrice équivalente 2
la matrice initiale et qui aura un des trois aspects suivants :

n-p

‘ L s Ao ... 0 0..0
50.....0? [] ’o ,.? 1,6‘ :
A Ko : ;
Jiees A |
f’ﬁ:. [ ,.‘;" ,e:
R 0
pem l}mp :
pn pén ;3 p<m

Fig. 3

(avec B} =of B3 = a3 e§=¢"§, et ainsi de suite).

Il est inutile d’aller plus loin pour voir que ces matrices sont de
rang p. Les n-p derniers vecteurs de la base de E sont en effet envoyés
sur 0 ; quant aux p premiers, leurs images qui figurent dans les colonnes
sont linéairement indépendantes. En effet, si l e, ..., ¢, | est 1a base fina-
lement choisie dans E,

P
2 nfle) =0
i=1
p -
signifierait : Vj 121 At =0.
Pour j=1, on trouverait alors : h(&{ =0 donc A =0
N . 12{3%:0 vees ha==0

et ainsi de suite...
Les p vecteurs f(e;) pour 1<i<p constituent donc une base (*)
de f(E) ; f et ses matrices sont de rang p.

(*¥) Nous avons ici un exemple d’une circonstance générale que ’on rencontre fré-
quemment. 8i { @; ;1 <i< | est une base d’un espace vectoriel, les n vecteurs

1
b=l A £ 0
2
by = M’,a, + )\ga2 A2 540
bi = k}a, + e + )\;:ﬂi 7\§ >0
b= a4+ .. + 3 an An=%0

sont linéairement indépendants et constituent donc une bas'e d‘e }fespace. .

Si la base { a; | est non pas finie, mais dénombrable, i decx:xvant N, il est facilq
de voir que la famille { b; } est encore une base, car elle es‘t) h};:re et 1tout grecteulx" ai
s’exprime linéairement en fonction des b; (récurrence sur i). Exemple : dans Des-
pacg Klz], des polyndmes & coefficients dans le corps K, toute famille comprenant un
polyndme et un seul de chaque degré est une base. :
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) Si on voulait maintenant obtenir la forme canonique décrite au début,
il §qfﬁ}'alt de prendre pour base de F Pensemble ! fle), ..., f(e,) } , com-
plété si n > p. *

3. Changement de base dans I’espace d’arrivée.

Nous allons procéder par étapes, comme ci-dessus, chaque nouveau
changement de base ayant, cette fois, pour effet de faire apparaitre le
plus grand nombre possible de zéros dans une colonne de la nouvelle
matrice.

Le premier changement de base (dans F) consiste a prendre, si

tx% 70 (cas auquel on peut toujours se ramener si f ¢ 0, en changeant les
indices des éléments des bases de E et de F), pour nouvelle base :

by =flai) by =bz....b, =b,.
Cet ensemble constitue hien une base dés 'instant que o! étant différent
de zéro, f(a1) est indépendant de I'ensemble { by ... b, } .

Pour chercher comment se transforme la matrice, exprimons d’abord
, Nt .
les éléments de ’ancienne base en fonction de ceux de la nouvelle. On a :

pouri=41 b, = b,

n
et de: b1=albs + E a{b, ‘ on tire :
j:z
by, n J
S
. 9 j=2 %
ou, en choisissant une base (b”,) déduite de (') par une homothétie de

1
rapport —
Ll
n
b = b; —_ 2 :x{b"j
J=2
n
ceci posé, f(q;) = 2 alb; s’écrit dans la nouvelle base :
=1
g n n
flap = al{ b7\ — 2 a{b"j) + Xalaibr;
J== J=

n
=aib"i4 2 (el — of )b
j=2

Sur ce/’ltte eizpression, on voit que la premiére ligne est inchangée
(Vi a;=ua;) et que la jéme ligne est remplacée par une ligne formée

par une combinaison linéaire des éléments de méme indice i, d’elle-méme
et de la premiére ligne, schématiquement indiquée par :

nouvelle jéme ligne =a{ (fme ligne) —af (1ere ligne).
Et tous les coefficients de la premiére colonne, sauf mi. sont nuls, comme
il était prévu.
En supposant que le nouveau coefficient o2 soit différent de zéro
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nous pourrons recommencer une opération analogue en prenant pour nou-
velle base :
bl{f — b;l szl — f(az) bnl3z b"3... ’”nm b”n

ou une base homothétique. Ceci reviendra 4 remplacer chaque fois, dans
la matrice, un certain nombre de lignes par une combinaison linéaire de
la ligne remplacée et d’une autre, le multiplicateur de la ligne remplacée
devant étre différent de zéro, et les multiplicateurs étant choisis de fagon
4 annuler tous les coefficients d’une colonne au-dessous de la diagonale
principale. On répétera 'opération jusqu’a ce qu'on obtienne une matrice
de forme analogue a celles données ci-dessus, mais oli on aura des zéros
en-dessous et & gauche de la diagonale principale :

. p=n N ) P n-p - P P

(43 ‘4

Fie. 4

(Sur ces dessins schématiques, les régions laissées en blanc sont celles
on1 il n’y a que des zéros). Les p premiers termes de la diagonale princi-
pale sont différents de 0.

Sur ces formes, on peut encore reconnaitre que les matrices sont de
rang p ; directement pour la premiére (méme raisonnement que dans le
cas précédent) ; pour les deux autres, si on opérait maintenant un change-
ment de base de E comme dans la section précédente, on obtiendrait une
matrice équivalente dont on vérifie facilement qu’elle a les mémes éié-
ments dans sa diagonale principale, et que ces éléments sont les seuls &
&tre différents de zéro, donc une matrice de rang p. (On n’aura donc pas
besoin de faire effectivement cette deuxiéme transformation pour recon-
naitre le rang de la matrice).

Exercice 21. — Toutes les notions de ce chapitre ont été définies par
rapport & un corps K supposé fixé. Il en est ainsi en particulier du rang p
d’une (n, m)-matrice M dont les coefficients appartiennent & K. Mais, si
K’ est un surcorps de K, M peut aussi étre considérée comme une matrice &
coefficients dans K. Elle représente alors des applications linéaires d’un espace
de dimension n sur K’ (par ex. K) dans un espace de dimension m sur
K’ (par. ex. K'm). Quel est alors son rang ?




CHAPITRE IV

DUALITE

§ 1. DUAL ET BIDUAL D’UN ESPACE VECTORIEL

1. Formes linéaires.

Nous avons vu que 2 (E,F) avait une structure d’espace vectoriel
sur K. Pour F, prenons K lui-méme. Une application linéaire de E dans
K est appelée une forme linéaire sur E. L’espace des formes linéaires sur
E est appelé espace dual de E ; il est désigné par E*, son élément géné-
rique par x* ; x*(y) est la valeur prise par x* pour y; c’est un élément
de K. On convient de la noter < y, x* >.

Exemple de formes linéaires : formes coordonnées. E étant rapé)orté
4 une base { a;!, on peut considérer la forme linéaire définie de la facon
suivante : & tout vecteur y, elle fait correspondre sa i®®¢ coordonnée dans
cette base : :

y=ya >y
On appelle cette forme linéaire la forme coordonnée d’indice i relative a
la base {a;} . Nous la noterons a'; et on a:
<y ad>=y.

2. Forme bilinéaire canonique sur E X E*,

Supposons maintenant que nous laissions y fixe et que x* décrive E*,
et considérons l'application de E* dans K, qui &4 x* fait correspondre
< Y, x* >. Cette application est linéaire puisque d’aprés les définitions
des opérations sur les applications :

(x* 4 z%)(y) = x*(y) + z*(@)
Ox)*(y) = M*(y)
<y, x* 4 z* >=<y,:§* >4 <y, z¢>

<y A > =A<y, x*>.

L’application de E X E* dans K qui au couple (y, x*) fait corres-
pondre 'élément < y, x* > de K est donc bilinéaire : on ’appelle la forme
bilinéaire canonique sur E X E*.

ef :

soit :

3. Bidual.

Une application linéaire de E* dans K est un élément du dual de E*,
soit E**. Ce dernier espace est appelé bidual de E.
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Nous venons de voir qu’a un élément y&€E, on pouvait faire cor-
respondre un élément de E**, que nous noterons g, défini par:
L y@*) = < g,a* > =a*(y)
Ceci définit une application de E déns E** J

~

y——>y
dont nous al-lons/montrer qu’elle est un homomorphisme.
v Y+ D@*) =x*(y + 2) =x*(y) + 2*(2)

=y@*) + 2(@*) = (J - D(x*),

Do, ceci étant vrai pour tout x*,

yFr=j+z
De méme Va*  y(z*) =2*Oy) = hz*(y) = Aj(x").
D’ot1 : )E = 7.
Montron~s aussi que cette application est injective : §=2 signifie :
Ya* yle*) = z(x*) <> 2} py) =a*@) < ¥y —z) = 0.

Toutes les formes linénires sur E s’annulent pour le vecteur y— z. Ceci
eptrz;)ine que y—z==0 car si y—z=as0, on peut toujours choisir
une base comprenant ce vecteur et la forme coordonnée relative A cette
base et 4 I'indice de ce vecteur vaudrait 1 pour ce vecteur et non pas 0.
Donc, y=7z = y==2z

11 esi faux, si E est de dimension infinie, que 'homomorphisme injectif
Y —> y soit un isomorphisme (cf. Exercice 23). Si on désigne par E Pimage

de E par cette application (E~ E), E est alors un vrai sous-espace de E**,

4. Cas ol E est de dimension finie n.

On va montrer que dim E* = n en montrant que les form -
nées re;latives 4 une base de E constituent une bgse de E¥*, s coordon
Soit ta;} une base de E et soit ai la forme coordonnée d’indice
définie comme nous I'avons dit plus haut par:
wny_ § 1 sii=j
a(aj)"—*lo si l'-7—’=] *

Une forme Iiiléaire quelcqnque va s’exprimer en fonction des ai. En effet,
une forme x* est déterminée par les n valeurs x; qu'elle prend pour les
éléments de la base : z*(a) = x; et on pourra écrire :

T* = Vi a' € E*, o %} =4
en effet x*(a) = Y z,a¥(a) = z;.

Les formes coordonnées constituent done un systéme de génér
3 ! : ateurs
de E*. D’autre part, elles sont linéairement ind%’pendante-sb, En effet,

2 M@t = 0 voudrait dire que la forme z Aat prend la valeur 0 pour tout
vecteur. Or,
» ) (a) =,

(¥) Ceci est noté parfois at (aj) =3 J‘ H 8]’:, appelé symbole de Kronecker, étant

défini par & = 1sii = j, 8} = 0siioej.

v

B
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Donc, ceci exigerait A;=0 et ceci pour toutes les valeurs de j. La base
tatl est dite base duale de la base {q; 1. Il résulte de ce théoréme que

dim E** = n ; ceci enlraine puisque E, qui est isomorphe 4 E, est de
dimension n que E = E**, L’application y —> Zj est alors un isomor-

phisme. Cet isomorphisme, dont la donnée résulte de la seule donnée de
E, peut étre qualifié de canonique.

Exercice 22, — Une base B étant donnée dans E de dimension finie, mon-
trer que la base duale, dans E**, de la base duale de B, dans E¥*, est I'image
de B dans l'isomorphisme canonique.

Exercice 23, — 1) Si E est de dimension infinie, montrer que l'ensemble
des formes coordonnées relatives & une base est une partie libre de E*, mais
n'en est pas une base. (K [X] est un espace vectoriel de dimension ¥, sur
K admettant pour base I'ensemble des monémes X?(n =0, 1, 2....); on
pourra donner un exemple de forme linéaire sur Kixl qui soit linéairement
indépendante des formes coordonnées relatives & cette base).

2) En déduire que si E est de dimension infinie, E est un vrai sous-espace
de E¥**, .

Identification de E et E** (Ja dimension de E étant finie). L’isomor-
phisme E ~ E** étant ainsi établi quand E a un nombre fini de dimen-
sionis, on convient d’identifier y et 7. On pose alors :

< Y, x* > = x*(y) = ylx*),
ce dernier symbole ayant la signification primitivement attribuée a y(x*).

5. Expression de la forme bilinéaire canonique a Paide des bases duales.
Soit : gy ==Z ya, €E et x* =2x,aié E*,
a’ € E* étant lal forme coordonnée ii’indice j- Nous aurons :
x*(y) = 3, yir*(a),

i
or, nous avons vu ci-dessus que x*(qy) =z, ; donec,
<Yy, x* >= Zy‘xi.

1

Remarque : E et E*, ayant méme dimension, sont isomorphes, d’une
infinité de facons.

On peut se demander s’il existe un isomorphisme ¢ de E sur E* qui

jouirait de la propriété suivante : faire correspondre 4 tout élément y
de E et & son image par un automorphisme arbitraire u deux formes
linéaires qui prendraient la méme valeur, respectivement pour un x quel-
conque de E et pour son image par u ; autrement dit, pour lequel :
1) <z,0@y) > = <u@), (pou)(y) > o(y) € E* (pe)(y) € E*
pour tout x et tout y appartenant & E et pour tout u € GL(E) ; ce qui
revient encore a4 dire qu'un tel isomorphisme ¢ ferait correspondre au
couple (x, y) de deux éléments de E un scalaire de K qui serait invariant
dans tous les automorphismes. (Un tel isomorphisme serait qualifié de
canonique parce qu’il ne dépendrait que de la structure d’espace vecto-
riel de E).
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‘ Exetit:btce 24. — Montrer que lexistence d'un tel isomorphisme ¢ est
impossi !’e, en trouvant des automorphismes u pour lesquels I'égalité (1) ne
peut avoir lieu pour tout x et tout y.

Exercice 25. — (a,) étant une base de E il exi i i
sur E¥ pour logusl & (f:'i) fant « e £ il existe un isomorphisme ¢ de E

Déterminer les automorphismes u & GL(E) pour lesquels
<X, 9ly) > = < ulx), (goully) >

§2. ORTHOGONALITE

On dit que x € E et x* € E* sont orthogonaux si
<X, x* > =0,

X x*(én f;u;cocsitt)r:xsxderer I'ensemble de tous les éléments de E orthogonaux

() s <z, x*>=101.
Cest le noyau de la forme linéaire *, c’est-a-dir - i £
o 10ya E: -a-dire x*(0). M: *
dave =) \ une application de E dans K, z*(E) — (si x* n’est I()a)s ilzllgllliiguefégﬁi
yxy@; Jod | ‘“"\% nulle) ; or, K est un espace vectoriel sur lui-méme, de dimension 1. L’en-
ok fbne | Semble (1) est donc un sous-espace de codimension 1. On le nomme

. | hyperplan de E orthogonal ¢ x*. Si E est de dimensi : .
@i“’:; % / dimension n —1. On peut de méme considlérvs:-rmensmn finie n, il est de

ta*, <z, 2 >=101
et définir ains~i Phyperplan de E* orthogonal a z qui est le noyau z—1(0)
de la Eorme x € E**. Si E est de dimension finie, c’est-a-dire si E peut

étre identifié a E**, cet hyperplan peut se noter Eéﬂ).

Continuons & nous placer dans le cas oi E est de di [ ]

: . imension
et soit maintenant AcE. Nous définirons un sous-ensemble de E¥, a{)igéfé‘
orthogonal de A, et noté At
. Al =l2*; Va€A <za*>—01.

e sous-ensemble peut étre défini com ‘intersecti pl:
rolanfeyneemble ;; Ut Ehre me Pintersection des hyperplans
—1
A=l 1z0);z€a;.

Il en résulte que A“* est un sous-espace vectoriel de E*. Considérons AL
qui est un sous-espace vectoriel de E. Il est évident que

a“z{m;vqé‘e At < = 0} AY 54a 1)
(Puisque Aldest | ensemble des éIémén;:s orthogonaux a ceux dé Aj‘,
il contient les éléments de A qui étaient, par définition de A*, orthogo-
naux aux éléments de A* ). La relation (1) entraine
A oAt o Pt oy
(car de facon générale AcB => Al 5B*, un élément orthogonal a

tous ceux du plus grand ensemble faisant partie de I’'ensemble de ceux
qui sont orthogonaux aux éléments du plus petit).

nTME&wM&LQ—&'; W 0> B ﬁf‘l‘ ‘
pre — Sy \L\_, PR R

W&{»&mﬁﬁ&“ﬁl
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D’autre part, AL peut 8tre considéré comme (A*)*. Et la rela-
tion (1) appliquée & A* permet alors d’écrire :
Aot
On en conclut donc (*) : AL — AL
Dans le cas olt A est un sous-espace vectoriel de E, on peut montrer
que A™ — A Ceci revient 4 montrer qu’on ne peut pas trouver de forme
linéaire sur E* définie par un élément x € A et qui appartienne & At
donc qui s’annule pour tout élément de A* ; ou encore qu’étant donnée

cette forme définie par x € A, il existe au moins un élément de A* qui
ne 'annule pas. Constituons une base de E en prenant le vecteur z, en
lui adjoignant une base de A et en complétant, si c’est nécessaire ; puis,

considérons la forme coordonnée relative 4 x ; elle appartient & A* car
elle s’annule pour tout élément de la base de A, donc pour tout élément
de A. Elle ne s’annule pas pour x ; donc, la forme définie par x ne s’an-

Qﬁg}e pas pour elle. po Yo Eflon et oo WW i g A

e niéme raisonnement prouve que, pour A quelconque, A** est le
plus petit sous-espace vectoriel contenant A, car la démonstration pré-

cédente s’applique 2 A* et au sous-espace vectoriel H engendré par A.
(En effet, la forme coordonnée s’annule sur tout H si elle s’annule pour
les éléments d’une base de H prise dans A) (*¥).

Il résulte de ceci qu’il existe une correspondance bijective entre les
sous-espaces vectoriels de E et E* :

HY —HcE ——> H! cE*

Exercice 26, — Montrer que : dimension H% = codimension H. Retrouver,
en partant de 1d, le fait que AL = Al et que HIL = H,

(*) Observons que nous avons fait un raisonnement identique quand nous avons

montré que AT = AT (voir exercice 65, Cours A.P.M. I). Tl est facile de voir que ce
raisonnement est applicable dans une situation trés générale. Soient deux ensem-
bles X et Y, et supposons qu’une relation R soit définie entre les éléments r &€ X et
y € Y. Si on considére A < X, ;&, ensemble des éléments de Y en relation avec tous
les éléments de A, ;Xo, ensemble de tous les éléments de X en relation avec tous les

e A 3 I3
éléments de A..., etc... On montrera de la méme fagon en considérant les sous-ensem-

bles du produit X X Yque A ¢ B => A ) B, et que 2= A
Dans le raisonnement ci-dessus, on avait X = E, Y = E¥* et la relation 9 était
celle d’orthogonalité. Dans le raisonnement de exercice cité, X et Y étaient le méme

ensemble ordonné et la relation x R g était « < y, si bien que si A était inclus dans

co

X, A était A+”+ et si A — Y, A se notait AT

(¥*) On peut encore dire : A — H A4l puisque AL est un sous-espace vectoriel
incluant A et H le plus petit sous-espace vectoriel inclmant A. Mais ceci entraine

Ad— HL et par conséquent A4l — Hil, Or, d’aprés la démonstration précédente,
Hif = H. Donc, H — Al et AlL — H, d’ot H = AlL,
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Exercice 27, — E étant un espace de dimension finie ou infinie, on pose
pour tout sous-espace H de E:

HE = {x*, V¥ x&H <x,x*¥*>=0]
Montrer que si H et K sont deux sous-espaces vectoriels de E
(H 4+ K% = Hi n ki

HN KL =H 4 K
Conséquence si E=H D K?

Exercice 28, — &, étant l'espace des polyndémes & une indéterminée &
coefficients dans un corps K et de degré au plus égal & n, on se propose de
déterminer tous les supplémentaires par rapport & P, du sous-espace €
constitué par les polyndmes constants. A cet effet, 1° on cherchera de fagon
générale tous les supplémentaires d’un sous-espace de codimension 1 dans
un espace vectoriel de dimension finiz ; 2° on utilisera le résultat de l'exer-
cice 27 pour remplacer la recherche des supplémentaire de C par la recher-
che des supplémentaires de @ dans le dual et on reviendra & € pour
conclure.

Exercice 29, — ¢, ¢y, ..., @p étant des formes linéaires sur un espace
vectoriel de dimension finie, lo condition nécessaire et suffisante pour que

¢ soit nulle pour tout vecteur annulant @1, @2, ..., gp est qu’il existe p sca-
laires ¢ (appelés multiplicateurs de Lagrange) tels que ¢ = X Alg,.

§ 3. APPLICATION TRANSPOSEE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

1. Définition.

Soient E et F, deux espaces vectoriels sur un méme corps K, E* et F*
leurs duals et u une application de E dans F. Soit y* € F* une application
de F dans K. Nous pouvons considérer I’application composée

*ou
qui, 4 un ¢élément de E, fait correspondre un élément de K et qui, étant
linéaire puisque composée de deux applications linéaires, est donc un
élément de E*. u étant choisi, a tout y* € F* correspond y*ou &€ E*. Nous
avons donc défini une application de F* dans E*, appelée transposée de
Papplication u et notée *u.

E—o ,F
x u(x)

E¥ v F*
Cette application est linéaire. En effet :
(g* ++ z*)ou = yg*ou -} z¥ou
Og*)ou = ANy*ou).
La définition de ‘u :

Yy* € E* ‘u(y*) = y*ou
signifie V&€ E ‘u(y*)(x) = y*(ulx)),
soit, en utilisant la notation du paragraphe précédent :

<z, tu(y*) >= < ul®), y* >.
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Cette égalité (égalité entre deux scalaires dont le premier représente une
valeur de la forme bilinéaire canonique sur E X E* et le deuxiéme une
valeur de la forme bilinéaire canonique sur F X F*) peut servir de défi-
nition & ‘u si elle a lieu pour tout x € E et pour tout y* € F*,

2. Transposée d’une application composée.

Plagons-nous dans la situation suivante : on donne trois espaces
vectoriels E, F, G sur un méme corps K, une application u de E dans F,
une application v de F dans G et leur composée vou, les transposées ‘u
et ‘v de u et v et leur composée. Celle-ci est la transposée de vou :

Doll

E F > G
u D

‘u v
fuoty = "(vou).
Pour le montrer, appliquons & *(vou) I’égalité de définition :
VxE€E VZE€G* <z, '(vou)(z*) >= < (vou)(x), z* >.
Appliquons & v I’égalité de définition de sa transposée :
< v(a@)), z* > = < u(x), 'v(z*) >.
Appliquons la maintenant a u :
< u(x), 'w(z*) > = < x, (‘uo'v)(z*) >.
Dot Vx&€E VEG* <a (vou)(z*) >= <z, (‘uo'v)(z*) >,
soit Y(vou) = tuo'v.

Conséquence pour les automorphismes. Prenons E =F. Il suffit
d’appliquer la définition pour voir que la transposée de 'automorphisme
identique sur E est 'automorphisme identique sur E*. Ceci dit, si u est
un automorphisme, il existe u—! tel que :

uou—l=un-lou=Ig,
Il résulte de la propriété précédente que :
tu—*lotu = ‘gotu—l = tIE == IE*,
‘u—1 constitue donc un inverse pour ‘u et la transposée d’un automor-
phisme est un automorphisme.

A\
Son inverse ‘u—! = (‘u)~! == u est appelé automorphisme contragré-

A4
dient de u et désigné par un symbole nouveau u (qui se lit « tchéche »).
Avec ce symbole on peut écrire :

v
*=‘uly*) < y*=u(x*),
et I'égalité de définition de ‘u se transcrit alors:

v
<z, x> = < ul@), ulx*) >.

3. u et ‘u ont méme rang.

Supposons E et F de dimensions finies m et n respectivement. Nous
cherchons le rang :
o(*u) = dim *u(F*).

Celui-ci est égal & la codimension du noyau H de Papplication, qui est
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Pensemble des formes linéaires sur F que ‘u envoie sur le zéro de E¥,
c’est-a-dire qui s’annulent pour tout t € E :
H=t(y*; Ve€E <z 'uy*) >=0!
=ly*; V2€E <u@,y*>=10}
=lyg*; Vy€uwE) <<ygy*>=01. ]
Mais u(E) étant un sous-espace de F, on reconnait la la définition de son

orthogonal : H=u(E)*.

Or, on a vu (exercice 26), que dim u(E)* = codim u(E),
done dim H = codim tu(F*) = codim u(E), d’ol1 o(*u) = o(u).

Exercice 30. — E et F étant deux espaces vectoriels de dimensions finies
ou infinies, sur le méme corps commutatif K, H étant un sous-espace de E on
appelle Lu (E, F) le sous-espace de .2 (E, F) constitué des applications f qui
s‘annulent sur H.

1) Montrer que

Lu(E, F)~ LE/HF~ £ (GF
G désignant un supplémentaire quelconque de H.
2) Montrer que
E* = G @ Hi H* ~ Gi G* =~ HE
3) En déduire que, u étant une application linéaire de E dans F.
tu(F*) =~ [u(B)]*

4. Transposée de la transposée.

Supposons 4 nouveau E et F de dimensions finies. Dans ce cas, on
sait qu’on peut identifier E** et E auquel il est canon{quement isomorphe.
Nous allons considérer la transposée de la transposée qui est une appli-
cation de E** dans F** et montrer, les identifications de E et E**, de F
et F** étant supposées faites, que “u=u:

u
E —>F
‘u
E* é“‘“’""" F*
ttu
E#¥ e %
gy peut étre définie par :
Vy* &e F*’ Vx** &= [ < y*’ ttu(x**) S =< tll(y*), k¥ >,
soit, apres I'identification :
<y tu(@) > = < ‘u(y*),z> =< u@),y* >.
Or, cette égalité est réalisée pour tout x et tout y* ; ceci entraine “u=u.
Car §’il existait un « pour lequel *u(z) soit différent de u(x), on pourrait
toujours choisir une forme linéaire y* qui prenne des valeurs différentes
pour ces deux éléments.

5. Matrice d’une application transposée.

Soient deux espaces vectoriels E et F sur un corps K,
de bases (a;) et (b)),
leurs duals étant E* et F*
et les bases duales (a®) et (b))

Soit u € 2 (E, F) définie par u(ay) =Em{fb,-, C’est-a-dire par la donnée de
la matrice (a)).
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Cherchons la matrice de *u. Pour cela, nous devons chercher les
images par 'u des I’ et les exprimer en fonctions des ai. Soient :

a(b) =, g

1
ces images. Pour respecter la convention « I'indice de sommation, ¢’est-a-
dire celui qui ne figure pas dans le résultat, figure une fois en bas et une
fois en haut dans chaque terme de la somme », nous sommes amenés a
placer en haut I'indice de colonne et en bas I'indice de ligne dans chaque

coefficient B4 de la matrice. Pour déterminer ‘u(b?), cherchons Iimage

par cette agplication (‘u(d?) est un élément de E*) des éléments de la
base a; de E. 11 vient :

< ‘ub), a; > = < u(ay), b >
d’aprés la définition de ‘u. Or,

<ua), b > =< X alby, bl > = o]
h
puisque bi(by) =0 si h4j]

=1 si h=].
N NPT . o
D’autre part, < ‘ud),q;> =< 2 . @¥, a;> qui, pour la méme
k
raison, vaut g}.
On arrive donc a «/ = BJ, a/représentant le coefficient de la 7#me colon-

ne et jéme ligne de la matrice de u ; B/ représentant le coefficient de la
jéme colonne et i®me ligne de la matrice de ‘u.

La matrice de u, relative a deux bases de E et F, et la matrice de ‘u,
relative aux bases duales des précédentes, se déduisent Pune de Pautre en
intervertissant les lignes el les colonnes.

I1 en résulte, puisque u et ‘u ont méme rang, que le nombre de vec-
teurs colonnes linéairement indépendants de la matrice de u (qui est le
rang de u) est égal au nombre de vecteurs lignes linéairement indépen-
dants de la méme matrice (qui est le rang de ‘u).

§4. REMARQUES SUR LES NOTATIONS

Lorsqu’en algébre linéaire, on fait intervenir les coordonnées des
vecteurs (et en algébre multilinéaire, celles des tenseurs), on manipule
constamment des expressions qui se présentent comme des sommes de
produits de quantités indexées. Pour aérer I’écriture et fournir un moyen
de contrdle des calculs, une convention classique, que nous avons adoptée
ici, consiste 4 placer certains indices en haut et d’autres en bas de la
lettre indexée, en imposant qu’un indice apparaissant dans chaque terme
d’une somme figure a la méme place (haut ou bas) dans le symbole dési-
gnant la somme, et que chaque indice de sommation, qui ne figure évi-
demment pas dans le résultat (et qui pour cette raison est appelé « indice
muet »), ap}garaisse dans chaque terme de la somme une fois en haut et
une fois en bas. Exemples :

Al = Dalyt

Nl x
— i ook
A= zkxuk Yijae
l)-’l
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Raisonnant alors sur un certain nombre d’espaces vectoriels E, F, ...
sur le méme corps K, et si 'on fait la convention in@tial«e (et forcément
arbitraire) d’indexer en bas les éléments des bases utilisées dans chaque
espace, la régle fixée ci-dessus impose la place des autres indices :

—_ 1° les coordonnées des vecteurs seront indexées en haut, en vertu de
x= ) zia;;
[
__ 9° les vecteurs des bases duales seront indexés en haut, en vertu de
ai(x) =t ;
— 3° les coordonnées des vecteurs des espaces duals E¥, F* seront
indexées en bas, en vertu de

x* = E xal,
i

et on aura :
<x,x*>:=2xixi;
i

— 4° Yimage par une application linéaire f de E dans F du vecteur g
de E aura des coordonnées o’ par rapport a la base { b;1 de F, données
par
fa) =Y, b,
i

Ceci conduit 2 :
y’l = 2 a{:dfi.
i
— 5° P'image par une application linéaire g de E* dans F* du vecteur a
de E* aura des coordonnées 8 J‘ par rapport & la base { b/} de F*, donnces
par ‘

glat) =X, 8ibs.
]
Ceci conduit a :
yy= 2B

— 6° pour des applications u de E dans F*, ou v de E* dans F, on aura
de maniére analogue des formules du type :

ua) = 2 'Yijbi
H

v(a) = Y, §9b;.
E

Ces notations, qui sont celles du calcul tenspriel classique, ont faqt
Jeurs preuves. Méme si I'on renonce a la suppression, commode et en fait
trés peu dangereuse, des 3, elles ont 'avantage de permettre de distinguer
les vecteurs de E, F, ... appelés vecteurs contravariants (de E, F, ... res-
pectivement), et les vecteurs de E*, F¥, .. appelés vecteurs covariants
(respectivement des mémes espaces E, F, ..., par abus de langage). Elles
avertissent le calculateur de certaines inadvertances : une formule telle

quez «fx; ne peut, dans ce syst¢éme de notations, provenir que d’une
erreur. Enfin, elles s’étendent & des tenseurs d’ordre quelconque.
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En ce qui concerne les matrices, notre convention a été de ranger,
dans tous les cas, en colonne, les coordonnées par rapport a la base
choisie dans I'espace d’arrivée, de I'image des vecteurs de la base choisie
dans 'espace de départ. Mais il faut alors remarquer que pour une appli-

cation de E dans F, par exemple, I’élément o/ de la matrice appartient &
la i®me colonne et & la jéme ligne, tandis que pour une application de F*
dans E¥, I'élément BJ appartient 4 la jeme colonne et & la i®me ligne. La
seule donnée de I’écriture u{.' , ol {3{, ne permet donc pas d’écrire la matrice

(et donc de savoir si elle représente une application d’un espace E dans
un espace F, ou une application d’un des espaces duals de ceux-ci dans
un autre). On peut remédier & cet inconvénient en précisant les notations
et en écrivant :

af au lieu de «!

B, au lieu de 8.
Dans ces conditions, I'indice de gauche est toujours relatif a I'espace de
départ, c’est-a-dire est, pour I’élément de la matrice, un indice de colonne,
tandis que 'indice de droite est relatif 4 ’espace d’arrivée et est un indice
de ligne. (L.a convention s’applique aussi bien aux cas évoqués en 6°).

Avec cette derniére précision, ce systéme de notations semble irré-
prochable : il est cohérent et donne le maximum de renseignements avec
Ie minimum de signes.

Une autre convention peut étre utilisée pour les matrices, dans le
cas oul n'interviendraient pas d’applications du type envisagé en 6°. Elle
consiste, pour les applications d’un des espaces E*, I'*, ..., dans un de ces
mémes espaces a ranger en ligne les coordonnées de 'image d’'un élément
de la base de l’esgace de départ. Dans ce cas, l'indice de la colonne est
toujours celui du bas. Mais cette convention réagit sur la régle du produit
des matrices. On peut toutefois garder la méme régle (associer les lignes
de la matrice de gauche aux colonnes de la matrice de droite) 4 condition,
si A est la matrice de f et B celle de g, de désigner par AB celle de gof.
Cela améne aussi a représenter par une matrice ligne X*(ou Y*) un vec-
teur x*(ou y*) de E*(ou F*) (vecteurs covariants) et a représenter ’équa-
tion y* = f(x*) par I’égalité matricielle Y* = X*A.

La convention initiale étant conservée pour les matrices d’applica-
tions d’un des espaces E, F, ... dans un de ces mémes espaces, une appli-
cation de E dans F et sa transposée auront alors la méme matrice, et la
valeur de la forme bilinéaire canonique sur EX E* s’écrit :

<z, >=X*X
ot X* est une matrice ligne et X une matrice colonne.




CHAPITRE V

ETUDE DES ENDOMORPHISMES
DES ESPACES VECTORIELS
DE DIMENSION FINIE. FORME REDUITE
DES MATRICES CARREES

§ 1. SOUS-ALGEBRE DE 2 (E, E)
ENGENDREE PAR UN ENDOMORPHISME

1. Idéal annulateur.

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur un corps K commu-
tatif et f un endomorphisme de E, c’est-a-dire un élément de I’algébre
2 (E, E).

Dans le but d’étudier ’endomorphisme f, nous allons commencer
par étudier la sous-algébre engendrée par f et e (e étant 'endomorphisme
identique). Cette sous-algébre comprend les homothéties e (produit de
I'identité par un scalaire), les puissances (ou itérées) de f et les compo-
sées et sommes de ces applications. Remarquons alors que :

1) le fait que f soit linéaire entraine que

J\eof = fole == )\f .
puisque ceci signifie Ve € E f(x) = f(Ox) ;

2) le fait que la multiplication soit associative entraine que

fmofn — fm+n — f-nofm‘

Nous en déduisons que la sous-algébre étudiée contient tous les
endomorphismes représentés comme polynomes en f &4 coefficients dans
K et que le composé de deux tels endomorphismes s’exprime par le pro-
duit des polynémes effectué comme s’il s’agissait de polyndmes de K{x].
C'est dire que I'ensemble K[f] des polynémes en f & coefficients dans K
est I'image de K[x] par 'homomorphisme ¢ qui au polyndéme formel
ao -+ asx + ... -+ a;x* fait correspondre Pendomorphisme de E :

ao + aif + ... + af*.
K[f] est donc une algébre, c’est la sous-algébre de £ (E, E) engendrée
par f et e. Notons qu’elle est commutative, alors que £ (E, E) ne I’est pas.

Nous allons voir que ’homomorphisme ¢ n’est jamais un isomor-

—1
phisme, en montrant que le noyau ¢ (0) de cet homomorphisme est dif-
férent de zéro. Ce noyau est un idéal puisqu’une algébre est d’abord un
anneau et que le noyau d’un homomorphisme d’anneau est un idéal. Il
est constitué par les polynémes de K[x] dont 'image par ¢ est appli-
cation linéaire nulle.
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Soit t uo, 11 ... u, } une base de E. Considérons un des vecteurs u, de
cette base et ses images par les puissances de f; les n -1 vecteurs u,,
fw), f& @y ... f™(w,), que nous convenons de noter dans ce paragraphe
fu, ... fru;, ne peuvent étre linéairement indépendants (dim E = n), donc

Jao, a1 ... ¢, € K, non tous nuls et iels que

aoll; -+ aifu; 4 ... -+ a,fru; =0.
Autrement dit, il existe un polyndéme non nul II,[x] € K[x] tel que:
H,l(f) u‘i _= O.
Déterminons ce polynéme II; pour chaque élément u; et considérons le
produit :
I=—1;0,..1,

de tous ces polyndmes. L’endomorphisme II(f) envoie sur zéro tout élé-
ment de la base ; en effet, puisque la multiplication dans la sous-algébre
est commutative on peut, pour tout u;, amener dans II, II; en dernier ;
on aura N (flu;=0, donc O, (Hu;=0.. et II({fHu=20.

L’application linéaire II(f), qui annule tout élément de la base de E,
annule tout E :

T(HE == 0.
Or, II(f) est I'image par ¢ d’un polynéme II € K[x] ; ce polyndéme II = 0

-1
appartient a I'idéal ¢ (0) ; ¢ n’est pas un isomorphisme.

Mais K[x] étant un anneau principal, un idéal y est formé des mul-
tiples d’'un polyndéme unique = qui est nécessairement un diviseur de II.
Les polynomes de I'idéal (w) ont pour image par ¢ I’application linéaire
nulle (qui envoie tout vecteur de E sur 0). On dit que 'idéal (») annule E.

Théoréme : Etant donné un espace vectoriel de dimension finie et un
endomorphisme f, il existe un polynéme non nul = € K[x] qui engendre
un idéal qui annule E.

2. Décomposition de E en somme directe de sous-espaces invariants.

Pour pousser plus loin cette étude, admettons que ce polynéme w soit
le produit de deux polynomes p et q premiers entre eux. Il existe donc
deux polynodmes A et p tels que :

Ap 4 pg=1.
L’application M) p(f) -+ u(f)q(f) est alors V'application identique. Il en
résulte que tout x € E peut s’écrire :

. x = MNNpzx 4+ uwHqglpx ¢Y)
donc peut étre mis sous forme d’une somme de deux éléments dont le
premier appartient & 'image de E par A({)p(f) et le deuxiéme & I'image
de E par J})q(f}. Le premier de ces sous-espaces est annulé par P'appli-
cation ¢(f), car :

Ve€E qOMPpHx=21Npe(Hx=1)H={x=0.
Nous Tappellerons E, en posant par conséquent :
E,=MNp(HE avec q(f)E,= 0.
Le deuxiéme est, de méme, annulé par p(f). On pose :

E,=u({)q()E et on a p(HE,=0.
On a donc: E=E, + E,.
D’autre part, E,NE; = 01 carsize E,NE,
pPz=0  q(HHlz=0,
donc, d’aprés (1), x =0. On peut donc écrire :
E=E, @ E,.
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Ceci entraine que les vecteurs de E, sont les seuls & étre annulés par
p, car si un vecteur est annulé par p, sa composante dans E,, qui est
M) p(Hz, est nulle. Le sous-espace E, peut donc éire défini comme Pen-
semble des vecteurs de E annulés par p.

Il en résulte que f(E, cE,.

En effet, x €E, = p(f)x:ﬁ ; or, p(fife==[p(flxz donc p(fifr=20,
donc fx € E,.
De la méme facon, f(E)cE,

On peut dire que 'endomorphisme [ « ne mélange » pas les compo-
santes, 'image de chacun des sous-espaces supplémentaires E, et E; étant
incluse dans lui-méme. II en résulte évidemment que l'image de E,
(resp E,), par n’importe quel endomorphisme de la sous-algébre étudiée,
est incluse dans E, (resp E,). La restriction a4 E, (resp E,) de f et de tout
endomorphisme de K[f] est un endomorphisme de E, (resp E,).

Enfin, remarquons que p engendre I'idéal annulant E,. En effet, si
ce m’était pas p, ce serait un diviseur p1 de p. Le polynéme p.q n’appar-
tiendrait pas a I'idéal engendré par = et pourtant pi(f)q(HE serait égal
4 zéro puisque :

Ve€E z=ux,+z2, v, €E, €E,
g(Hz=q(f)z, done ¢PHE=q(DE,
mais, d’aprés la remarque ci-dessus :
9(PE,cE, . -
or pi(f) annule tous les éléments de E,. Il y aurait donc contradiction.

En résumsé, si (w) est Uidéal qui annule E et si w= pq, p et q étant
premiers entre eux, E est la somme directe de deux sous-espaces E, et E,
dont chacun contient son image par f ; (p) et (q) sont respectivement les
idéaux annulateurs des restrictions de [ @ E, el E,.

Si p (ou q) est encore décomposable en deux polynémes premiers
entre eux, on peut recommencer 'opération et E, (ou E,) est décomposé
en somme directe. En définitive, si

W == W T2 ... Ty,
o, @, ... @, étant des polyndmes premiers entre eux deux a deux, on pourra
dire que :
E=E @E:®..QE,
Ei, E:...E, étant des sous-espaces vectoriels ayant respectivement
(w1) ... (m,) pour idéaux annulateurs.

3. Conséquence pour la représentation matricielle de f.

On choisira une base de E constituée par la réunion d’une base de
Ei, d’'une base de E., .. d’une base de E,. D’aprés les propriétés précé-

Fic. 5
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dentes, les images d’un élément de la base de E; sont dans E, ; il en résulte
que la matrice correspondante aura la forme ci-dessus, o My, Mz .. M,
représentent les matrices des endomorphismes restrictions de f a
Ei, Ez2... E, et ol tout le reste de la matrice ne comprend que des zéros.
Si on ne sait rien du corps K, la s’arréte ce qu’on peut dire de f.

§ 2. CAS OU LE CORPS EST ALGEBRIQUEMENT CLOS
MATRICES TRIANGULAIRES

1. Si K est algébriquement clos, le polyndbme w peut se factoriser
de la fagon suivante :

o=| [(@—n).

Le polynéme annulateur de la restriction de f 4 un sous-espace E; est
la puissance g;jéme d’un polyndme du premier degré. Nous sommes donc
ramenés a étudier un endomorphisme dont I'idéal annulateur est de la
forme ((xz—2N)2).

Si I'idéal annulateur d’un endomorphisme f est engendré par le
polyndéme (x— %)%, celui de ’endomorphisme g=f—Xe est engendré

par le polynome x*. Supprimons provisoirement I'indice i de «; et de E,.

2. Endomorphisme dont une puissance est nulle.

L’étude 4 faire est done ramenée a celle d’'un endomorphisme g d’un
espace vectoriel E de dimension finie, tel que g« soit 'endomorphisme nul
et que ¢/ ne le soit pas pour j < a. De g(E)cE, on déduit g?(E)cg(E) ...,
g(E) cg™1(E). Si 'on pose E; = g/(E), la suite de sous-espaces :

E = EODE13E2 .;.DEjDEj.f.l DEq = {01
est donc décroissante et, seul, E, est réduit a4 1 0} . Cette suite est stric-
tement décroissante, car de E; 1 = E; on déduirait :
Ej 2=9E; 1) =9E) =E; 1 =E,
et par suite, de proche en proche, E;= E, = 101}, ce qui est impossible
pour js%o.

On peut, & partir de cette remarque, décomposer E en une somme
directe de sous-espaces F; en prenant F,_1 =E._1 et, pour F{(j <a—1),
un supplémentaire de E;, 1 par rapport 4 E;. On aura:

a—1
E= & F,
i=0

Aucun des sous-espaces F; n’est réduit & { 01, leur nombre, qui est
égal & «, est au plus égal 4 la dimension 8 de E. Si I’on choisit une base de
chaque F,, leur réunion sera une base de E, et si on ordonne cette base
en prenant successivement les éléments de la base choisie en Fo, puis en
Fi,..,puis en F._1, on déduit de g(F)CE;,1 que la matrice de g par
rapport a cette base n’aura que des 0 sur la diagonale principale et au-
dessus de cette diagonale. g(E._;) étant nul, les derniéres colonnes de
la matrice, qui correspondent aux éléments de la base appartenant &
E._ 1 =F._i, ne seront formées que de zéros.

Si nous revenons 4 la matrice de g - e, par rapport 4 la méme base,
elle aura une diagonale principale formée de termes tous égaux a }; et

tous les termes situés au-dessus de la diagonale principale sﬂe.ron’t nuls.
En outre, dans les derniéres colonnes (correspondant & F,_1), il n'y aura
que des zéros en-dessous de la diagonale.

F;u - Ed -3‘

& .

0N
A
0 0 Fig. 6

Sous cette forme, on voit que les vecteurs .de la base de ’Eu,_l sogt
transformés par ’endomorphisme en leur produit par A 11 en résulte qu’il
en est de méme pour tout vecteur de E, 1 :

VxzE€E, 1 [ =(g+NM)@)=2Ag
La restriction de f & ce sous-espace est donc une homothétie de rapport
A E._1 étant différent de {01, il existe au moins un sous-espace vec-
toriel de dimension 1 pour lequel il en est ainsi.

3. Retour au cas général.

Revenons maintenant & la matrice de I'application f dont le poly-
néme annulateur est :
[ @—a%.

Nous vovons, & la lumiére de ce qui précéde, que jrous pouvons préciser
la formey trouvée en (V, 1, 3) pour la matrice de 'application f, chacune
des matrices M, de la figure prenant la forme de la figure 6. Sur la dia-
gonale principale ne figurent que les valeurs A



Rappelons que I'ordre 8; de la i®me sous-matrice, dimension du sous-

espace vectoriel annulé par (x — )%, est au moins égal a «,.
Une matrice ayant comme celle de la figure ci-dessus tout le triangle

situé au-dessus de la diagonale principale formé de zéros est dite trian-
gulaire (*).

Exercice 31, — Montrer que les matrices (n, n) triangulaires forment une
sous-algébre de l'algébre des matrices (n, n).

4. Vecteurs propres et valeurs propres.

Revenons sur certains des résultats précédents. Les nombres ), qui
sont les racines, dans K, du polynéme = sont appelés les valeurs propres
de f. Les vecteurs x non nuls tels que f(x) = \x sont dits vecteurs propres
relatifs a la valeur ); et nous venons de voir que pour tout }; il existe un
sous-espace vectoriel de dimension 1 au moins formé de vecteurs propres.

Cas ou toutes les racines du polynéme annulateur sont simples. Exa-
minons le cas particulier olt «; = 1. L’application g — )e est 'application
nulle ; la restriction de f au sous-espace E; est donc 'homothétie de rap-
port };; en d’autres termes, tous les vecteurs de E,; sont des vecteurs pro-
pres relatifs a }; (c’est le cas olt E; se confond avec son sous-espace E,_1).

Si maintenant pour tout i, «;= 1, on voit que tous les vecteurs de la
base choisie sont des vecteurs propres et que, par rapport a cette base, la
matrice de f est une matrice diagonale, c’est-a~dire une matrice qui n’a
de coefficients différents de zéro que sur sa diagonale principale.

Xn
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On dit couramment, mais par abus de langage, qu’on a diagonalisé
la matrice M qui définissait f dans une base initialement donnée, voulant
dire par 14 qu’on a trouvé une matrice semblable de forme diagonale.

Réciproquement, si la matrice d’'un endomorphisme f peut étre dia-
gonalisée sous la forme ci-dessus, le sous-espace E; correspondant aux
colonnes de la matrice oli 'on trouve }; est annulé par ,e —f et, en vertu
du raisonnement fait au début du chapitre E, admet o= II(}; — x) comme
idéal annulateur. Les «; sont donc tous égaux a 1.

On peut donc conclure que la condition nécessaire el suffisante pour
qu'une malrice d’'un endomorphisme soit diagonalisable est que les raci-
nes du polynéme qui engendre Uidéal annulateur soient toutes simples.

Nous allons plus loin (chap. VI, § 4), en utilisant la théorie des déter-
minants, montrer qu’il n’y a pas d’autres vecteurs propres que ceux que

(*) On peut aussi considérer des matrices triangulaires, pour lesquelles le triangle
formé de zéros est situé au-dessous de la diagonale principale. Il faut évidemment

dans Pexercice entendre gu’on considére les matrices triangulaires d’une seule des
espéces indiquées.
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nous avons trouvés et former une équation dont les racines seront encore
les valeurs propres de f, mais dans laquelle chaque valeur propre A, aura
pour multiplicité @; la dimension du sous-espace de E annulé par

(f — ne)*i. Mais, auparavant, nous allons montrer qu’on peut obtenir une
décomposition plus fine de E a laquelle sera associce une matrice plus
simple.

§3. FORME REDUITE DE JORDAN

Nous introduisons d’abord les noyaux des a plications iqb Nous dési-
gnerons par N; le noyau de I’endomorphisme g. De gi+1 = g'og, on déduit

Nips zg}(Ni) et de { 0] cNj, on déduit NicNz, ..., N;cN;,. La suite de
sous-espaces No=={ 0} cN;jeNeeN;e Ny N =E, est donc crois-
sante. Elle Pest strictement, car Ny = { 0} signifierait que g e’st un auto-
morphisme, et il en serait de méme de g*, alors que g+ == 0. D’autre part,
de N;=N,,,, on déduirait :

—1 —1

N@+2 = g(N¢+1) = g(N»;) == NH.l =’1\‘Ji ) o,
et par suite, de proche en proche, N,= N, =E, d’ot1 g'= 10, ce qui na
lieu que pour i == a. ) .

%a cgnnaissance- de la suite des E; images de E par les puissances
de g, et de la suite des N;, noyaux des mémes puissances, donne une idée
du comportement de I'application g. On peut préciser cette idée en fai-
sant infervenir les deux suites A la fois et en considérant tout d’abord
les sous-espaces : .

o —

[

0<
1<i

ININ

N;NE;
ona N,AE,=E; si jZa—1|, o
car g“—"f(E,S = O] donc E,cN,._; et, ¢ fortiori, E; est contenu dans les
noyaux d’indices supérieurs.

D’autre part, on peut énoncer :
Lemme : gN;NE) =N 1NE; 1.

—1 .
En effet, de N;=g(N;_1) on déduit :
g(N,;) == N, 1 NgE) = N;,_1NE;:.
D’autre part, g(E;) =E; 1, et I'image d’une intersection étant incluse
dans Pintersection des images on a : :
‘ g(Nﬁ n E’) CN,L_.I n El n Ej_;_l 5 Ni_._l n Ej1+1.

is, réci i ’ q inclus dans
Mais, réciproquement, si & €N, 1NE;;1, I’ensemble g(x) est inc

Nia::t a deg é]?’aments dans E;. 11 existe done y € N,NE, tel que g(y) ==.
Done, z € g(N;NE), cest-a-dire Ni 1 NE,,1icgN;NE), et on a bien
’égalité annoncée. )

]egal\}kfus allons maintenant successivement décomposer les noyaux N;
en somme directe de sous-espaces N! qui nous permettront par groupe-

ment convenable de reconstituer aussi par somme directe les sous-espa}iels
s gs N 13 . . . .
E, et tels que la restriction de g & Nj en sera un isomorphisme sur D(]ikﬁlt
Nous aurons 2 utiliser plusieurs fois les remarques suivantes don

la démonstration est évidente :

= ¥
1% remarque : Si V et W sont deux sous-espaces vectoriels d’un
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espace E, si V' (resp W’) est un supplémentaire de VN'W par ra ort
a V (resp W), la somme V W admet la décomposition pen SOII)TII)II]B

directe : )
Vevnw)ow.
2° remarque : Si V et W sont deux sous-espaces vectoriels de E, tels

que la somme V 4 W soit directe, il existe un supplémentai
rapport & E qui contient W. PP aire de V par

Nous commengons par attaquer N; et remarquons gque la suite

NiNE;, j=12,..,2—1, est croissante (mais pas forcément stricte-
ment) :

N1ﬂEum1CN1nEm__2C ..... cNi N E1CN1
et que N1 NE, ; est E._ et est certainement distinct de { 0} . On peut

alors décomposer N; en somme directe de sous-espaces Ni tels ‘que :
‘ NiNE;=N{®N1NE;; 1)
(Ny est un supplémentaire de Ny N E;;1 par rapport A Ny NE),
Ni =N{'oN; 2@ ... ®N?
Certains de ces sous-espaces N} peuvent étre réduits a | 0 } , mais ce n’est
certainement pas le cas de N¢™?, car :
E, 1 =NiNE~1=N;"'@®®N; NEax) = N!
Nous représenterons dans un schéma la décomposition ci-dessus :

—1 Ay o2
Nj N§ Ni N

Rappelons que ce schéma ne doit pas induire en erreur sur le fait que N;
est la somme directe des N; et non pas leur réunion.

. Nous attaquons alors N3, et considérons No:NE,_s=E,_» et la res-
triction de g a ce sous-espace. Le noyau de la restriction de ¢ 4 un sous-

espace U de E est UNNi. Ici, c’est donc NiNE. o =N:1ON2, et
I'image de N2NE,_: est NyNE._3, en vertu du lemme. Si par suite Nj—2
est un supplémentaire de N '®N;™* par rapport & N:NE,_s, la res-

° . 1 —2 . . —
triction de g & N3~ en est un isomorphisme sur N{!, On a donc :

E.2=N:NE, » = N; '®N; 2@N;2

D’autre part, N{* est un supplémentaire de NiNE, , par rapport a
N1 NE, 3 ; nous sommes dans la situation de la premiére remarque faite
ci-dessus : N2 NE, 2 et N;NE, s, dont Pintersection est :

NiNE, »=N;y1®N:2,
jouant le role des sous-espaces V et W, la somme des quatre sous-espa-
ces : N;“i, Ni“‘z, Ni3, N;~2 est directe.
Nous complétons le schéma précédent :

Nz—2

Ni7' L ONgT?R | N ONg

| ™
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Nous pouvons faire un raisonnement analogue pour NoNE. ;. La res-
triction de g & ce sous-espace a pour image NiNE, »=N;1@®N: 2 et
pour noyau NiNE, 3=N;'@®N;2®N:> Considérons alors un
supplémentaire U du noyau N;NE._ s par rapport 4 NoNE,_s, qui
contienne N3™2, ce qui est possible, en vertu de la deuxiéme remarque
du début, puisque la somme (N;NE, 3)®N; 2 est directe. La restric-

tion de g 4 U en est un isomorphisme sur N{' ©®N{2. L’isomorphisme

réciproque envoie Ni~' sur N5 2 et N¢™2 sur un sous-espace que nous
désignerons par N5, On a donc :
— —9 o b —
NeNE, 5=N:"TON 2ONONy 2DNs >,

On peut prolonger le schéma :

2 | N2 N

AN | Ng2 ) N2 | Np

K

La somme des 6 espaces figurés 4 gauche est directe aussi, car Nj—* est
un supplémentaire de Ny NE. s par rapport a NiNE,_4, ce qui nous
met encore dans la situation de la premiére remarque, N:NE. 3 et
NiNE, 4, dont l'intersection est N1NE,_s, jouant cette fois le role de
V et W. La restriction de g 4 chaque sous-espace de la ligne 2 en est un
isomorphisme sur le sous-espace de la ligne 1 figuré dans la case immé-
diatement au-dessous de la sienne.

Le méme raisonnement s’appliquera successivement aux espaces
N2NE;, puis aux espaces N3, N4, ... Nous exposerons donc le raisonnement
général.

On suppose que, pour [ <ip et j=0,1,..,2a—1, les sous-espaces
N;NE; ont été décomposés en sommes directes :

N,NE;= & (N}; 1<k<i jSI<a—11,
que les sous-espaces N; NE; ont été décomposés de la méme maniére
pour j=j, + 1, et que la restriction de g & N en est un isomorphisme

sur Nf{ﬂ.

Considérons alors N;, NE;, et la restriction de ¢ &4 ce sous-espace. Le
noyau en est N1 NE; et Pimage Niy_1NEj, 1. On applique la premiére
remarque & V=N; NE; .1 et 4 W=N;NE,;, dont Pintersection est
NiNEj, ;1. Comme Ny est un supplémentaire W de Ni1NE;, .1 par rap-
port & NiNE;, et que:

V=& (N 1<k<iy, jo+ 1<I<a—1}
est un supplémentaire de N1 NEj, .1 par rapport 4 N;, NEj, .1, la somme
V' 4+ (VAW) + W est directe. Elle est, en outre, incluse dans N;, NE;j, ;
et, en vertu de la 2° remarque, il existe un supplémentaire U de
Ni NE;, = W par rapport a N;, NE;, qui contient V’. La restriction de g
4 U en est un isomorphisme sur I'image N;, _1NE; .1 qui peut s’écrire :

®ING1ISEk<ip,—1, jo+1<I<a—11.
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Dans l'isomorphisme inverse, N{gﬁ a pour image un sous-espace de
N;, NEj, que Pon notera N, qui sera tel que la restriction de ¢ 4 N©° en
soit un isomorphisme sur N;gﬁ et d’autre part tel que :

N, NE,=@® (NL; 1<k<io, jo<j<a—11,

Le résultat définitif peut étre schématisé sur la figure :

g

<
<
N
e IN «
S " .
N‘ N° “A4
i R Ns
2] & 1t o :
NI NJ N
, : ! :
ﬂ(_t‘ ) ucwr! it = NL
Ni Ni i N.,
& S
’ R R I N,
-3 - Aot o]
S N, N,| N, N, N: .
< - . L [ p " ~— Nz
pN N! Nz N; 3 N! N’ N
RN RN N ) 511
NI NN, N, NN N
. Ne ¢ &
«‘:’ .g;;e (*;:’ ?,:“ v $ o?‘
Fie. 9

— La somme directe des sous-espaces figurés dans les i premiéres lignes
(en comptant a partir du bas) donne N;, la somme directe des sous-espa-
ces figurés dans les i premiéres diagonales (en comptant a partir du bas)
donne E,__.

— Les vecteurs de N sont les images de vecteurs de E par g’ et ont zéro
pour image par g% La restriction de g & Nf,f en est un isomorphisme
sur Niﬂ qui est figuré dans la case immédiatement au-dessous.

— La décomposition indiquée n’est pas unique, mais une autre décompo-
sition M}, jouissant des mémes propriétés est telle que M} est isomor-
phe 4 Nj.

— Enfin, le sous-espace Ni ™' = E,_; et tous ceux de sa colonne qui lui

sont isomorphes ne sont pas réduits 4 { 0} . Les autres colonnes, par
contre, peuvent ne représenter que des sous-espaces réduits a { 01 .

A cette décomposition de E en somme directe, on peut associer une
base par rapport a laquelle la matrice de g sera particuliérement simple.
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A cet effet, on prendra une base dans chacun des sous-espaces N;.
Les images successives d’une base de N; sont des bases des sous-espaces
de la méme colonne. E étant la somme directe des N,, la réunion des
bases de N}, ainsi obtenues est une base de E. On en rangera les éléments
de la maniére suivante : on prend un élément de la base de N° suivi de
toutes ses images par g, g% ..., g1, puis, s’il existe un deuxiéme élément
de la base de N, suivi des images successives, par g et ceci jusqu’a épui-
sement de la base de N;. On procédera alors de la méme maniére pour la
base choisie dans N _;, N_,, etc...
Si u; est le premier élément de la base choisie en NZ, on aura dongc,
pour lordre dont on a muni la base de E :
glu) =uz gus) =us...g(u, 1) =u, gu,)=0.
Si p est 'indice dans la base de E d’un élément de la base choisie
dans Nj, on aura de méme :
9@y =upi1 .. gluy gy 1) = Upyi GUpy) = 0.

la matrice de g sera donc formée en bordant de zéros des matrices dis-
posées le long de la diagonale principale et qui seront du type :

) S

-
.
CEERCEC g

c’est-a-dire comportant des 1 sur la sous-diagonale principale et des zéros
partout ailleurs. La premiere de ces matrices (éventuellement la seule
qui existe) étant d’ordre «. La somme des ordres de ces matrices est la
dimension de E. Si I'on revient 4 Papplication f, sa matrice se déduira de
la précédente en substituant X aux zéros de la diagonale principale.

Exercice 32. — E est un espace vectoriel sur un corps commutatif K, dont
'unité sera notée 1.

1) On suppose dans cette question que la dimension de E est deux et on
considére 'endomorphisme u de E dont lo matrice relativement & une base
donnée (e1, e2) est

1 1)
c A

Déterminer directement les vecteurs propres et les valeurs propres de u.

2) E étant de dimension quelconque (finie ou non), et H étant un sous-
espace vectoriel de E de codimension un, on considére les endomorphismes
u de E qui laissent invariant chaque vecteur de H.

Montrer que l'image ulx) d'une classe mod H est une classe mod H.
Montrer que l'application x ——>> u(x) est un endomorphisme de E/H et
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est par suite de la forme u(x) == Ax, oU A est un élément de K ne dépendant
que de u.
On dira que u est une transvection si A == 1, et une dilatation si A& 1.
Si ep est un vecteur n‘appartenant pas & H, montrer que I'on @
uleg) = hep 4 €1, ol e; € H.

3) Désignant par L un sous-espace supplémentaire de Ke; par rapport &

H, tout vecteur x €& E peut s’écrire de maniére unique sous la forme
x = Eopep + E1ex + xu
OCIEoEK,EleK,XLEL.

Montrer qu’il y a exactement une droite (sous-espace vectoriel de dimen-
sion un) supplémentaire de H invariante par u, si u est une dilatation, et qu’il
n'y en a pas, si u est une transvection différente de I'identité.

Dans le cas ou la dimension de E est finie, en déduire que la matrice d'une
dilatation peut prendre la forme diagonale (on donnera la valeur des élé-
ments diagonaux), tandis que ceci est impossible pour une transvection diffé-
rente de l'identité.

4) Qu’est u(x) — x, si u est une transvection ?

—1

Montrer que si ¢ est une forme linéaire sur E telle que H= ¢ (0), &
toute transvection u correspond un vecteur o €& H tel que

ulx) = x + ¢(x)a

Montrer que si E est de dimension finie, il existe pour toute transvection
une base par rapport & laquelle sa matrice a tous ses éléments diagonaux
égaux & 1, et au plus un élément non diagonal différent de zéro.

5) Montrer : a) que I'ensemble des automorphismes de E laissant invariant
chaque vecteur de H est un sous-groupe G(H) de GL(E) (la loi est la compo-
sition des applications) ;

b) que l'ensemble I'(H) des transvections est un sous-groupe commutatif
invariant de G(H), et que I'(H) est isomorphe a H ;

¢) que le groupe quotient G(H)/T'(H) est isomorphe au groupe multipli-
catif de K.

Exercice 33. — Soit E un espace vectoriel sur un corps K commutatif. On
appellera involution un automorphisme f de E qui vérifie 2 = e (e : automor-
phisme identique).

1) On suppose que la caractéristique de K est différente de 2. Refaire sur
cet exemple la théorie du cours (V. 1). En déduire que si on pose g == e -+ f,
h = e —f, E est somme directe de V = g(E) et W = h(E), que la restriction
de f & V est I'identité ey et celle de f & W est— ew.

En déduire que toute matrice carrée M sur K telle que M2 = | est sembla-
ble & une matrice

Ip O
0 —lg
ol 1, et I, représentent les matrices unités d'ordre p et d’'ordre q.

2) Si K est de caractéristique 2, montrer que f est de la forme e 4+ g
avec g2 = 0. n étant la dimension de E et p celle de g(E), montrer que l'on a
2p K n.

Quel type d'application retrouve-t-on dans le cas p = 1 (cf. Exercice 32).

3) A quelle condition le produit de deux involutions est-il une involution ?

Exercice 34, — On considére en tant qu’anneau |‘algébre K(f) engendrée
par 'endomorphisme f. Caractériser les diviseurs de zéro de cet anneau.
Montrer que tous les éléments qui ne sont pas diviseurs de zéro sont des
automorphismes.

Exemple : f est I'endomorphisme de R3 de matrice

0 0 1
(390
o 1 0

Déterminer les diviseurs de zéro de V'‘anneau K(f). Préciser les rangs des
applications linéaires correspondantes. (On remarquera d’abord que 3 = e),

CHAPITRE VI

DETERMINANTS

§ 1. GROUPE SYMETRIQUE

1. Permutations.

Une permutation d’un ensemble E est une bijection de cet ensemble
sur lui-méme.

L’ensemble des bijections d’un ensemble E sur lui-méme est un

groupe pour la composition. On le désigne par o (E) et on Pappelle
groupe symétrique de E.

Exercice 35, — Les groupes symétriques de 2 ensembles de méme car-
dinal sont isomorphes.

En particulier, on désigne par o, le groupe symétrique des ensem-
bles finis &4 n éléments et on pourra toujours supposer que cet ensemble
est le segment [1, n] de N.

Une permutation ¢ € o, pourra étre donnée sous la forme :

1 2 .. n ) 1
(o)) o@ . o) @
Sn a n! éléments. Il n’est pas commutatif pour n>2 (*). On appelle

transposition une permutation qui échange 2 éléments et laisse les autres
invariants :

Tij(i) =] 'tij(j) =i
définit la transposition ;.

On voit sans peine qu'une permutation peut étre décomposée en un
produit (non commutatif) de transpositions.

VEko#i,j wy(k) = k

2. Signature d’une permutation.

Etant donnée la permutation (1), on peut considérer le produit :

[Ta—n

__i>j
[ —
[ T — o)
i>j
(*) On désigne aussi sous le nom de permutation P'image de 1, 2.... n par la

bijection, ¢’est-a-dire ’ensemble ordonné (1) ¢(2) ... o(n). I1 vy a la un abus de lan-
gage qui n’est qu’un cas particulier de celui qui consiste & désigner la fonction f par
sa valeur f(x).
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chacun des produits étant relatif a tous les couples d’indices i, j avec
i > j. Puisque ¢ est une bijection, tous les facteurs du numérateur se
retrouvent au signe prés au dénominateur une fois et une seule. Ce pro-
duit vaut donc = 1. On le nomme signature de la permutation. I1 vaut
(— DI, I étant le nombre de couples dont P'ordre est changé par la per-
mutation, ou nombre d’inversions de la permutation.

La signature d’'un produit de permutations est le produit des signa-
tures. En effet, soient ¢ et ¢" deux permutations :

[ Ta—p

i>j
[{ea) ) —(aea)()
>
peut s’écrire :
[ Ta—p [ T(e@ —e)
>y % i>j
[T —e) ] (@) —s=D)
i>j i>f

Le premier facteur est la signature ¢ ; quant au deuxiéme, il suffit de
remarquer que dans son numérateur toute différence i — j ou son oppo-
sée figure une fois et une seule pour voir qu’il vaut (— DI, I étant le
nombre de couples dont I'ordre est modifié par o, donc qu'il est égal a &,

Signalure d’une transposition «; — Supposons i < j. Quand i est
venu & la place de j, il est aprés j— i nombres plus grands que lui, ce
qui introduira j— 17 facteurs négatifs au dénominateur de la fraction qui
représente la signature. Mais, en outre, les j— 17— 1 nombres compris
entre i et j se trouvent apres j et introduisent autant de facteurs négatifs.
La signature de =; est donc :

(o 1)i—tti—i—l == 1

La signature d’une transposition est toujours négative.

11 résulte de ces deux derniéres propositions qu’une permutation est
paire (c’est-a-dire de signature positive) ou impaire (c’est-a-dire de signa-
ture négative) suivant que le nombre des transpositions dont elle est le
produit est pair ou impair.

Exercice 36. — Montrer que le groupe des permutations paires forme
un sous-groupe de d, qui est appelé groupe alterné «f,.

Exercice 37. — Soient E et F deux ensembles, (E) le groupe symétrique
de E et F = F(E, F) I'ensemble des applications de E dans F. A toute
permutation ¢ de E (¢ € S(E)) on fait correspondre I'‘application 9, de
F dans F défini par

s (f) == foo—1

1) Montrer que l‘application ¢4 est une bijection, donc appartient au
groupe symétrique & ( F) de F et que l'application de S (E) dans & ( F)
qui & ¢ fait correspondre gs est un homomorphisme injectif, si F a au moins
deux éléments. En vertu de ce résultat on désigne souvent o5 par la méme
lettre ¢ que la permutation de E & laquelle elle correspond et on écrit:

of = foo—1

2) Si @ est I'ensemble des applications de ¥ dans un ensemble G, il
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existe un homomorphisme injectif de o§ (E) dans o ( Q). On désignera par o
'élément de I (@) image de la permutation ¢ € S (E).

Exemple : | étant I'ensemble des n premiers entiers § (I) = . Si E est
un ensemble quelconque F (I, E) nest autre que Em.

Si x = (x3, x2 ... x,,) € En indiquer ce que vaut ¢x avec les conventions
indiquées au 1).
7t(Si) F est un troisitme ensemble et si f & F(E”, F), indiquer ce que vaut
or{x/,

Si G est un quatrigme ensemble et si g € F (F(Er, F), G), indiquer ce
que vaut Sg(f(x)). ’

§ 2. APPLICATIONS MULTILINEAIRES
ET MULTILINEAIRES ALTERNEES

1. Applications multilinéaires.

Soient Ei, E2...E, des espaces vectoriels sur un corps K et F un
autre espace vectoriel sur le méme corps K. On dit qu’une application du
produit cartésien E1 X E2 X ... X E, dans F :

) 9 :Ei1 XE: X .. XE,—>F
est multilinéaire si elle est linéaire par rapport 4 chacune des compo-
ggntes: de I’élément du produit cartésien, les autres étant fixées, c’est-a-
ire si on a :

avec r1 €Ei, 22 €Ey, ... ;, €E, 1, €E, ..., 1, €E, 1€K,

(X1, T2y veny Ty - Yy ver Tp) = @ X1y ey Ty ove ) =+ X1y vy Yy oon Tp)s
Q(X1y T2, vrey ALy orey Tp) == A @(X1, T2, 10ry Ty ooy L)

Remarque : E; X E2... X E, peut recevoir une structure d’espace
vectoriel sur K. Il importe de remarquer que ¢, multilinéaire par rapport
a E1 ... E,, n’est pas linéaire par rapport au produit cartésien considéré
comme espace vectoriel. En effet, ceci voudrait dire :

. . o(Ary, A2 ... Ax,) = A o(x1, X2 ... T,),
tandis que si ¢ est multilinéaire :

. . CPO\$1, ?\xz Mn) = A" (p(:lh .’12,,),
et de méme si ¢ était linéaire on aurait :
o(x1 + Y1, x2 + Yz ... T+ Y, = 9@, 22 ... L) + oY1, Y2 ... Yy),s
alors que ¢ multilinéaire donne :
o + Yy, xa Yz . 2, + Yo) = Dolzy, 22 ... 2,),
Z1, 22 ... Z, pouvant représenter de toutes les facons possibles z; ou y,
T2 ou Yz ..., ce X étant donc étendu a 2» termes.

2. Applications multilinéaires alternées.

Placons-nous maintenant dans le cas olt E;y = E2 = ... == E,, c’est-a-
dire o1 'on considére une application multilinéaire de E» dans F, E» étant
le produit cartésien considéré comme il vient d’étre dit (il n’est pas muni
de la structure d’espace vectoriel produit). Les applications ainsi définies
sont dites applications multilinéaires d’ordre n sur E.

Une application multilinéaire est dite alternée si elle s’annule pour
tout élément dont deux composantes sont égales, ce qui entraine qu’elle
s’annule pour tout élément dont une composante est égale au produit
de l'autre par un scalaire (le produit vectoriel nous fournit un exemple
d’application bilinéaire alternée de R® dans R® puisqu’il s’annule quand



les deux vecteurs sont colinéaires). En particulier, nous pourrons consi-
dérer les applications multilinéaires alternées de E» dans K que Pon
appellera formes muliilinéaires alternées.

Une forme multilinéaire alternée change de signe quand on y échange
les valeurs de deux composantes. Soit, en effet, ¢(xi, ..., x;, ..., T} .o, T,) el
(L1, very Tjy ory X4y .or, T,,), Obtenue en permutant les valeurs des itme ef jéme
composantes et en laissant les autres invariantes. Considérons :

QX1 eey Ty - Ty vy T - Ty wny )
qui est nulle puisque c’est 'image d’un élément qui a deux composantes
égales ; elle vaut :
q7(x17";xir-’xj)":xn) +<?(xl"~)xi:":mir-:a:n)
+ (@ 1500sTjye s iy ey ) - G(L 1500 s TjseesTiyersTy) 5
le deuxiéme et le troisiéme termes de cette somme étant nuls, le premier
et le dernier sont opposés.

Plus généralement, si ¢ € 4, est une permutation qui, aux indices

1,2 ... n fait correspondre o(1), a(2) ... o(n), on aura:
o(@Xat)s Xo(@)y -vr To(n),) == (— 1)* o1, X2, ..., T,) 1
k étant le nombre de transpositions en lesquelles on peut décomposer o,
donc (— 1)* représentant la signature de s. Si on convient de noter ox
I'image par ¢ du « n-uplet » qui constitue x, une forme multilinéaire
alternée vérifiera donc :
¢(6x) = ¢59() (2)
Une forme qui vérifie cette égalité pour toutes les permutations ¢ est dite
antisymélrique.

Exercice 38. — Montrer que réciproquement une forme antisymétrique est
alternée si le corps n’est pas de caractéristique 2.

3. Formes n-linéaires alternées sur un espace vectoriel de dimension n.

Supposons que E soit de dimension n et rapporté 4 une base
(ai, as, ...,a,). Un élément de E» est un « n-uplet > de vecteurs de
E : (x1, x2, ..., x;,) avec:

Xy == 2 }\‘{‘aj.
Etudions les formes multilinéaires alternées sur E», Soit une telle forme ¢.
La multilinéarité de ¢ entraine que ¢(x1, ..., x,) devra étre égale 4 la somme
des quantités
o0 iy, Wi, ..., Mlam),
une telle quantité étant elle-méme égale a:
)‘il )‘.};.29 s )\;n o@iy, Aigy woey Ain)s

i1, iz ... i, représentent chacun un des indices j, donc A} représente un des

¥, 22 un des i, ..., etc..., et la somme envisagée s’étendant 4 tous les
ehoix possibles de la suite a;, ...a;, (et ayant par conséquent n» termes).
Mais dans cette somme, tous les termes qui portent sur des n-uplets a
deux composantes égales sont nulles. Donc, il ne reste que les n!/ termes
olt a;, ...a:, sont tous différents, c’est-a-dire ot ils sont I'image de (a; ... a,)
par une permutation s. On peut donc écrire que ¢ doit vérifier :

o@1, ) = & NP3 (g, as), ..., asmy),
T& Sn

it
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le signe 3 s’étendant a toutes les permutations ¢ € ,. Mais, d’aprés ’éga-
lité (2) précédente, ceci peut s’écrire :

9@, .., T) = glay, @z, @) D M PRD .20 3)
¢ € 5,
Donc, au facteur ¢(ay, ag, ..., a,) prés, la valeur de la forme multilinéaire
alternée est déterminée pour un n-uplet de vecteurs donnés.

Reste a vérifier que les formes ainsi construites répondent bien 4 la
question. Leur multilinéarité est évidente. Quant au fait qu’elles sont
alternées, il peut étre vérifié de la facon suivante : supposons que les deux
vecteurs x; et xy soient égaux (c’est-d-dire Vj il==17); & tout terme de
la somme précédente

e, D 2O @ e
correspond le terme de méme valeur absolue :
e MO O O

Or, ce terme est celui que fournit une permutation ¢ définie par:
¢’ == 1100,
Mais alors ey = — e, puisque &, = — 1. Les deux termes considérés se

détruisent donc dans la somme.

La condition (3) est donc nécessaire et suffisante et on peut conclure
que, sur un espace de dimension n, il existe une forme n-linéaire alternée
déterminée ¢ une constante multiplicative prés.

Exercice 39. — Montrer que les formes p-linéaires alternées sur un espace
de dimension n forment un espace vectoriel dont on cherchera la dimension.

§ 3. DETERMINANT

1. Définition.

Le déterminant, par rapport ¢ une base donnée, ordonnée, d'un espace
a n dimensions, est celle des formes n-linéaires alternées qui prend la
valeur 1 pour les n vecteurs de la base.

Autrement dit, on considére celle des formes pour laquelle ¢(ai,as,...,a,)=1
et qui, par suite, pour les vecteurs (z1, %2, ..., x,) avec x%=2 %J,:a;, prend
J
la valeur :
det [z1, 22, .., 2,] = D i@ o,
cEJS,
Nous commettrons I'abus de langage traditionnel, mais peut-étre pédago-
giquement dangereux, qui consiste a appeler ce nombre déterminant des
n vecteurs, et nous le noterons :
det [x1, ..., 2,].
Si les n vecteurs ont leurs coordonndes suivant la base écrites dans

un tableau carré, 3} jéme coordonnée du iéme vecteur étant dans la jéme ligne
et 1a i*me colonne, on voit que le déterminant est la somme des produits
obtenus en prenant un élément et un seul dans chaque colonne et dans
chaque ligne, ce produit étant affecté du signe égal 4 la signature de la
permutation du rang des lignes, les éléments étant rangés dans lordre
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naturel des colonnes. Mais, le produit des scalaires A étant commutatif,
on peut les ranger dans 'ordre naturel des lignes ; les indices inférieurs
représenteront alors ¢—(1), ¢—(2) ...c—'(n). Mais ¢! a méme signature
que ¢ (puisque leur produit, I'identité, a 1 pour signature). Donc un terme
du déterminant peut aussi bien étre considéré comme ayant pour signe
Ia signature de la permutation des indices des colonnes, les lignes étant
prises dans l'ordre naturel. Il résulte de cette symétirie sur le role des
lignes et des colonnes qu'un déterminant peut aussi bien étre considéré
comme une forme n-linéaire alternée sur les vecteurs lignes (¢’est-a-dire
vecteurs dont les éléments d’une ligne représentent les coordonnées par
rapport a la base).

2, Développement du déterminant de n vecieurs suivant les éléments d’une
colonne ou d’une ligne.

Dans Pexpression du déterminant, nous pouvons grouper tous les
termes qui conliennent chaque élément d’une ligne ou chaque élément
d’une colonne. Le déterminant pourra alors s’exprimer sous la forme :

HARGATE A LT AT
si on développe par rapport aux éléments de la i®me colonne.
Cherchons 4 déterminer le coefficient A’ de ). Pour cela, commen-

cons par déterminer A (coefficient de A dans le développement par rap-
port aux éléments de la premiére ligne ou de la premiére colonne). Si

nous groupons tous les termes olt figure A, nous voyons gue ce nombre
est facteur d’'une somme qui n’est autre que le déterminant des (n—1)
vecteurs dont les coordonnées forment le tableau obtenu en harrant dans
le tableau précédent la premiere ligne et la premiére colonne. [Il est clair
que ’on trouve les mémes produits partiels avec le méme signe, car les

. 1 2 . 2 . A .
permutations (\1 a(2) ... ng)) et (6(2) ?(n)) ont méme signature].

Pour trouver maintenant A}, amenons la i¢®e colonne & la premiére
place sans changer 'ordre des autres, ce qui signifie i — 1 échanges de
vecteurs, donc change i — 1 fois le signe du déterminant puisque c’est
la valeur d’une forme alternée. Amenons ensuite, de la méme facon, la
jéme ligne 4 la premiére place. Le déterminant étant alterné par rapport
aux vecteurs lignes, nous en changerons le signe j—1 fois. Le détermi-
nant finalement obtenu est égal a4 'ancien multiplié par (— 1)*1+/—1 soit

(— 1)i+i. Le coefficient de )} y est multiplié par ce méme nombre. C’est

donc que le coefficient de ) dans le développement du déterminant initial
est égal au produit par (— 1)1+ du déterminant relatif au tableau obtenu
en barrant la i®®2e colonne et la jéme ligne.

3. Déterminant d’une mairice ou d’un endomorphisme.

Se donner n vecteurs d’un espace de dimension n, c’est se donner
I'endomorphisme oii ces n vecteurs sont les images des vecteurs de la
base ou encore c’est se donner la matrice de cet endomorphisme. Nous
pourrons done parler ou du déterminant d’une matrice, ou du détermi-
nant d’'un endomorphisme, car nous allons montrer que le déterminant
d’un endomor%hisme ne dépend pas de la base choisie.

Soient d’abord deux endomorphismes f et g d’'un méme espace vec-
toriel de matrices A et B par rapport & une base (ai,az,...,a,). Soient
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X1, X2, ..., X, les images par f des éléments de la base ei soient g(xy),
g(x2) ..., g(x,) les images par g de ces éléments. L’application

(1, x2, ...y ftn) > dét [9(1?1), 9’(1‘2), ooy g(x'n)]
est une forme multilinéaire alternée en vertu :

1° de la multilinéarité du déterminant et de la linéarité de g ;
2° du fait que x;=1z; = glx,)==g(x;) == dét [g(x1) ...g(x,)] = 0.

Elle est donc proportionnelle & toute autre forme n-linéaire alternée,
par exemple au déterminant de x1 x2...x, :

det [g(xy) ...q9@x,)] =k det [x1...7,] k€K.
Pour déterminer la valeur de k, faisons r: = au, ..., T, ==4a,, on trouve :
det [g(a1) ...g(a) ] =k,

det [g(x1) ... g(x,) ] =det [gla1) .. gla,)] X det [x1...2,]

d’olr :

ou :
det [g"f(al), sesy Q’Of(an)] == det [g(al)’ waey g(an)] >< det {f(al)’ seey f(an)]’
soit, en introduisant les matrices :

det [BA] ==det B X det A.

Le déterminant du produit des matrices est égal au produit des
déterminants.

Cette propriété entraine les conséquences suivantes :
—1
— 1) Soit un automorphisme f, de matrice A, f son inverse de matrice
A-1, Ce qui précéde entraine :
det AX detA—1l=1.
Dong, le déterminant d’un automorphisme est différent de zéro ou encore
le déterminant d’une matrice inversible est différent de zéro.

— 2) Soit un endomorphisme de matrice A par rapport a une base (a)
et de matrice A’ par rapport 4 une base (a’). On sait (cf. II1, 4, 3) qu’on a :
A’ = P—1AP,

P étant la matrice de passage d’une base dans l'autre. Les déterminants
de P et P—! étant inverses et la multiplication dans K étant commutative,

ceci entraine :
det A’ = det A.

Le déterminant d’un endomorphisme d’un espace vectoriel est bien
indépendant de la base a laquelle est rapporité cet espace.

Revenons & la propriété précédente et étudions-en la réciproque ou,
ce qui revient au méme, étudions le déterminant d’un endomorphisme
qui ne soit pas un automorphisme, c’est-a-dire d’'un endomorphisme f
tel que x1 = f(ai) ... x, = f(a,) soient linéairement dépendants. Le déter-
minant de n vecteurs linéairement dépendants est nul. En effet, on peut
alors metire un des xz; x; par exemple, sous la forme :

n
ry = 2 y.,;xi.
=2
Mais alors le déterminant sera égal 4 une combinaison linéaire de n — 1
déterminants de n-uplets comportant deux vecteurs égaux qui sont donc
tous nuls.

On peut donc conclure :

f automorphisme => detf+0
f non injectif => detf=20
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ou ce qui revient au méme :
f automorphisme <= detf=40.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme soit
un aulomorphisme est que son déterminant soit différent de zéro.

§4. APPLICATION DES DETERMINANTS A LA RECHERCHE
D’UNE MATRICE DE FORME REMARQUABLE
SEMBLABLE A UNE MATRICE DONNEE

Nous pouvons reprendre maintenant le probléme du précédent cha-
pitre avec P'aide des déterminants.

Cherchons a priori vecteurs propres et valeurs propres associés. Un
vecteur propre de 'endomorphisme f est un vecteur £ 0 tel que f(§) = )%,
I’endomorphisme f-—2e (ou e désigne I'automorphisme identique) est
tel qu’il existe un vecteur non nul £ dont il donne une image nulle. Pour
qu’il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que cet endomorphisme
f — ke ne soit pas un automorphisme, donc que son déterminant soit nul.
Ce déterminant est celui de la matrice obtenue en retranchant X a tous
les termes de la diagonale principale. Il se présente comme un poly-
noéme P de degré n par rapport a A

L’équation P()) = 0 est appelée équation caractéristique de Uendo-
morphisme f.

K étant algébriquement clos, ce polyndéme peut s’écrire :

PO) = T (y; — N5 avec I k;=n.
Les u; sont les valeurs propres de 'endomorphisme f.

Nous allons montrer maintenant que ce polyndme caractéristique
appartient a4 I'idéal annulateur de I’endomorphisme f, c’est-a-dire qu’il
est divisible par », et qu’en outre il ne posseéde aucune racine p; qui ne
soit une racine ); de w, seul 'ordre de multiplicité des racines }; dans »
et P Eouvant étre différent.

e polynéme P étant indépendant de la base choisie pour E, prenons
celle qui a donné 4 la matrice de f la forme triangulaire trouvée en
V, 2, 3 (fig. 7) et cherchons son polynome caractéristique. Le détermi-
nant d’une matrice triangulaire étant évidemment égal au produit des
éléments de la diagonale principale, le polyndéme caractéristique est :

P= TI(,— M)&i
ot §; est 'ordre de la matrice M,, c’est-a-dire la dimension de I’espace vec-
toriel annulé par (e —[f)* ; et on voit qu’il est divisible par :

w = I} — M4
puisque : Vi a; < B
En d’autres termes, f qui annule » annule aussi P. f vérifie Péquation
P(f) = Ob ou, si ’on préfére, toute matrice M qui représente f vérifie
P(M) = 0.

Signalons le cas particulier trés important ot toutes les racines de P
sont simples ; c’est un cas particulier du cas déja particulier envisagé en
(V, 2, 3) ol toutes les racines de = étaient simples. Cette fois-ci :

Vi o; == B; = 1.
La matrice de 'endomorphisme est diagonalisable, mais, en outre, tous
ses coefficients a; = }; sont deux & deux distincts. Dans ce cas, la seule
connaissance des racines du polyndme caractéristique fournit immédia-
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tement la matrice diagonale semblable & la matrice donnée. Quant au vec-
teur propre correspondant & la valeur propre X, ce sera la solution, uni-
que a4 une homothétie prés, de I'équation linéaire :

f(ei) = )‘iei“

Remarque : Dans ce dernier cas, il est aisé de montrer directement
qu’il existe une base de vecteurs propres. Il existe en effet par hypothése
n valeurs }; deux 4 deux distinctes et pour chacune d’elles un vecteur
e; 5~ 0 tel que f(e;) = \e, Montrons par récurrence qu’ils forment une
partie libre. Supposons que ce soit vrai pour ey, ..., ¢; 1, mais que l'on ait

i1
e; = Z a¥e;, avec des coefficients «* non tous nuls (puisque ¢; 54 0). On a :

k=t i1

fle) =hey =17 2 akey,
k=1

Mais, d’autre part :

i1 . i1
f (Z mkek > = 2 )‘Ica'kek?

k=1 =1
d’ol1, en rapprochant les deux valeurs de f(ey) :
i1

D Oy — Npake, = 0
k=1

ce qui, puisque ey, .., e; 1} est une partie libre et qu’au moins un o* est
différent de zéro, exigerait ); = ), or cela est contraire & ’hypothése.

Exercice 40. — f étant un endomorphisme et A une de ses valeurs propres
on appelle sous-espace propre correspondant & A Vensemble des vecteurs x
tels que :

f(x) = Ax

1° Montrer que la somme des sous-espaces propres correspondant & des
valeurs propres différentes est une somme directe.

2° En déduire que la condition nécessaire et suffisante pour que 1'une des
matrices de f soit diagonale est que E soit la somme directe des sous-espaces
propres de f ; ou encore, que la dimension de chague sous-espace propre soit
égale & I'ordre de multiplicité, comme racine du polyndme caractéristique, de
la valeur propre associée.

Une application linéaire qui vérifie cette propriété est dite « & spectre
simple ».

3° Montrer que toute application linaire & spectre simple et a valeurs pro-
pres différentes de zéro est inversible. Donner une condition nécessaire et
suffisante portant sur les valeurs propres de l'application pour que celle-ci
soit identique & son inverse (rapprocher du résultat de l'exercice 33).

4° a) f et @ étant deux endomorphismes d'un espace vectoriel de dimen-
sion finie, montrer que si f est & spectre simple, la condition nécessaire et
suffisante pour que f et @ commutent est que les sous-espaces propres de f
soient invariants par o.

Quelle forme particuliére cette condition prend-elle quand f a toutes ses
valeurs propres distinctes ?

b) Montrer que ce résultat permet de retrouver celui de 'exercice 24.

¢) Montrer comment ce résultat permet aussi de préciser celui de I'exer-
cice 33 relatif au produit de deux involutions.

d) De facon plus générale, & quelle condition doit satisfaire un endomor-
phisme pour commuter avec une involution ?

Appliquer cette condition & chacun des types d'involution de R3.
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Exercice 41. — Soit E un espace vectoriel de dimension n sur un corps
K, e1, eg, ..., e, une base de E, f une application linéaire de E dans lui-méme.
Soit x1 un vecteur de E ; on pose

xg = flxy) ... xp = flxy,__1) = f"~=1(x;) ... etc...

On considére le sous-espace vectoriel F engendré par les vecteurs Xp

1° Montrer que si p est le plus grand entier tel que X1, X2, ..., Xp soient
linéairement indépendants, ces p vecteurs forment une base de F. Si F coin-
cide avec E tout entier on dirg, dans la suite, que x; engendre E. Quelle est
alors la valeur de p?

2° On suppose que la matrice A de f par rapport & la base e, ey, ..., €, est
diagonale. Montrer que pour qu'il existe un vecteur x; engendrant E, il faut
et il suffit que les valeurs propres de f soient deux & deux distinctes. (On
posera x3 = 3 fle, et l'on cherchera la condition pour que les vecteurs
X1 ... X, soient linéairement indépendants).

3° On suppose que le vecteur x; engendre E. Quelle est la forme de la
matrice A’ de f par rapport & xi, ..., x, ? On désignera par g, I'élément situé
dans la i#me ligne et la derniére colonne de cette matrice. Montrer que ie
polynéme caractéristique de A’ est

PO = (— D[\ — a =1 —q, a—2— . .. —a]

Vérifier directement que, conformément & la théorie générale, I’application

linéaire P(f) est 'application nulle.

CHAPITRE VII

STRUCTURE AFFINE

§ 1. DEFINITION

1. Groupe simplement transitif.

Soit un ensemble E, et soit G un groupe de permutations de E (ou
bijections de E sur E), ¢’est-a-dire un sous-groupe du groupe symétrique
de E. On dit de ce groupe G qu’il opére sur E. (Cf. A.P.M. I, 11, 5). Nous
rappelons les résultats suivants : un couple (x,y) d’éléments de E étant
donné, on peut se demander s’il existe u € G tel que y = u(x). L’exis-
tence d’un tel u définit sur E une relation d’équivalence dont les classes
sont nommées « classes d’intransitivité » (les éléments d’'une méme classe
sont ceux qui sont susceptibles d’étre envoyés les uns sur les autres par
les bijections du groupe 8). Le groupe G est dit transitif sur ’ensemble E
s’il existe une seule classe d’équivalence dans E. 1l est dit simplement
transitif, si, pour tout couple (x, y), il existe une seule bijection de G qui
envoie x sur y. On peut la noter uxy, et on écrit :

= ll;x:g (.’L‘).
L’él1ément inverse dans G, c’est-a-dire la bijection réciproque, envoie
y sur x. Si I'opération de G est notée additivement, on a donc :
uyg;"—':‘“‘uxy.
La bijection composée de uzy et uy. envoie x sur z, c’est donc I'uni-
que bijection u.:, et on a (toujours en notation additive) :
Ugz == Uzy ~+ Uyz.

2. Définition de la structure affine.

Ceci posé, soit un ensemble E, dont les éléments seront appelés
points, et un espace vectoriel T sur un corps commutatif K,

On dira que E est un espace affine ou a une structure affine par rap-
port a'T, si le groupe additif de T opére sur E de fagon simplement tran-
sitive.

Il existe des espaces affines. En effet :

Un espace vectoriel est un espace éfﬁne par rapport a lui-méme.
Soit T un espace vectoriel sur K. Soit t €T, et t € T fixe. L’application,
que nous nommerons translation,

H: T—>T
T zHit=y=Bk
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est une bijection. L’ensemble (T) de ces bijections forme, quand ¢ dé.
crit T, un groupe isomorphe au groupe additif de T. D’autre part, si I'on
se donne x et y, il existe un # et un seul tel que x --¢=y. Donc, le
groupe (T) opére sur T de facon simplement transitive.

_ En identifiant ¢ et (f), on dira que le groupe additif de T opére sur
lui-méme de fagon simplement transitive. T recoit alors une structure
d’espace affine par rapport a lui-méme, un méme élément de T pouvant
étre considéré comme point de 'espace affine ou comme vecteur de I’es-
pace vectoriel. Les deux relations :

X y=x 41 y = H(x)
ont le méme sens et peuvent donc étre utilisées I'une pour I'autre. Cepen-
dant, originellement, la premiére formulation concerne trois vecteurs
z, y, t de T, la deuxieme deux points x et y de ’espace affine et un vec-
teur { opérant sur cet espace.

_ Inversement, si E est un espace affine par rapport 4 un espace vec-
toriel T, on peut doter E d’une structure d’espace vectoriel isomorphe
2 T. Soit en effet a € E fixe, par définition de la structure affine :

VeEE 1teT = Ha) *)

Réciproquement, puisque T opére sur E :
vie T d!lx€E = Ha).

(Quand on voudra rappeler que ¢ est le vecteur de T tel que x = #(a), on
Pécrira t,,).

Il y a donc bijection entre E et T : un point x de E, correspondant
au vecteur ¢, de T. En posant que cette bijection est un isomorphisme,
on dote E d’une structure d’espace vectoriel. L’espace vectoriel ainsi défini
est appelé espace vectoriel d’origine a et est noté T,. On peut associer
un tel espace vectoriel @ toul point a de E.

3. Structure affine et structure vectorielle.

Dans ce qui précede, structure affine et structure vectorielle appa-
raissent comme intimement liées, mais elles doivent cependant étre soi-
gneusement distinguées. On remarquera :

1° Que si E est un espace affine par rapport & T, les structures d’es-
pace vectoriel isomorphes 4 T qu’on en a déduit sont deux & deux dis-
tinctes et qu’il n’y a aucune raison de faire jouer & 'une d’elles un réle

rivilégié : doter un ensemble d’une structure affine, c’est, en effet, consi-
érer, au contraire, que tous ses éléments sont appelés 4 jouer le méme
role dans la question étudiée.

2° Que les translations non nulles d’un espace vectoriel n’en sont pas
des automorphismes (le transiaté d’une somme n’est pas la somme des
translatés, le zéro n’est pas invariant..). Au contraire, dans un espace
affine, la translation {,; réalise un isomorphisme de T, sur T; : c’est un
automorphisme de la structure affine, c’est une bijection qui est affine
(voir plus loin la définition de ce mot), ainsi que sa réciproque.

-3° Le corps K opére sur I’espace vectoriel T, et T opére sur 'espace
affine E, mais K n’opére pas sur E. La donnée d’une structure affine
sur E, par rapport 4 T, ne fournit aucun moyen canonique de faire cor-
respondre un ¢lément de E & un couple (3, m) de K X E.

(x) J !selit : « il existe un et un seul ».
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La notion d’espace vectoriel précéde logiquement la notion d’espace
affine, si, comme nous l’avons fait, on fait intervenir la premiére notion
dans la définition de la seconde. Mais il est possible de procéder en sens
inverse : c’est ce que fait Pexposé traditionnel de la géoméirie élémen-
taire qui introduit d’abord un ensemble de points (le plan, ou I'espace),
puis un groupe particulier de bijections (les translations au sens élémen-
taire du mot), qui est simplement transitif et dont on montre ensuite que
chaque translation est caractérisée par un « vecteur », la composée de
deux translations étant caractérisée par la « somme géométrique » des
deux vecteurs correspondants.

§ 2. VARIETES LINEAIRES AFFINES

1. Définition.

Soit a un point de E, T, I'espace vectoriel d’origine a, H un sous-
espace vectoriel de T et H, ~ H le sous-espace correspondant de T,, que
nous considérons aussi comme un ensemble de points de E. Soit un vec-
teur fixe t € T et soit m un point qui décrit H,. On appelle variété affine
paralléle 2 H I’ensemble des points #{(m). Si m = u(a), on peut écrire :

t(m) = (t +- u)(a) .
u est un vecteur de H et décrit H considéré comme espace vectoriel quand
m décrit H, considéré comme espace affine.

I’ensemble tt+u; u€ H{est une classe d’équivalence de T
mod H.

Par tout point de I'espace affine, il passe une variété affine paralléle
4 H et une seule. Ce postulat d’Euclide généralisé résulte du fait que la
relation d’équivalence xRy <= x -y &€H détermine une partition
de T,, donc de E.

Il faut observer que cette partition et la famille des variétés affines
parall¢les 4 H sont indépendantes de a. En effet, si on avait procédé de
méme 4 partir d'un point b avec le méme vecteur t € T, on aurait cher-
ché 'ensemble des points :

ftm) ;m&Hyl =1 {+wb ;u&€Hi.
Mais (¢t + w)(b) = -+ u+ t,)(a). Or, ({4 u-}1t,)@ est la variété
affine paralléle & H définie par le vecteur & -} {5.

2. Barycentre.

Nous nous proposons maintenant d’exprimer que des points de
Pespace affine appartiennent 4 la méme variété.

Soient des points x,, x; d'une variété affine V, x, étant un des points
et {x;! désignant un ensemble de points olt i décrit un ensemble I fini
ou infini d’indices (si I est ’ensemble 1, ..., n, nous considéronc done n 4 1
points x,, &3, ..., T,, parmi lesquels nous particularisons le point x,).

Les ¢léments de V sont déduits de a par ¢+ u, u décrivant H et ¢
étant fixé ; pour ¢ nous pouvons prendre f,.,. Et pour les points z;, on a:
taa:,- = ta:co + txoxi;

les vecteurs t.,; pour tout i €1 étant des vecteurs de H.

Toute combinaison linéaire finie

E A faya; (; € K, %, = 0 sauf pour un nombre fini d’indices)

i1
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appartient aussi 4 H et le vecteur
taw = taz, + E A oy
. . il
définit un point £ de V. On a:
lox = taa:[, -+ E e (taxi—-- taxo)

il
= lazy (1— 2 2) + 3 & Laa;
el iel

que 'on peut écrire si on désigne par I la réunion de I et de 10} :
\
tamz 2‘ a"i taxf,
i1
ol les «; sont des scalaires nuls sauf un nombre fini d’entre eux qui
vérifient :
2 a; = 1.

iel
Si les A; non nuls sont au nombre de n, les «; sont au nombre de n 4 1,
en général, (de n, si ¥ X =1).
il
Si on avait pris b comme origine, on serait arrivé a une relation
identique ; en effet, la précédente peut s’écrire :

Lo + bty = Z (tab + tbmi) a;
i1
= lay Z a; 2 &y tba;i
ier il
by == 2 & Loy (D.
i1
Il en résulte qu'on peut donner un sens a I'égalité :
i1
sous réserve que Za; == I, ce sens étant I’égalité entre vecteurs de H écrite
en (1), égalité vraie quel que soit b.
Cette égalité (2) entre points de V définit un point x 4 partir d'un
nombre fini de points de V. On I'appelle le barycentre des points x; affec-
tés de coefficients «; (Za;, = 1).

3. Indépendance affine. Dimension d’une variéié.
Si les vecteurs fyy; constituent un systéme de générateurs de H, tout

vecteur de H peut étre mis sous la forme X\f:.; et tout point x de V
eut étre obtenu sous la forme Zex; (avec Za;== 1), c’est-a-dire comme
arycentre d’'un nombre fini de points x; affectés de coefficients conve-

nables.

Si, plus particuliérement, les vecteurs f.; constituent une base de

H, tout  de V pourra étre mis sous forme de barycentre des points x;

d’une facon et d’une seule, c’est-a-dire avec des coefficients déterminés.

Si la dimension de H est un nombre fini p, la dimension de la variété

V est par définition égale a4 la dimension de H. Tout point de V sera alors

obtenu d’une fagon et d’une seule comme barycentre de p -}- 1 points de
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X cotrre?temer'lt choisis. Pour que ces p -|- 1 points x,, z;, <. &, le soient,
est nécessaire et suffisant que les p vecteurs correspondants | toya;
3 . » s » r b ® !
soient linéairement indépendants, ¢’est-a-dire que :

D
D Mt =0 => Vi 3=0

i=—1
2
ou Dy — ) =0 => Vi 3=0
==l
)4 »
ou — D hitegy, + Y Nty =0 => Vi 3=0
f==1 =1

ce qui peut s’écrire :
»
Nty =0 => Vi y,=0
=0
les p; étant p + 1 scalaires tels que :
= 0.
Réciproquement, si ‘

b4
N\
Z iley; =0 avec Ip,=0
iz=0
entraine que Vi p,;== 0, les vecteurs f, ., sont indépendants. La condition
nécessaire et suffisante trouvée :

P
ZPﬂttazi=O
1==0
) = Vi ou=0

»
Z p =0
i==0

reste la méme si on remplace a par un autre point b, car
1 »

? »
P‘itami = tg 2 Wi + E ] tbwi = E Mg tbmj
0 1==0 =0

== i=0

ce qui permet d’écrire, sous réserve que Sy, = 0, la condition Sp.t,,, =0,
vraie si on remplace a par n’importe quel point de E sous la forme :

»
Z wit; == 0.
=0
Quand les p vecteurs fy ., sont linéairement indépendants, on dit que
les p 4 1 points x,, r; sont affinement indépendants et, avec la notation
que I'on vient d’introduire, la condition nécessaire et suffisante pour qu’ils
le soient s’écrit :

D
E =10

i=0

= Vi p =0
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Revenons maintenant au fait que nous avons trouvé, en passant, que

n

2 uites; avec By == 0 était un vecteur indépendant de a et ceci quel que
T
i=0 "
it n. Si les z; appartiennent & une méme variété affine V, nous pouvons
Scl);tcgr a1 en un I%)int de V. Cette somme devient la somme de vecteurs
de H (sous-espace vectoriel auquel V est paralléle). Elle est donc uré vec-
teur de H. !z, } étant un ensemble fini de points, nous avons donc donné

un sens aux expressions : o
Sax; avec To,= 1 qui représente un point de la variété a laquelle appar-

tiennent les x;, .
et Dua; avec Zp,= 0 qui représente un vecteur du sous-espace parallele

a cette variété. ‘
Prenons en particulier deux points x; et 2 affectés c}es c?efﬁclex.lts 1
et — 1 ; x2 — x1 représente le vecteur t, — typ, qui est égal & taw, ¢
T2 — T1 =tz x, .

Soit alors un point quelconque ¢ ; la notation :
n
c + 2 il avec Zp; =10
=0

a un sens et représente le barycentre des points ¢, Zg, L1, .0y Tn affectés des
coefficients 1, pg, 1, ooy tps

n
c + E Wiy = d (1)
=0
Revenons & I'égalité vectorielle que traduit cette égalité. Cest :

n
tee+ O Witas; = taa

=0

qui peut s’écrire :

n
2 Wilas; = tog— tac = tgo=d—c.
i==0
L’égalité (1) devient:
¢4 (d—c)=d.
’ 1 ’ ’ teur de I'espace
La somme d’un point de I’espace affine et d’un vec e
vectoriel associé est upne notation qui prend désormais un sens et repré
sente un autre point de I'espace affine.

Exercice 42. — Montrer que 'intersection d'une famille de_ vcu'iétés‘ iiAneon-
res affines est vide ou est une variété linéaire m‘ﬁne.e. En déduire que si ’e‘?t
une partie de E, il existe une plus petite variété affine contenant A et qu'elle

est 'ensemble des barycentres des points de A.

4. Variétés paralléles au sens large.

1l s’agit de généraliser la notion de droites paralléles & un plan.

Soient H et K deux sous-espaces vectoriels de T tels gue KcHcT.

Toutes les variétés paralléles & K sont dites paralléles a

5. Variétés linéaires affines supplémentaires.

Soient deux sous-espaces vectoriels de T tels que :
HO®K=T.

On peut montrer qu'une variété paralléle & H et une variété paral-
léle & K ont toujours un point commun et un seul. Si on prend une ori-
gine a et T,~ T d’origine a, une variété paralléle &4 H est 'ensemble des
points déduits de a par I’ensemble des translations :

H4|-t t fixe appartenant 4 T,
et une variété parallele 4 K est I'ensemble des points déduits de a par
I'ensemble des translations :

K45 s fixe appartenant & T,.
Les vecteurs t et s s’écrivent d’une seule facon :
t==ty + 1y tx et sy €H
$ =8y -} Sk tx et sx €K

et on peut dire :

S+Km3ﬂ+K.

Considérons le point i déduit de a par la translation #y - sx ; ce point
appartient aux deux variétés. Il est unique ; en effet, un autre point
commun j devrait étre déduit de i par une translation ¢; appartenant 4 H
et 4 K, qui ne peut donc étre que nulle.

Réciproquement, si deux familles de variétés affines paralléles res-
pectivement 4 deux sous-espaces vectoriels H et K sont telles que deux
variétés quelconques appartenant respectivement aux deux familles aient
toujours un point commun et un seul, les deux sous-espaces H et K sont
supplémentaires. Il est d’abord évident que HNK =101, car si H et K
avaient un élément commun ¢4 0, les variétés passant par a auraient en
commun le point a 4 {. Pour prouver que H et K sont supplémentaires,
il reste donc 4 prouver HO®K =T, Soit L. un supplémentaire de HOK
par rapport 4 T :

T=HOKO®L.
Supposons que L contienne un vecteur u, différent de zéro et soit «
I'image de l'origine a par la translation u, et soit la variété paralléle & H
passant par «; considérons son intersection avec K, qui, en vertu de
Phypothese, est un point b ; le vecteur {,, appartient & K. Ceci signifie
donc qu’il existe un vecteur us € H tel que :
Uy, + Ug == tab E K
u,, + Uy ““"tab:'—"-o'
zéro est décomposé en trois vecteurs appartenant aux trois sous-espaces

supplémentaires. De I'unicité de la décomposition, on déduit u, = 0, ce
qui est contraire a ’hypothése.

§3. APPLICATIONS AFFINES

1. Définition.

Considérons un espace affine E par rapport 4 un espace vectoriel S
sur un corps K et un espace affine F par rapport 4 un espace vectoriel T
sur le méme corps K, et soit u une application de E dans F. On dira que
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¢’est une application affine si elle respecte la structure d’espace affine.
Cette définition peut étre précisée de deux maniéres dont on établira
’équivalence.

1™ définition : Une application affine est une application dans la-
quelle Pimage du barycentre d’un ensemble de points est le barycentre
des images, affectées des mémes coefficients :

V i xi ; V i [« %3 ; Vél‘iﬁant E%&': 1
u(Zmﬂi) = Eotiu(mi).

2° définition : Soit a quelconque, mais fixe, et son imagg u(a)_ ; un x
quelconque déterminé par le vecteur r—a €S _et u(x). de_termme par
u(z) — ula) € T. L’application u est dite affine si 'application :

x—a ——> u(x) — ula)
est une application linéaire de S dans T :
u(x) = ula) + v tE€Ss ve 2@S,D.

I1 est immédiat que la deuxiéme définition entraine la premiere. Soit
en effet x le barycentre des points ! x;} affectés des coefficients «; tels
que So; == 1.

x = Dox; signifie {,, = Dat,,; .

On a donc u(x) = ula) + v(t,,) = ula) 4 Sew(ly,; ).

Mais comme Z«; = 1, on peut multiplier u(a) par Z«, et ceci donne :
u(x) = Sa;[ula) + v(ty,,; )] = Seu(x).

Pour montrer que la premiére définition entraine la deuxiéme, il
faut vérifier que si u(a + t) = u(a) + v(t), v vérifie :

v(At) = w(t) ; (1)

v(ts -+ t2) =v(t1) + v(t2). @
La premiére de ces égalités équivaut & :

u(a + M) —ula) = r(b) an.

Or, a - M peut étre considéré comme le barycentre de a et a - affectés
des coefficients 1 — X et A, ce qui donne :
u(a + ) = (1 — Nula) 4 rula -+ t)
= (1 — »ula) + rula) + rw(d)
‘ = u(a) -+ 2w(d),
c’est-a-dire I'égalité (1.
L’égalité (2) est, de méme, équivalente a :
ula + t1 + t2) — u(@) = ula + 1) —ula) + u(a 4 t2) —u(a), )
ou encore : u(a + t1 +t2) = ula 4+ t1) + ula+ t2) —ula) 9.
Mais a -+ t -tz peut étre considéré comme le barycentre de a -+ 1,
a--ts, a affectés de 1, 1 et — 1 respectivement, et la conservation du
barycentre par Papplication u donne Pégalité (2). L
Si on convient, généralisant la terminologie de I’espace euclidien
considéré comme espace affine sur R3, de désigner a -+ f; + {» comme
le quatriéme sommet du parallélogramme de sommet a construit sur les
vecteurs t; et ts, cette deuxiéme propriété peut aussi s’énoncer. « L’image
par une transformation affine d’un parallélogramme est un parallélo-
gramme. »

Exercice 43. — ) Définissant un parallélogramme dans un espace affine
sur un corps K comme un ensemble ordonné de quatre points (a, b\, ¢ d) tel
que b— a = c—d, montrer que I'on a d—a = c — b, c'est-a-dire que
(a, d, ¢, b) est un parallélogramme.
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b) Montrer l'accord de cette défintion avec celle utilisée ci-dessus (parallé-
logramme construit & partir d’un point sur deux vecteurs t; et ta).

¢) Montrer que si la caractéristique de K est différente de 2, la propriété
““Aa, b, ¢, d) est un parallélogramme ** est équivalente & ' les couples (g, ¢)
et (b, d) ont méme milieu "',

d) Montrer que, si K est de caractéristique 2, si (g, b, ¢, d) est un parallé-
logramme, il en est de méme de (s(a), a(b), slc), s(d)) quelle que soit la
permutation ¢ € 4.

Exercice 44. — La composée de 2 applications affines est une application
affine.

Exercice 45. — L'image par une application affine d'une variété linéaire
affine est une variété linéaire affine.

L'image réciproque d'une variété lindaire affine est vide ou est une variété
linéaire affine.

Exercice 46, — Les notations étant celles du présent paragraphe, le graphe
d’une application affine de E dans F est un sous-ensemble de E X F; ce der-
nier a une structure d'espace affine par rapport au produit S X T.

La condition nécessaire et suffisante pour qu‘une application de E dans F
soit affine est que son graphe soit une variété affine dont la projection sur
E soit tout E.

2. Groupe affine de E.

Dans le cas o F=E, on peut considérer les applications affines
de E dans E. Si on ne considére que celles qui sont %1jectives, on voit
qu’elles forment un groupe. En effet, la composée de deux bijections est
une bijection et la composée de deux applications affines est une appli-
cation affine (exercice 44).

D’autre part, la bijection identique est une application affine. Enfin,
la bijection réciproque d’une application affine donnée par

y = u(x) = ula) + vix—a)

est donnée par x=u—1(y) = a + v~y —u(a))
qui est bien une application affine puisque v, application réciproque
d’une application linéaire, est linéaire.

Ce groupe des bijections affines est appelé groupe affine de E.

§ 4. ENSEMBLES CONVEXES

Supposons maintenant que KoR.

On appelle segment [a, b] 'ensemble des éléments
M +pb avec At p=1 LA&ER+ pE€RT.

Ceci posé, nous dirons qu’une partie d’un espace affine est convere
si elle contient tout segment [a, b] dont elle contient les extrémités a et D.

On voit immédiatement que Pintersection d’une famille de parties
convexes est convexe. On peut donc définir la plus petite partie convexe
qui contient une partie A d’un espace affine. On lappelle enveloppe
convexe de A.

Exercice 47. — Montrer que 'enveloppe convexe de A est I'ensemble des
barycentres positifs des points de A, c’est-a-dire des barycentres de tout sous-
ensemble fini x4, X2, ..., x, de points de A affectés de -coefficients
o1, 02, -, &, & RF. (On montrera que ces barycentres doivent appartenir
& I'enveloppe convexe et que leur ensemble est convexe).



CuAPITRE VIII

EQUATIONS LINEAIRES

§1
1. Généralités.

Toute equatlon a pour origine une relation R entre éléments de deux
ensembles E et F, et la résolution de I’équation désignée par z,Ry
(resp. *Ry,) est la détermination de l’ensemble des éléments y de F
(resp. x de E) qui sont en relation avec I'élément donné x,€ E (resp.
Yo € E).

La situation plus favorable & laquelle on s’efforce de se ramener
(théorie des fonctions implicites, uniformisation des applications réci-
proques de C dans C, etc...) est celle o la relation est une application f
d’un ensemble E dans un ensemble F et olt I'élément donné appartient
a4 F. Une équation associée 4 'application f est écrite :

[(@) == y,.
-1

La résoudre n’est donc pas autre chose que de déterminer f(y,).
La remarque suivante, bien qu’évidente, doit étre faite, car elle est
le principe de toute discussion d’équation :

Pour qu’il existe des solutions, il est nécessaire et suffisant que
Yo € [(E).
LT en est ainsi, Pensemble des solutions de Péquation est le sous-

ensemble f(yo) (qui n’est pas vide).

2. Equations linéaires.

L’équation est dite linéaire si f est une application linéaire d’un
espace vectoriel E sur un corps K dans un espace vectoriel F sur le méme
corps K (que nous supposerons ici, comme dans tout ce qui précéde,
commutatif).

Ici, nous savons que si y, € f(E), f(yo) est constituée par une classe
d’équivalence modulo le noyau de application, ou encore, en considérant
—1

E comme espace affine sur lui-méme, f(y,) est la variété linéaire affine

paralléle & f(O) et passant par z,, C’est-d-dire que si x, est une solution
quelconque fixe de I’équation, toutes les autres sont données par

r=2z,-}+u ol uEf(O),
ce que 'on peut énoncer :
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On obtient toutes les solutions d’une équation linéaire en ajoutant a
une solution particuliére de I'équation toutes les solutions de Uéquation
sans second membre.

(I_J’équation (x) = 0 est dite équation sans second membre ou encore
équation homogene associée a I'équation f(x) =y,).

3. Equations et systtmes d’équations linéaires.

On peut se trouver en présence d’un systéme d’équations linéaires
si Fi} (i €1, ensemble arbitraire d’indices) étant une famille d’espaces
vectoriels sur le méme corps K, et si, pour chacun d’eux, une application

fi:E~—>F,
ayant été définie, on doit trouver x € E tel que :
Vi€l fix) =1y, 7, €F, ),

les y, étant donnés.

Si nous considérons le produit cartésien F = IIF; muni de sa struc-
ture naturelle d’espace vectoriel et si nous définissons une application f,
qui & x € E fasse correspondre I’élément (f(x)) dont chaque composante
est 'image de x par Papplication de méme indice, le systéme d’équa-
tions (1) aura mémes solutions que I’équation

f@) = (g) (2.

Réciproquement, une équation du type (2) a mémes solutions que le

systéme d’équations

Viel prof(x) =y,
pr; désignant la projection sur le sous-espace F; (notation introduite dans
Pexercice 18).

Il n’y a donc aucune différence essentielle entre une équation et un
systéme d’équations. On préférera généralement Iécriture sous forme
d’équation unique s’il s’agit d’une étude théorique, celle sous forme de
systeme pour une résolution effective.

4. Exemples d’équations linéaires.

1° E est ’'espace des fonctions réelles dérivables définies sur R, F est
Iespace de toutes les fonctions réelles définies sur R. L’application f est
Papplication qui 4 ¢ € E fait correspondre u¢ 4 v¢’, u et v étant deux
éléments fixes de F, et ¢’ désignant la dérivée de ¢, application dont on
vérifie immédiatement qu’elle est linéaire. L’équation est de la forme :

up -+ vy’ =w.

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre. (On définirait
de facon analogue les équatlions du second ordre, les systémes d’équations
différentielles, etc...).

2° E est un espace vectoriel quelconque. F= IIF; (i € ), tous les
F, étant égaux a K. Chaque application f; est alors une forme linéaire.
Dans ce cas, on dit qu’on a affaire a4 des équations scalaires.

On peut se ramener i ce cas dés 'instant qu'on connait effectivement
une base (¢;;i€1) de F. On Peut, en effet, comme nous 'avons vu ci-
dessus, considérer, au lieu de 'application f : E —> F, les applications

priof : E—> Ke;
(prief)(x) = ole; e K,

telles que
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Mais, si e* désigne la forme coordonnée d’indice i sur F, on peut aussi
considérer les formes linéaires ¢! sur E définies par :

¢t = elof.
L’équation f(x) =y, x€E y,€F aura mémes solutions que le sys-
téme d’équations scalaires
viel H(x) = ot
Si yO = Eaie,"
(les «f doivent étre nuls sauf un nombre fini d’entre eux).
Pratiquement, la détermination d’'une solution x se fera par celle
de ses coordonnées £ par rapport 4 une base (m)de E. (x = 3¢ a, les &
sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux).
L’équation scalaire d’indice 7 :
gi{x) =o' ou <, ¢ >=ual
s’écrit encore :
T B < a9t >=al
Mais les scalaires < ay, ¢’ > sont connues, dés que Papplication [ est
connue (les donner est équivalent & donner f). Si on les désigne par u; -
Péquation d’indice i s’écrit :

Tul B = ot

§ 2. CAS DE p EQUATIONS SCALAIRES
SUR UN ESPACE DE DIMENSION FINIE n

I. Rang d’un systéme.

Considérons le systeme

<X, @t > =ual i=12,..p
qui s’écrit, avec les notations du paragraphe précédent,

b4 .

Y e =a i=12..,p.

h=1

Ce systéme de p équations scalaires & n inconnues scalaires équivaut & :
u(x) = (a¥),
u étant une application linéaire de E dans K».

On donne du rang d’un tel systéme les deux définitions suivantes :
1) le rang du systéme est le rang de Papplication u, c’est-a-dire la dimen-

sion de u(E), (ou encore le rang de la matrice (y.{)).

2) Le rang du systéme est le rang du sous-espace V du dual de E engen-
dré par les p formes linéaires, c¢’est-a-dire le nombre maximum de formes
linéairement indépendantes qu'on peut extraire de ces p formes.

Ces deux définitions sont équivalentes car, d’aprés la premiére, le
—1 —1
rang r= codim u(0). Or, u(0) est constitué par le sous-espace annulé

par toutes les formes de u, c’est-a-dire que u(0) = VY. Or, on a vu (exer-
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cice 26) que codim V! =dim V. Done, r = dim V (*). On peut encore
remarquer que n—r est la dimension de la variété affine décrite par
les solutions.

Nous allons maintenant indiquer deux schémas de résolution d’un
tel systéme (*¥).

2. Discussion.

Le premier est surtout théorique, mais met clairement en évidence
les résultats de la discussion (théoréme cla-ssique de Rouché-Fontené).

Supposons que le systéme soit de rang r, c’est-a-dire que r des for-
mes linéaires ¢f, soit par exemple ¢, ¢2, ..., ¢" soient linéairement indé-
pendantes, les autres ¢"+1, .., ¢?, s’exprimant comme combinaison linéaire
des premiéres. On peut construire une base du dual en prenant ¢, ¢2, ..., ¢
et en complétant. On peut alors choisir comme base de E 1a base duale,
c’est-a-dire que o¢l,¢2 ...,9" seront des formes coordonnées. Soient
71, 92, ..., 7* les coordonnées de x dans cette base :

<, 9f > =i
Par conséquent, les r premiéres équations du systéme s’écrivent :
Al = al
72 = u?

,'i" — &f
Quant aux p—r suivantes, on obtient leur forme en se rappelant que
pour tout j>r, ¢/ est une combinaison linéaire des ¢(1 <i<r) et est
donc de la forme
o =Xol -+ Mo? 4- ... -+ Mo’
que ’on a en conséquence :

Vi>r < T, ol > =3 < T, 9t > =TI,
Les p—r derniéres équations s’écrivent :
Vi>r S o = o,

Or, les valeurs de « sont fixées par les p premiéres équations. Pour que
le systéme ait des solutions, il est donc nécessaire que les seconds mem-
bres vérifient les p —r relations.

4
j=r+1,r4+2,..,p o= Nat
=1

Or, dire que (o) vérifie p — r relations, c’est dire qu’il annule p —r for-
mes du dual de K?; ces p—r formes sont visiblement indépendantes

(*) Chaque ligne de la matrice u donnant les composantes de la forme linéaire
correspondante par rapport aux formes coordonnées et le rang du sous-espace V étant
donc celui du systéme des vecteurs lignes, nous retrouvons d’ailleurs simplement ici
le fait signalé en IV, 3, 5, que le systéme des vecteurs lignes et le systéme des vec-
teurs colonnes d’une matrice ont méme rang (qui est le rang de la matrice).

(**%) Nous ne rappellerons pas ici la méthode bien connue de résolution et de dis-
cussion qui utilise les déterminants. Les déterminants permettent de donner explici-
tement les valeurs des coordonnées £; des solutions en fonction des coefficients ) et

des gi. L’intérét en demeure cependant plus théorique que pratique, du moins si P'on
entend pratique au sens du calcul numérique. .
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uisqu’une d’entre elles et une seule contient chacun é{es af. La condit’ion

ge possibilité du systéme est donc que («)) appartienne a I'orthogonal d’un
sous-espace de dimension p— r de K#*. Cet orthogonal est de dimension
p—(p—r)=r. Nous retrouvons le fait que u(E) est de dlmensmn’ r.

D’autre part, si («f) appartient bien & ce sous-espace, les coordonnées
Nyi1 .. My D sont soumises 4 aucune condition. )

On retrouve le fait que la solution «, dont r coordonnées sont fixées
et les autres arbitraires, décrit une classe modulo un sous-espace de
dimension n—r, c’est-a-dire, encore, une variété linéaire affine de
dimension n-—r.

Le résultat de la discussion peut étre résumé sous la forme suivante :
La condition nécessaire et suffisante pour qu’'un systéme de p équations
scalaires & n inconnues scalaires

i) =af i=12..,p o

de rang r ait des solutions est que les « seconds membres » o' satisfassent
aux relations linéaires qui lient les formes o'. L’ensemble des solutions
est alors une variété linéaire affine de dimension n—r.

3. Un procédé pratique de résolution.

Au lieu de transformer la matrice de I'application u par un chan-
gement de la base de E, simplifions-la par un changement de la base de
F = K», comme nous avons appris a le faire (ef. I, 5, 3). La r{latrlce
prendra une des formes indiquées alors. Sur cette forme apparaitra la
dimension de f(E), donc le rang r du systéme (alors appelé p). Et en se
placant dans le cas général (celui de la troisicme forme, c’est-a-dire
n>r, p>r), les équations s’écriront :

P B R N L e B Ve e
e a2 a2 e 2 =

e e A e W=
0= Br+1

0=4pr

(Les 8,82, ..., 82 sont des combinaisons linéaires des af, (3") représentant
le méme vecteur de K? que («/) mais décomposé dans la nouvelle base).

Sur cette forme on voit apparaitre les p— r conditions de possibilité

Br+1 = ﬁr—}—2 ==,,, == BP =0,

(On retrouve encore le fait que u(E) est de dimension r). D’autre part,
ces conditions étant supposées réalisées, on voit qu'on peut déterminer
£t ...t de maniére unique en fonction de &r+1... &%, la ri®me ligne donnant
¢, la r — 1i¢me ligne £7—1 et ainsi de suite, de proche en proche. £+3, ..., €
sont donc arbitraires et on retrouve le fait que la solution est une classe
modulo un sous-espace de dimension n-—7.
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Il s’agit bien ici d’'une méthode pratique de résolution qui a ’avantage
de fournir a la fois le rang du systéme, les conditions de possibilité et
les solutions.

4. Autre interprétation du systéme.

Récrivons le systéme sous forme d’une équation vectorielle unique.
tular) + ... 4+ Erula,) = y,.

Elle peut s’interpréter en disant qu’on cherche 4 décomposer le vecteur
Y, de F en vecteurs £u(a;) colinéaires aux n vecteurs u(a;) ... u(a,), les n
composantes définissant I'inconnue x, cette décomposition étant possible
si et seulement si y, appartient au sous-espace engendré par les vecteurs
u(a,), et étant alors de facon unique ou non suivant que ces vecteurs
forment une partie libre ou non.
_, Cette maniére de présenter le probléme peut étre pédagogiquement
intéressante pour n et p au plus égaux a 3.

o

CHAPITRE IX

FORMES BILINEAIRES
ET FORMES QUADRATIQUES

§ 1. PROPRIETES GENERALES

1. Formes bilinéaires. Espace £ (E, F ; K).

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps K. Nous
avons déja défini (VI, 2, 1) les applications multilinéaires et en particu-
lier les formes multilénaires. Nous allons maintenant étudier plus parti-
culiérement les formes bilinéaires défintes sur E X F, c’est-a-dire les
applications :

f:EXF —>K
satisfaisant a :
Vz,a€E VyE€F f(x:1+ 22, 9) = flx, y) + flxz, y)
VyL,y2 €F Vx&€E [z, y1 + yo) =[x, y1) + f(x, y2)

Vr&€E Vy€F $ { [, Ay) = Mz, y)
Vi€K 3 fOx, y) = Mz, y).
Observons que Yensemble des formes bilinéaires sur E X F :
2 (E,F; K)

a une structure d’espace vectoriel sur K, avec les définitions suivantes :
VxE€EVyEF f+9 @y =[xy + g,y
Ve€E VyE€F V3I€K ) (x, y) = Mz, ).

Supposons les espaces E et I rapportés respectivement a des bases (a;)

et (b)) et soient x = Bxla;, y = T y/b;. La bilinéarité de f entraine que :

i@, y) = Dy f(a, by 1)
(2%

la sommation étant étendue & tous les indices i et j si E et F sont de
dimension finie, 4 tous les couples (en nombre fini) d’indices i et j pour
lesquels x'yi 5~ 0 si E ou F, ou E et I sont de dimension infinie.
Considérons les applications ¢, définies par :
. i =k

9iay, by) =1 9iax, b)) = 0 si non f ’ —1
c’est-a-dire qui s’annulent pour tout couple d’indices différent du cou-
ple (G, j). On peut écrire :

c?dj(x: y) == xiy’
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et par conséquent :

YVeE€EE V yEF flx, y) = 42;‘ %'(x, fa, b))

;== f(a;, by
Vx&€E, Vy&€F flx, y) = 2 9 (X, ).
0

Cette sommation est étendue a tous les couples d’indices (7, j) si Eet F
et par conséquent E > F sont de dimensions finies.

On voit sous cette forme que les ¢; constituent alors un systéme de
générateurs de I'espace £ (E, F ; K). Comme elles sont lindairement indé-
pendantes [méme démonstration que pour les formes coordonnées en (IV,
3’,'4)-], elles constituent une base de 2. La forme bilinéaire f peut alors
s’éerire :

el en posant :

-
f= %‘ ®4jPij

et est déterminée par la donnée des oy qui sont ses coordonnées dans la
base | @4 ! .

Par contre, si E X F est de dimension infinie, les formes ¢, consti-
tuent encore une partie libre, mais ne constituent plus un systéme de
générateurs de (. En effet, de la méme facon que les formes coordonnées
n’engendrent pas I'espace dual tout entier (voir exercice 23), les formes ¢
engendrent seulement espace des formes qui ne prennent une valeur dif-
férente de zéro que pour un nombre fini de couples (a?, b7).

2. Cas o1t E et F sont de dimensions finies.

Soit :dimE=m ; dim F = n. £ (E, F ; K) sera de dimension mn et
la donnée d’une forme bilinéaire est, dans ce cas, la donnée des mn coeffi-
cients «;. Ces coefficients peuvent étre rangés en une (m, n)-matrice A
(m colonnes ; n lignes ; i indice de colonne ; j indice de ligne). La quan-
fité :

71 . "
fle, y) = Z o XY’
(%
peut alors étre obtenue comme le produit de la matrice ligne

xt
(yiy? ...y ... y») de la matrice A et de la matrice colonne ( : )

om
Oly ooovens B, ‘ ol \
fla, ) = @igz..ym) | oo
\“11 ------- &ml ‘ mm‘
N
La matrice colonne X = ( ) représente le vecteur x.
xln

-

S
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Quant & la matrice ligne, c’est la transposée de la matrice colonne
/y} N
Y= ( ) qui représente le vecteur y. On pourra donc écrire :
yn
fx, y) = YAX
si A est la matrice qui définit la forme f.

3. Cas E = F. Définition de la forme quadratique associée.

Placons-nous dans le cas ot E=F. La restriction de Papplication
E X F —> K a la diagonale définit une application Q de E dans K
(qui prend pour valeur la valeur de la forme bilinéaire quand les élé-
ments x et y sont égaux).
Q:E —> K Qlx) = f(z, ©).
Cette application est appelée forme quadratique associée a la forme
bilinéaire f.
Elle jouit de la propriété d’homogénéité suivante, conséquence de la
bilinéarité de [ :
Q) = fOx, M) = ¥*f(x, x) = 22Q(x)
QOx) = ¥Q(x).

Si E est de dimension finie, la matrice A est carrée et la formule
f(x, y) = T a;xix’ donne :

L

Q@) = X ay(a)? +(;l) (ay + o)),
33

i=1

la sommation 2 portant sur 'ensemble des C,2 combinaisons de deux
(%.9)
entiers compris entre 1 et n.

Nous remarquons, sous cette forme, que seule la somme des coeffi-
cients a;; -+ a; pour toute combinaison (i, j) intervient dans I'expression
de Q. La méme forme quadratique provient donc d’une infinité de formes
bilinéaires, seuls les coefficients de la diagonale principale et la somme
des coefficients symétriques par rapport a cette diagonale étant déter-
minés.

Parmi ces formes, une seule est symétrique ; c’est celle pour laquelle
on choisit des coefficients §;; tels que :
P e v
by=Pi= —75—
(cette forme symétrique n’existe donc que si K n’est pas de caractéristi-
que 2). La forme quadratique associée a cette forme bilinéaire symétrique
s’écrira :
%
Q) = X afxh? + 2 D) B i)
i=1 (4,9
(en remplacant «; par «;). Si nous excluons le cas des corps de caractéris-
tique 2 on pourra donc toujours @up};))oser qu'une forme quadratique, dont
on sait qu’elle provient d’une forme bilinéaire, provient d’une autre forme,
celle-ci symétrique.
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Sachant qu’une application de E dans K est une forme quadratique
(done qu’elle provient d’'une forme bilinéaire et par conséquent d’une infi-
nité de telles formes), ef, sans aborder pour le moment la question des
conditions pour qu’il en soit ainsi, nous pouvons déterminer ces formes
bilinéaires. Soit Q la forme quadratique et f une des formes bilinéaires
cherchées telles que :

flx, ) = Q).
Considérons Qx +y) =f(x 4+ y,x 4+ y) qui en vertu de la bilinéarité

s’éerit :

Qx+y =[@,2) 4,y + [y, %) + [y,

= Q@) + @, ) + fy, ) + Q).
Cette égalité donne la valeur de f(z, y) 4 f(y, ) pour tout couple (z, y).
[, y) + [(y, ) = Q@ + y) — Q@) — Q).
Si on choisit pour f la forme symétrique, f vérifie :
Q@+ y) — Q@) — Qy)
2

et est parfaitement définie par cette égalité (*).

f, ) =

f est la forme bilinéaire symétrique associée a Q, appelée aussi forme
polaire de Q.

Quant aux autres formes bilinéaires auxquelles est assopiée la
forme Q, remarquons que nous pouvons les obtenir toutes en ajoutant
4 la forme polaire une forme bilinéaire alternée quelconque. En effet,
pour que g soit une telle forme, il est nécessaire et suffisant que g —f
soit une forme bilinéaire et vérifie :
donc que g — f soit une forme bilinéaire alternée.

Remarque 1. Une forme quadratique peut d’ailleurs étre définie
comme une application de E dans K satisfaisant a :
Q) = 22 Q(x)

WD =AW =W _ 1 )

soit une forme bilinéaire. On vérifie immédiatement que f(x, x) est bien
égale a Q(x) car :

et telle que :

fla, @) = Q2 ) ; 2Q@) _ 4Q@ —;— 2Q@) Q).

Par conséquent, cette définition est équivalente a celle que nous avons
donnée.

Remarque 2. On peut écrire :

Q@+ =Q +2fxy + Q)
Q@—y) = Q) —2 flx, y) + Qy)

(+) Un caleul analogue aboutit & I’expression :

@ g = Q) + Q(y)2- Qe —y)
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car f(x, —y)=—f(x,y) et Q(—y) = (—1)2Q(y). Dot en ajoutant :
Qe+ 1) + Qlz—y) =2 [Q@) + Q] ().

Exercice 48. — Soit E un espace vectoriel sur R, et Q une application de
E dans R, vérifiant les conditions suivantes :

1° Pour tout couple (x, y) d’éléments de E, on a
Q) QU+ ¥+ Qkx—y) =2 Q) + 2 Oy
2° Pour tout couple d'éléments fixes (x, y) de E V'opplication de R dans R
définie par A ——> Q (x 4 Ay) est continue.
Montrer que si I'on pose :
Qix + y) —Q x—y)
4

f est une forme bilinéaire symétrique sur E, dont Q est la forme quadratique
associée.

fix,y) =

Remarque 3. Toute application linéaire de E dans lui-méme qui
conserve une forme quadratique conserve sa forme polaire et réciproque-

ment :
flu@,umy)] =fla,y) <> Q) =Qx).

4. Influence des changements de base sur l’expression d’une forme bili-
néaire (espace de dimension finie).

Nous avons vu que :
fle,y)) ="YAX
ce qui donne, dans le cas E=F, pour la forme quadratique associée :
Q@) ='"XAX.
Soit 4 effectuer un changement de base dans E, donné par la matrice
de passage M, tel que :
X=MX Y=MY".
L’expression de f(x, y) dans la nouvelle base est :
CMY)AMX ="Y'MAMX.
On voit que la forme bilinéaire est exprimée dans la nouvelle base par
une nouvelle matrice :
A'="MAM.
Cette formule est & rapprocher de la formule du changement de base
pour un endomorphisme : A’=M—1 A M. Les considérations qui suivent
vont expliquer analogie et différence entre ces deux formules.

(*) Quand nous aurons donné, ultérienrement, dans certains cas, & Q(z) le sens
du carré de la longueur du vecteur x, cette formule se traduira par le théoréme dit

¢« de la médiane » (la somme des carrés de deux cotés d’un triangle, ete..) ou sa
variante : la somme des carrés des quatre c4tés d’un parallélogramme est égale a la
somme des carrés des diagonales.
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§ 2. ISOMORPHISME £ (E,F ;&) ~ £ (F, 2 (E, &)
ET SES CONSEQUENCES

1.

Considérons les applications bilinéaires de E X F dans G;E FetG
étant trois espaces vectoriels sur le méme corps K, de dimensions finies
ou infinies.

Théoréeme : o (E,F;G) ~ 2 (F, 2 (E, G)). .

Soit f une application bilinéaire de E X F dans G. Si on fixe y&€F
égal & une valeur ¥, la correspondance :

Yo r > f (x: y o)
est une application linéaire de E dans G qu’on pourra noter gy,. Nous
avons donc défini une application :
Y EF —> 95, € 2 E G .
Vérifions que cette application est linéaire :
Vx&€E gy+z, (@) =flx; Y, + z,) = fCx, Yo) flx, Zo)
== Gy, (@) + 9z, (),
done, gy, +z, = gy, -+ .-
VZEE gy, @ = [ ) =x(x y) =244y, (),
done, ¢ry, = A Gy, .

L’Z\};’)plficatioy (1) appartient donc a 2 (F; 2 (E,G).

Ainsi, nous avons défini une application :

LEF;6) —> £(F; 2®EG),

faisant correspondre & f I'application (1) et dont nous allons établir qu’elle
est un isomorphisme.
a) D’abord, elle est linéaire. Soient en effet :
f€ e(EXF; & y—>9y
QEB(EXF;G) y"*"!’.‘l
L’image de f -+ ¢ est Papplication qui, a gy, fait correspondre I’application

u, définie par :
u, @) = (f + ¢ @ )
= f(z, ) + o(x, y)
== g,(x) + $, (@),
done, u, =g, + ¥ .
Ceci étant vrai pour tout y € F, l'application y ——> u, est bien la
somme des applications y g, et y —-——-—9 by )
De méme, 'image de Af est une application qui a g, fait correspondre
’application y, définie par :
Vz€E y,@ = 0f) @) =M@, y) =1rg,®),
done, ¥, = Ay )
et cecixgtantggrai pour tout y € F, I'application y ——> 1y, est bien le
produit par A de application y —> gy '
b) Ensuite, elle est injective : gardons les mémes notations et sup-
posons f 7= ¢. 11 faut comparer y —> gyety —> Yy
¢ => 3 (x, Yo) . y,) #+ o(xy, Yo)
done, 3y, 9y, (@) 7= by, (Xo),

et leurs images

VzEE
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ce qui implique : g, = {,,, ce qui signifie que les applications y —> ¢,
et y —> ¢, sont distinctes.

¢) Enfin, elle est surjective. En effet, si on a un élément de :

2(F. 2 € ®),

c’est-a-dire une application linéaire :

o > Gy (1)
oll g, représente une application linéaire en z, on peut définir une appli-
cation :

o (x,y) —> [z, y) =g,),

et cette application est bilinéaire (linéaire en x du fait de la linédarité de
g, linéaire en y du fait de la linéarité de I’application (1)). C’est donc un
élément de 2 (E,F; G).

L’isomorphisme est donc établi.

Remarque : Si, plus généralement, on considére T'ensemble des
applications du produit cartésien de deux ensembles dans un troisiéme
ensemble et si, dans le raisonnement précédent, on néglige ce qui est
relatif & la linéarité des applications, tout en conservant le reste, on arrive
au fait qu’il existe une bijection entre :

FEXF,G et 97(1«*, g-(E,G)).

Si on désigne par a, b, ¢ les cardinaux des trois ensembles, il en
résulte que ce? cardinal du premier ensemble est égal & (c2)? cardinal du
deuxiéme ; d’on1 I’égalité entre nombres cardinaux :

cab — (ca),b.

2. Application aux formes bilinéaires. (Cas E = F ; G == K),

£ (E,K) est le dual E*. Le théoréme précédent s’écrit donc :
L(E,E; K)~ £(EE*.
A toute forme bilinéaire f sur E? correspond une application linéaire
g de E dans E* qui, & y € E, fait correspondre la forme linéaire sur E,
g(y) précédemment notée g, et définie par g,(x) = f(z, y).
g:y€E —> g, €E*
Or, g,(x), valeur en x de la forme linéaire g, est la valeur de la forme
bilinéaire canonique < x, g, > ou, avec la nouvelle notation, < x, g(y) >.
On peut donc écrire :
flx, g) = <z, 9(1) >.
On peut naturellement définir de fagon analogue I'application :
y: e &€ E —> y, € E*
avec v,(y) = f(x, ), et v, sera notée dorénavant y(x). On aura encore :
flx, ) = <y, y(x) >.
Supposons E de dimension finie et rapporté 4 une base (e), et E*

rapporté i la base duale (¢/). L’application y est alors définie par la don-
née des éléments de E* :

y(e,) = }2 oy €f

(notation conforme & ce qui a été prévu en 1V, 4, 6°).
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On retrouve l'expression de la forme bilinéaire f écrite en (IX, 1, 1) ;
et on constate I'identité des coefficients «; introduits & priori ou comme
nous venons de le faire, donc Pidentité de la matrice de Papplication
bilinéaire avec la malrice de I'application .

D’auntre part, remarquons que 'application v de E dans E* admet
pour transposée une application de E** dans E ; mais nos espaces étant
4 un nombre fini de dimensions, E** peut étre identifié¢ & E et la trans-
posée de y est une application de E dans E* définie par :

<@,y >=<z vy >
Mais comme on avait f(xr,y) = < v(x),y > = <, 9(y) >, on voit que
Papplication g n’est autre que la transposée de Papplication y.

Remarquons enfin que le fait que [ soit symétrique est équivalent
4 y=g, c’est-a-dire g ="g.

Changement de base : Supposons maintenant qu’on prenne une noi-
velle base a; de E, et soit (a’) la nouvelle base duale de E*. On sait que
la matrice de y avec les nouvelles bases se trouve en écrivant :

8 E.

fes) (T

#*
E E

d
PR ()
¥ = Ilf.* OYOI}E&
ot I, représente 'identité dans E rapporté & deux bases différentes, et
Ie» lidentité dans le dual rapporté aux deux bases duales, le changement
se faisant en sens inverse. Mais I'identité dans le dual est la transposée
de I'identité dans E (’égalité
< u(@), y* > = < x, ‘uly*) >
de la théorie générale, devenant
<z, y* > =<z uly*) >,
done, u(y*) = (y*). Or,ona vu (IV, 3, 5) que les espaces E et F étant rap-
portés a des bases et leurs duals aux bases duales, la matrice de 'appli-
cation u de E dans F est la transposée de la matrice de Papplication ‘u
de F* dans E*. Appliquée ici, ot1 I représente E* et F* représente E (par
identification avec E**), cette régle montre que la mairice de I:» est la
transposée de la matrice de Ir. On retrouve donc :
A="MAM,

cette formule prenant ici le sens d’une formule de changement de base
pour 'application linéaire v.

3. Orthogonalité.

Deux vecteurs x et y d’'un espace vectoriel E sont dits orthogonauzx
ou conjugués par rapport a la forme quadratique Q@ s’ils annulent la
forme polaire de Q. Cette relation est symétrique.

e e
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Nous avons donné précédemment (IV, 2) une autre définition de
Porthogonalité concernant deux éléments x et x* appartenant respective-
ment a E et E* :

rda* <= <z, >=0.
Or, fl, 1) =0 <= <x,7v(y) >=0 <> <y, g >=0.

Par conséquent, dire : deux éléments d’'un méme espace vectoriel
sont orthogonaux par rapport & ¢, équivaut &4 dire : un de ces éléments
est orthogonal 4 I'image de I'auire dans le dual par la transformation v
(resp. g).

Si nous cherchons alors I’ensemble des éléments orthogonaux par
rapport &4 ¢ 4 un élément x, c’est 'ensemble des éléments orthogonaux
(a Tancien sens du mot) & I'élément g(x) du dual ; c’est donc un hyperplan
de l'espace, sous-espace de codimension 1, si g(x) 54 0.

§ 3. FORME CANONIQUE DES FORMES QUADRATIQUES
SUR UN ESPACE DE DIMENSION FINIE

1, Décomposition en carrés.

Seit nn la dimension de Pespace. Il peut arriver que la forme quadra-
tique Q(x) = f(z, x) s’annule sur tout E. Laissons ce cas & part et sup-
posons :

3 aq flai, a1) - 0 ; done g(ai) == 0.
Considérons I’hyperplan :
H1= t M f(al,:c) =0}
a; nappartient pas & H; car flai, @1) 5= 0.

II peut arriver que Va & Hi, f(x, x) = 0. Supposons qu’il n’en soit

pas ainsi et que :
Ja: &€ H;  flaz, a2) 4 0, donc glaz) 5= 0.

Les vecteurs de H, orthogonaux 4 as forment un hyperplan de H,
done un sous-espace vectoriel de E de dimension n— 2, soit Hs, qui est
Iensemble des vecteurs orthogomaux & a; et az. 11 se peut que
Vx&€ H: f(x,x) = 0. 8l n’en est pas ainsi :
asdax
as & az

dimlen—-—l,

as = ay

das f (a?u 03) Ea 0 as 5= as

Nous considérerons I’hyperplan Hz de He de dimension n-— 3 for-
més des vecteurs orthogonaux a ai, a2, as et ainsi de suite. Nous pour-
suivrons ce processus jusqu’a ce que nous fombions sur un sous-espace
H, de dimension n — r tel que :

V€ H, Qx) = f(x, ) = 0.
Il en résulte que si x et y sont deux vecteurs de H,, on a f(x, y) = 0

Qu+mmqm»Q@>
5 .
r peut étre égal a4 la dimension n de P'espace ou inférieur 2 n, et on
a mis en évidence r vecteurs ai az ... @, qui sont deux 4 deux orthogonaux
Ces vecteurs ont été choisis de facon telle qu’ils forment une base d’un
sous-espace supplémentaire de H,. En effet :
E = Ka; @Hh H; = Ka: @D Hz, H,,_,_1 = Kar @D H,..

(en vertu de f(x, y) =

\



— 118 —

Si donc r=n, ai,az..a, constituent une base de E. Si r< n, en
prenant une base de n—r vecteurs dans H,, nous compléterons
(a1, az ...a,) en une base. Nous pouvons donc énoncer :

Une forme quadratique étant donnée sur un espace vectoriel de

dimension finie, celui-ci posséde une base formée d’éléments deux a deux
orthogonauz.

Les vecteurs de cette base vérifient :

Vl’#f fla,a) =10
VEQI‘ f(aiﬁai)?éo
Yi>r fla,a) =10

Par rapport a cette base, la matrice de la forme f prend donc la forme
diagonale (*), les n — r derniers coefficients de cette diagonale étant nuls.

[, ) = 2 el
f==1

. L’intérét de cette décomposition est que la valeur de r est une pro-
priété intrinséque de f indépendante des choix successifs de ai, az ..., etc...,
c_’eSft-a-dlvre m'dépendante u choix de la base. En effet, r est la codimen-
smn,de H, qui est I'ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs
de l'espace (puisqu’ils sont tous orthogonaux entre eux et orthogonaux
aux Ye»cteurs ai, az ... a,). En utilisant la premiére définition de I’orthogo-
nalité, nous voyons que H, est donc 'orthogonal de I'image dans le dual
de tout I'espace E.

o H, == g(E)*.
D’olt (voir exercice 26) r = codim H, = dim g(E), r est un invariant de f.
On I'appelle le rang de la forme quadratique (c’est aussi le rang des
applications g et y et le rang de la matrice A).

2. Signe des coefficients des carrés. Signature d’une forme quadratique.

Nous allons maintenant supposer que K < R ou du moins que K est
un corps totalement ordonné, et nous allons montrer que, dans ce cas,
le nombre des coefficients «; positifs est aussi une propriété intrinséque
de la forme, invariante par changement de base.

Supposons en effet que nous ayons deux décompositions en carrés :
— V'une par rapport & une base (a,) avec p coefficients positifs et r-p coef-
ficients négatifs ;
— Pautre par rapport 4 une base (b)) avec ¢ coefficients positifs et r-g
coefficients négatli)fs. ? 1 > P serd

On peut toujours ranger les éléments de ces bases de fagon que les
p coefficients positifs de la premiére forme et les q coefficients positifs de

(*) La diagonalisation obtenue ici de la matrice de la forme bilinéaire ne doit
pas étre confondue avec la diagonalisation recherchée précédemment des matrices
d’endomorphismes. Nous avons vu que la matrice de f était celle de lapplication g,
application de E dans E*. La diagonalisation que nous venons d’obtenir diagonalise
cette matrice au prix d’un changement de base dans E et d’un changement corrélatif
dans E* (puisqu’on suppose toujours Ex rapporté & la base duale). Le probléme est
done tout différent de celui de diagonaliser une matrice d’endomorphisme grice 4 un
seul changement de base, celui de ’espace E sur lequel est défini ’'endomorphisme.
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la deuxiéme forme soient les premiers. Considérons les sous-espaces
engendrés, le premier par :

Upi1y Qpy2 oo Gy Qpit o @y de dimension n—p
le deuxiéme engendré par :

by, bz ... by de dimension ¢
Pour tout vecteur x du premier : Q(x) <0.
Pour tout vecteur x40 du deuxiéme : Q(x) > 0 (strictement).
11 y aurait donc contradiction pour les vecteurs non nuls de 'intersection
et ‘celle-ci doit étre réduite a zéro. Or, la somme des dimensions des deux
sous-espaces est n— p -+ q. Si q était supérieur 2 p, cette somme serait
supérieure a n et Pintersection ne pourrait étre réduite & zéro. Donc q < p.
Mais on montrerait de la méme fagon que p ne peut étre supérieur a g et
on conclut p = q. p est un invariant.

On appelle signature d'une forme quadratique la donnée des entiers
qui caractérisent la nature de la décomposition en carrés. Ce pourra étre
les trois entiers :

pr—p n—r
qui indiquent que la forme décomposée en carrés posséde :
p carrés a coefficients positifs,
r— p carrés a coefficients négatifs,
n—r carrés A coefficients nuls.

Cas p = r. Dans ce cas, la forme diagonalisée ne comprend que des
carrés 2 coefficients positifs. Elle s’écrit par rapport & toute base formée
de vecteurs deux & deux orthogonaux :

7
Q@) = 2 afah? o> 0.
==
Si, plus particuliérement, p=r=n:
ki
Q@ = 2 a(ah? %> 0.
Cette forme ne prend que des valeurs positives, et la valeur zéro seule-
ment si toutes les coordonnées du vecteur sont nulles.
Qx) =0 = x=10.
Une telle forme est dite définie positive.

Si p=r < n, la forme ne prend aussi que des valeurs positives ou
nulles, mais elle peut prendre la valeur zéro pour des vecteurs non nuls
(vecteurs appartenant & H,). On dit qu’elle est semi-définie positive.

Notons enfin que des vecteurs colinéaires 4 des vecteurs orthogonaux
sont orthogonaux. Si le corps K contient les racines carrées de ses élé-
ments positifs (ce qui est vérifié pour K =R), on pourra remplacer les
vecteurs aiaz ... a, par des vecteurs Aidy, 20z ... A\.a, tels que :

QOuar) = (\)?*Qa1) = = L.
Par rapport & la nouvelle base ainsi choisie, la forme quadratique
s’exprimera par :
L
Qx) == 2 e{ah)? avec g;= - 1, — 1 ou 0.
=1

Cest le cas, par exemple, de I'espace de la relativité restreinte oll on

considére la forme :

Q@) == (a1)? + ()2 + (@) — (x)?
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avec xt, 22, 23 coordonnées d’un point dans R? et x*=ct, c représentant
la vitesse de la lumiére et t le temps.

3. Cas r =— n. Identification de E et E*.

Revenons au cas oll r = n. L’application g est un isomorphisme. On
sait (voir exercice 24) que E et E* peuvent étre isomorphes d’une infinité
de facons, mais qu'aucune ne réalise un isomorphisme canonique ¢ pour
lequel on aurait, quel que soit 'automorphisme u de E :

< u(x), gouly) > =< x, o(y) > (1.

Mais si f joue un réle particulier, il est naturel de considérer plus
particuliérement I'isomorphisme g et on peut convenir d’identifier E* et E
au moyen de g.

L’égalité (1) n’est alors pas réalisée pour tous les automorphismes u,
mais pour ceux qui vérifient :

flu(x), u(y)) = f(x, y)

égalité équivalente & P'égalité (1), oll ¢ est fait égal 4 g. L’isomorphisme
établi par g est donc respecté par tous les automorphismes qui conservent
la forme bilinéaire f & laquelle g est associée, et par ceux-la seulement.

Cette identification une fois faite, on voit se confondre les deux défi-
nitions de Uorthogonalité. En effet :

2° définition : zhy <> flx,y) =0 siea&E y&E,

1™ définition : xdkg(y) <> < x,9(y) > =flx,y) =0
six&€E g(y) € E*.

Si on identifie g(y) et y, toute différence disparait, mais il importe de
noter que la définition de I'orthogonalité de deux vecteurs de E n’est pas
intrinséque pour la structure d’espace vectoriel de E ; elle est relative a
une structure plus riche correspondant 4 la double donnée d’une struc-
ture d’espace vectoriel et d’'une forme quadratique, choisie une fois pour
toutes, qu’on appelle forme quadratique fondamentale.

Par exemple, dans R3 rapporté a un triédre orthonormé Oxyz, cette
identification signifie qu’on assimile le vecteur de coordonnées (u, v, w) &
la forme linéaire :

(x,y,z) —> ux + vy + wz

forme qui a pour coordonnées (i, v, w) dans la base duale. Que les deux
vecteurs U (u, v, w) et U’ (', v, w’) soient orthogonaux s’écrit alors avec
nos notations < U, U’ > =0 ou aw’ 4 vv’ + vw’ = 0, c’est-a-dire que U’
appartient au plan nx -} vy 4 wz = 0.

Sous-espaces orthogonaux. Nous supposons toujours r = n. Soit H
un sous-espace de E. Il a, suivant la premiere définition de 'orthogonalité,
un orthogonal H' dans E* et dim H' = codim H. Il a, suivant la deuxieme
définition, un orthogonal K dans E qui est ’ensemble des vecteurs de E
orthogonaux & tous les vecteurs de H, et qui a pour image H’ par I'isomor-
phisme g de E sur E*. K est donc un sous-espace de E et

dim K == codim H.
8i, de plus, la forme quadratique est définie positive, seul 0 peut étre

orthogonal a lui-méme, par snite HNK = 10} et K est un supplémen-
taire de H.
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§ 4. — NORME ET DISTANCE ASSOCIEES
A UNE FORME QUADRATIQUE DEFINIE POSITIVE,
ESPACE EUCLIDIEN. ESPACE HILBERTIEN REEL.

Etant donné un espace vectoriel de dimension finie ou infinie sur R,
une forme quadratique sur cet espace est dite définie positive, si elle ne
prend que des valeurs positives ou nulles et ne s’annule que pour le vee-
teur nul.

La forme bilinéaire symétrique associée &4 une forme quadratique défi-
nie positive est appelée produit scalaire. Le produit scalaire de deux vec-
teurs est la valeur de la forme pour ce couple de vecteurs et sa nullité
exprime Porthogonalité de ces deux vecteurs. On rencontre pour le pro-
duit scalaire de x et y les diverses notations suivantes :

x.y, <z,y> &y, @y, [zy], etc.

On peut associer & toute forme quadratique définie positive une
norme et une distance.

Définition générale d’une norme :

Une norme sur un espace vectoriel E sur R (ou sur C) est une appli-
cation de E dans R+ qui au vecteur x & E fait correspondre le réel posi-
tif ||lzf, appelé norme de x, et qui satisfait aux trois conditions suivantes :
1) e =0 <= =10,

2) Vi€ R (ou €) Il = 1] |z},
3 e+ gl < fiell =+ Nl
Cette derniére condition est souvent appelée inégalité triangulaire.

Lorsqu’une norme est définie sur un espace vectoriel, celui-ci est qua-

lifié de normé.

Exercice 49, — Montrer que dans un espace vectoriel normé la boule unité
Eoxiflx]l <11 est convexe. '

Norme relative @ une forme quadratique définie positive sur un espace
vectoriel sur R.

Soit Q la forme quadratique, et f sa forme polaire. On pose :
e = V flx, ) = Vv Q).
Montrons qu’elle satisfait aux axiomes des normes.
Q(x) =0 entraine x = 0 puisque la forme est définie positive.
L al= V000 = V@ = I [a.
Enfin, 'inégalité triangulaire sera établie par Pinégalité de Schwarz. Soit
flx + iy, x + iy) ; cette quantité doit étre positive ou nulle pour tout 2.

Elle peut s’écrire :
@) + D, g) + 2, )
et, pour que ce trindme en ) soit positif ou nul pour tout 2, il est néces-

saire que :
. (@, ]2 < flx, ) X f(y, p) (1
(inégalité de Schwarz). Nous en déduisons :
i, )l < I}xii [yl
Or x4yl =1+ y, x4y = |z + |y 4 2f(z, y)
S Jlel - 1P - 2]l [y
lle + Yl < (el + ylb=.

Remarque : Observons que I’égalité entre les deux membres de (1)

signifie qu’il existe A tel que f(x 4+ Ay, x-~Ay) =10, ce qui entraine
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x -+ Ay = 0. Autrement dit, ’égalité entre les deux membres exprime que
les vecteurs x« et y sont colinéaires.

Cosinus de U'angle de deux vecteurs.
Il est défini par :

Tl Ty o
quantité qui est toujours comprise entre — 1 et - 1, en vertu de I'inéga-
1ité de Schwarz.

Exemple : Soit E= ¢ ([0, 1], R), espace vectoriel des fonctions réel-

les sur [0, 1] ; on peut considérer la forme :
1

fle, ) = ﬁ Dy dt
qui est bilinéaire et associée a la forme quadratique :
1
x(bdi

0
définie positive puisqu’elle ne s’annule que pour la fonction nulle ; la
norme d’'une fonction sera :

iy T

et le cosinus de deux fonctions sera :

1
f; x(Hy(Ddt
1 A1
\/ f x2(t)dt J y2(t)dt
0 0

Distance. On appelle distance, de deux vecteurs d’un espace vectoriel
normé, la norme de leur différence :
d @, y) = e —yl.
C’est une application E2 —> R+ qui satisfait aux axiomes suni-
vants :

cos V= @ y)

cos (x, y) =

d@x,ypy=0 <> =y
d (z,y) =d (y, x)
d@,p €d(@x,2) +dp.
Cette distance est invariante par translation :
dladz,a+y =d& .

Distance sur un espace affine par rapport & un espace vectoriel normé T.
On peut définir une distance sur E, en posant pour tout couple de
points (p, q) de E : 4, D =t
b, Q) == . . :
ot t,, est le vecteur de T repnése;ltanft la- translation de E qui envoie p
sur ¢.
Cette distance est invariante par toutes les translations de E.
Terminologie. On peut donner le nom d’espace de Hilbert a tout
espace vectoriel sur R, muni d’'une forme quadratique, définie, positive.
Mais une terminologie plus précise distingue :
1) les espaces préhilbertiens réels, de dimension infinie ;

i ‘\'”“"“*"‘““”’""’“W"“‘"““WWWWWWW
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2) les espaces hilbertiens réels ou « de Hilbert, réels », de dimension infi-
nie et complets pour la distance associée 4 la norme (cf. A.P.M. 1;1IV, 1) ;
3) les espaces euclidiens, de dimension finie, qui sont toujours complets
(ceci sera démontré dans A.P.M. III ; ef., dés maintenant, I'exercice 50
pour I'espace euclidien de dimension 2). Ce cas peut éire considéré comme
un cas particulier du précédent.

Le terme d’espace euclidien est aussi utilisé pour désigner I'espace
affine et métrique associé 4 un espace vectoriel normé du type précédent.

Base orthonormée d’un espace euclidien.
Nous avons vu (IX, 3, 2) que I’on pouvait choisir, pour un espace de
dimension finie, une base formée de vecteurs q;, deux & deux orthogonaux
L
et tels que la forme quadratique sécrivait Q) = 2 s;(xh)32, avec

¢g=- 1, — 1 ou 0. Pour un espace euclidien ol la forme Q) est définie,
positive, il existe donc des bases telles que :

Q@) = 2 @

Une telle base caractérisée par le fait que les éléments de la base ont
tous pour norme 1, et sont deux & deux orthogonaur, est dite base ortho-
normée.

Par rapport a elle, le produit scalaire a pour expression :

(xly) = Zlﬂy‘.

On a en particulier (zla,) =

La i*me coordonnée d’un vecteur est donc le produit scalaire de ce
vecteur par le i®me pecteur de la base.

Remarque : 11 faut bien noter que le fait, pour une base, d’étre ortho-
normée m’est pas une propriété intrinséque pour la structure d’espace
vectoriel, mais une propriété relative 4 la forme quadratique fondamen-
tale choisie. Inversement, choisir une base quelconque d’un espace vec-
toriel et la déclarer orthonormée revient a choisir une forme quadratique.
En effet, < a;, ga;) > est connu (sa valeur est 3;) pour tout couple (i, j) ;
done, f(a; a;) I'est aussi et par conséquent f(x,y) aussi pour tout cou-
ple (z, y).

Plus généralement, on peut considérer une famille orthonormée, for-
meée de vecteurs a;, de norme 1, deux & deux orthogonaux. Une telle famille
est une partie libre, car :

W
Ve Dda,=0 => Vk (afV)=0 => Vk Xe=0.
i=1

11 suffit donc qu’une telle famille ait un nombre d’éléments égal 4 la
dimension de 'espace pour qu’elle en constitue une base.

Exercice 50, — On considére ‘espace vectoriel V des solutions de I’équa-

tion différentielle
y' 4+ 2ay 4+ b2 fa?)y =0
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(a et b constantes données ; a > 0).
Déterminer une base B de V.
On définit un produit scalaire dans V par

2w

b {5b
tyy2l = /o e2az yy yg dx
Calculer son expression en fonction des coordonnées de y; et y2 dans B.

Caleuler Jly|- )
Déterminer une base orthonormée de V.
Définir une suite de Cauchy. Montrer qu’elle est convergente.

Reprendre les mémes questions avec le produit scalaire suivant :

o
lyi, vel =f yiyzdx.
0

§ 5. ISOMETRIES DE L’ESPACE EUCLIDIEN

1. Toute isométrie de Pespace euclidien est une transformation affine.

Nous venons de voir que si T est un espace vectoriel de dimension n
muni d’une forme quadratique définie pqsﬁ}ve Q, on peut lui dqx}n?r une
structure d’espace vg;:tpriel normé, et, 4 Pespace affine associe E, une

ructure d’espace metrique. oo .
Stru%ﬁiic%ong les iso‘mé%ries de cet le's%gcte métrique, ¢’est-a~dire les appli-

i ns E qui conservent la distance. )

catmﬁsm(}: a%g?xg Svu ccIIue les translations de l'espace affine E étaient des
isométries ; il en résulte qu’on peut composer une isométrie avec une
translation de maniére & obtenir une isométrie laissant invariant un
point O de Pespace affine, ou que toute isométrie est le produit d’une
iranslation et d’une isométrie laissant un point invariant. o

Considérons alors 'espace vectoriel To ayant ce point O pour origine
ot une isométrie u de E laissant O invariant. u peut étre consldéré comme
application de Ty dans lui-méme, donc:, aussi de T dans lul—meype,let nous
sommes ramenés & chercher les applications u de T dans lui-méme qui
conservent la distance donnée ici par d (z,y) =V Qlx —1y), c’est-a-dire
les applications u qui vérifient :

Qx — y) = Qulx) — u¥y))
et, & cause de l'invariance de O :
Q(x) = Q(ulx).

Mais si f est la forme polaire de Q, les produits scalaires relatifs & Q

sont donnés par :
Q@) + Q) — Qlx —1y)
(xly) =[x, y) = 5

—_ —
et (u@u(y)) = @), uly) = Qu@ - Q(u(y))2 Qu(x) ()
Dol : (xly) = (@) uly)).
Le produit scalaire est donc conservé par u.
11 en résulte que si (a;) est une base orthonormée de T, les vec-

’aut a deux
rs u(a,) sont, dune part, de norme 1, et d’autre part, deux a
t)el‘gﬁigoéalex. Iis sont au glombre de n, ils constituent donc une base ortho-

normée de T.

|
i
-
.
i ]
|
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Mais si x est un vecteur de T, on a :

k3
T == 2 Tia,

i=1

avee x'=f(z, a,).

On a par suite : fu(x), ulay)) =z

L
et : u(x) = 2 xula,).
=1
u est donc un automorphisme de I’espace vectoriel T, qui transforme
toute base orthonormée en base orthonormée,
Autrement dit, toutes les isoméliries de E sont des bijections affines
particuliéres de E sur lui-méme.

2. Transformations orthogonales. Groupe orthogonal.

Cherchons & caractériser de maniére générale les automorphismes
de T qui laissent Q invariante. Nous avons vu qu’ils conservaient f. La
réciproque est évidente. Il est donc équivalent de chercher les aulomor-
phismes u de T tels que :

f(x), u(y)) = f(x, y).
Notons que ce sont les automorphismes dont on a parlé en (IX, 3, 3).

Si g est Papplication linéaire de T dans T* associée & f, on a, en fai-
sant intervenir la transposée de u :

fa(@), u(y)) = < u(x), gouly) > = < z, ‘uogouly) >.

La condition que u doit vérifier est done :

) VYV, ) €E XE <z, 9(y) > =x, ‘uogou(y) >
qui est équivalente & :
g == ‘uogo .

Un automorphisme de T, jouissant de cette popriété, est dit transfor-
mation orthogonale de T (par rapport 4 Q, ou J, ou g).

Si on a choisi une base dans T et la base duale dans T* et si, par
rapport & ces bases, les applications n, g, ‘u ont respectivement pour
matrices O, G, 'O, celles-ci vérifient :

G="'0.G.0. (D

Mais, si E est rapportée 4 une base orthonormée, G est la matrice
unité I, et I'égalité précédente donne :

0.0=1
ou 0= 01 (2

Les transformations orthogonales peuvent donc étre caractérisées par
Pégalité (1) relative a leurs matrices ou par I'égalité (2) si I'espace est rap-
porté i une base orthonormée (*). Dans ce dernier cas, leurs coefficients
satisfont a : . 0

Vi E (ah)2=1 V@i, h) Y el =0.
j=1 j=1

Ces relations, nécessaires et suffisantes pour que le produit de la
matrice O par sa transposée soit la matrice unité, expriment d’ailleurs

(k) L’égalité (2) est encore vraie si la base est orthogonale sans étre orthonormée
car alors G est diagonale et la multiplication par une matrice diagonale étant commu-
tative G = '0.G.0. implique encore G = '0.0.G qui implique *0.0 = I car une
matricg diagonale ne peut étre diviseur de zéro de P’anneau des matrices carrées de
son ordre.
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que les vecteurs u(a,) de coordonnées respectives «} forment une base
orthonormée.

Les transformations orthogonales forment évidemment un sous-
groupe du groupe, linéaire, appelé groupe orthogonal. On le désigne
par O(R") si E est un espace de dimension n sur R, donc isomorphe & R~

3. Transformations orthogonales positives et négatives.

La relation g = ‘uogou entraine, dans tous les cas, que le détermi-
nant de u ait pour carré 1. On peut distinguer deux classes parmi les
transformations orthogonales suivant le signe de leur déterminant :

— celles, dont le déterminant vaut 1, sont dites positives ou directes ;
— celles, dont le déterminant vaut — 1, sont dites négatives ou inverses,
ou indirectes.

Les transformations directes forment un sous-groupe invariant du
groupe orthogonal.

Si nous considérons alors tfous les sous-ensembles de R» images d’'un
méme sous-ensemble dans une transformation orthogonale (toutes les
figures isométriques d’une méme figure dans le langage de la géométrie
élémentaire), leur ensemble est partagé en deux classes, et ils appartien-
nent 4 'une ou a l'autre suivant que la transformation orthogonale qui
les a fournis est directe ou inverse. On passe par une transformation
orthogonale directe de 'un 4 'autre de deux ensembles quelconques de la
méme classe. La propriété pour deux tels ensembles de pouvoir se déduire
I'un de I'autre dans une transformation orthogonale ou isométrie directe
est donc une relation d’équivalence (elle est indépendante de I’ensemble
a partir duquel on a fait la classification). C’est cette propriété que I'on
exprime en disant que les deux sous-ensembles ont méme orientation.

Le fait, pour deux ensembles isométriques, d’appartenir respective-
ment & chacune des deux classes, donc d’étre homologues dans une isomé-
trie inverse (également indépendante du point de départ de la classifica-
tion), se traduira en disant qu’ils ont des orientations contraires (*).

4. Forme canonique des transformations orthogonales.

Nous allons étudier maintenant les valeurs propres et vecteurs pro-
res d’une transformation orthogonale et nous verrons si on peut en
géduire une simplification des matrices orthogonales.

Valeurs propres. Ce sont les racines du polyndéme caractéristique.
Nous ne nous occuperons d’abord que des racines réelles, les seules qui
ont directement une signification géométrique.

Ces racines réelles ne peuvent étre égales qu’a = 1. Supposons, en
effet, que u admette un vecteur propre x de valeur propre A :

flu(@), n(x)) = f(x, x)

(%) Cette notion d’orientation peut d’ailleurs étre étendue & des sous-ensembles
qui ne sont pas isométriques mais qui sont affinement isomorphes. Si deux sous-
ensembles se correspondent dans une transformation affine de rang égal a4 la dimen-
sion n de l’espace, on pourra dire qu’ils ont méme orientation ou les orientations
contraires suivant que le déterminant de la matrice de I'application linéaire associé a
la transformation affine est positif ou négatif.

En particulier 'image d’une base de ’espace vectoriel par une application de rang
n est une base. Et, par une transformation affine de rang n I'image de l'ensemble de
n vecteurs formant base de 'espace vectoriel d’origine a est un ensemble de n vecteurs
formant base de Vespace vectoriel d’origine 'image de a. Ces deux bases pourront
avoir méme orientation oun des orientations contraires. Dans le cas n = 3 on retrouve
la notion de sens des triédres.

—— 127 —
mais : u(x) = Ax, donc :
fu(@), u(x)) = fOx, A\x) = A2f(zx, x)
d’ol : 3=1.

3

D’autre part, remarquons que dans R", avec n impair, le polyndéme
caractéristique étant de degré impair, on trouvera au moins une valeur
propre réelle,

Quand on aura trouvé une valeur propre réelle, on cherchera les vec-
teurs propres correspondants. Nous renvoyons & I’exercice 51 pour voir
comment I'utilisation de vecteurs propres permet de simplifier les formes
des matrices orthogonales.

Exemple : Transformations orthogonales dans R2.

,_Supposons R? rapporté a une base orthonormée Iy, I>. Les coefficients
d’une matrice orthogonale satisfont a :
1 2
(@2 + (@f)? =1 (@32 + ()2 =1
on peut donc toujours poser :
1
&) == COS « a3== cos B
2 . .
oy = Sin o u§= sin 8
Mais ils doivent en outre vérifier :

cosa coS P -+ sina sin f =0,

. e
soit m:ﬁ+§+kw (k€ Z)
D’ott les deux matrices :

cos o« — sin & , . . . gs
( sin o oS a) de déterminant 1 (isométrie positive, rotation autour
de Porigine) ;

€o0s sin , . \ .
(sin: — cos :) de déterminant — 1 (isométrie négative).

Une valeur propre de la premiére satisferait a :
(A — cos )2 - sin2q¢ = 0.
Il n’en existe donc pas de réelle sauf dans le cas sin o =0, cas qui se
subdivise en :
sine=0 cosa=1 sina =290 cos o= —1

1 0 —1 0

( 0 1 ) ( 0 — 1)
identité demi-tour autour de I'origine
Dans ces deux transformations, tous les vecteurs sont propres.

Quant 4 la matrice de déterminant — 1, elle admet pour valeur pro-
pre les racines de :
) (cos & —2) (— cos a — A) ~— sin2q = 0,

soit A== 1.

Les vecteurs propres correspondants, définis par leurs coordonnées dans
labase Ll (x=ally + a2y, ¥ =21 I, + a2 [5) vérifient :

pour A==1 2t (cos . — 1) -+ a? sin @ = 0,
d’ott x1 = cos = 2 == sin . ;

cos 5 ¥t =sin 5 ;

pour A= -—1 xt(cosa -+ 1) + a2sina =0,
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P ’1 .ina
d’otr l=——§ 57
X2 :
—.cvosx2.

Ces vecteurs x et @ constituent une base orthonormée par rapport a
laquelle la matrice s’écrit :

1 0
; (0 —1)

(’est la matrice d’une symétrie par rapport au support du vecteur 2". Les
rotations de centre O ¢t les symétries par rapport a des droites ’pvafssant
par O sont les seules transformations orthogonales de R?, respectly eme’n’t
directes et inverses. Mais si on classe les transformations du point de vue
de leurs valeurs propres et de leurs vecteurs propres, nous devons met’:re
a part les deux cas particuliers signalés et nous avons donc les iglia re
types de transformations dont les matrices admettent les quatre formes
canoniques :

1 \ . / e 0
sz = (30 (T —1) (b —1)
a%kx

R g

positives négative

Quant aux transformations orthogonales de I'espace affine, elles
sobtiennent comme produit d’une iranslation par une des transformsf-
tions précédentes. La géométirie ¢lémentaire apprend quelles formes
canoniques on peut donner a ces produits.

Exercice 51.

a) Dans une transformation orthogonale, quand un vecteur est propre, le
sous-espace orthogonal est invariant. Plus .g{a‘néro.i»eme«nt, quand un sous-
espace est invariant, son orthogonal est aussi invariant. o

b) Deux vecteurs propres correspondant a des valeurs propres différentes
sont orthogonaux. .

¢) Déduire de ces propriétés une forme simple que l'on peut donner G une
matrice orthogonale. Montrer, en particulier, que si la ’rro‘nsformafno‘n a tou-
tes ses valeurs propres réelles on peut la diagonaliser par rapport & une base
orthonormée ; que dans le cas contraire, on peut, toujours par rapport a une
base orthonormée, la mettre sous la forme

< (M) 0] )
O (M)
M représentant une matrice diagonale et M’ une matrice orthogonale & va-
leurs propres imaginaires. .
d) Caractériser I'ensemble des vecteurs propres de la transformation.

N

5. Valeurs propres et vecteurs propres imaginaires.

E étant un espace de dimension n sur R et ’(’a1 a ... a,) en fata»nt une
base, rappelons que E est isomorphe & R" par Pisomorphisme :
T — (! ... ")
si 2! ... 2" sont les coordonnées de x €Lk vdan:s* ‘1‘a'ba~se~ (aj ... a,). Bv est ‘un
sous-ensemble de C* ; E peut donc étre considéré comme un so%s-;enﬁsem-
ble d’un espace F de dimensions n sur C ayant (ay ... ay) pour daset.i e
Si f est une forme bilinéaire associce a une forme quadratique,
définie positive, elle a pour valeur :
[,y =3xy
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si la base (a: ... a,) a été choisie orthonormeée par rapport 4 f. La méme
expression définit une forme bilinéaire sur F et on peut encore considérer
la forme quadratique f (x, ), mais celle-ci peut prendre des valeurs néga-
tives, ou des valeurs complexes pour des x appartenant a F, et dont toutes
les coordonnées ne sont pas réelles.

Soit alors une transformation orthogonale u de E. On peut considérer

b
Pautomorphisme u de F défini par la méme matrice par rapport & la base
(ai ... a,). Cet automorphisme vérifie encore dans F :

f @y = f @), uly))

guisque la matrice de u continue &4 vérifier ‘O = O~ par rapport a la
ase qui est orthonormée.

Cet automorphisme admet n valeurs propres distinctes ou non. Soit
A une de ces valeurs propres supposée imaginaire. Il lui correspond au
moins un vecteur propre x (certainement imaginaire car si x était réel

ad -~
la matrice de u étant a coefficients réels n(x) le serait aussi) et on a
toujours :

[, o) =3f(x,x).
Mais, cette fois, 224 1 et cette égalité entraine :
f(x,x) =0.

Tout vecteur propre imaginaire est orthogonal a Iui-méme. Un tel
vecteur orthogonal & lui-méme est qualifié de vecteur isotrope.

A deux valeurs propres imaginaires conjuguées correspondront fou-
jours des vecteurs imaginaires conjugués, c’est-a-dire de coordonnées
imaginaires conjuguées par rapport & la base. Le sous-espace (sur C)

engendré par ces deux vecteurs est invariant par la transformation u.

Exercice 52. — Montrer que ce sous-espace contient un sous-ensemble
qui est un sous-espace vectoriel sur R,

En déduire, si u est une transformation orthogonale sans valeurs propres
réelles, que R2P est somme directe de p sous-espaces E; de dimension 2, deux
& deux orthogonaux et que u est le produit de p transformations v, induisant
une rotation dans E; et laissant invariant @ E,. En déduire la forme la plus

J#L
simple que l'on puisse donner & une matrice orthogonale dans ce cas et dans
le cas général.

Exercice 53, — Caractériser tous les types de transformations orthogo-
nales de R3 et R%. (Forme des matrices ; vecteurs propres ; sous-espaces inva-
riants).

Exercice 54. — E est un espace vectoriel sur le corps des complexes C ;

il est donc aussi espace vectoriel sur le corps des réels R. On précisera celle
des deux structures précédentes qui est considérée pour E en la désignant
par E(C) (espace vectoriel sur €) ou E(R) (espace vectoriel sur R).
1) Une base de E(C) étant donnée, en déduire une base de E(R).

Si dim E(€) = n, que vaout dim E(R) ?
2) Indiquer la forme des applications linéaires de € dans € et de R2 dans R2.
3) Montrer que si f est une forme linéaire sur E(C) c’est une application
linéaire de E(R) dans C.

Montrer que l'inclusion £ (E(C), € < 2 (E(R), €) est stricte.
4) Soit f une forme linéaire sur E(C). Pour tout x de E on désigne par p(x) et
$(x) respectivement les parties réelles et imaginaires de f(x).

Montrer que les applications ¢ et { ainsi définies appartiennent & 2 (E(R), R)
et que l'on o

olix) = — Y(x)
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5) Montrer que, réciproquement, & tout élément ¢ de .2 (E(R), R) correspond
;J(n)élément f unique de 2 (E(C), €) tel que ¢fx) soit la partie réelle de

X/.

Quelle conséquence en déduit-on pour les deux espaces

L(EC), €) et L2 (ER), R)?

6) Soit E un espace vectoriel sur R ; montrer que la condition nécessaire et suf-
fisante pour qu'il puisse recevoir une structure d’espace vectoriel sur € est
qu’il existe un isomorphisme u de E sur E (pour sa structure E(R) d'espace
vectoriel sur R) tel que pour tout x de E, usulx) = — x.

Exercice 55. — Etant donné un espace vectoriel de E sur R, normé & ‘aide

d'une forme définie positive f et étant donné sur cet espace une forme bili-
néaire symétrique @, on veut montrer qu’il est possible de trouver une base
orthonormée de E par rapport & laquelle la matrice de ¢ soit diagonalisée.
Dans ce but on montrero :
1) pour que I'hyperplan orthogonal & un vecteur soit confondu avec I'hyper-
plan conjugué de ce vecteur par rapport & ¢ il faut et il suffit que ce vecteur
soit vecteur propre de l'application linéaire de E dans E, g—loy, g et  repré-
sentant les applications de E dans EY respectivement associées & f et & .
2) cette application g—1od a toutes ses valeurs propres réelles.

§ 6. FORMES SESQUILINEAIRES ET HERMITIENNES

1. Définition.

Dans ce qui précéde, nous avons fait jouer 4 C» le réle d’un inter-
médiaire. Considérons maintenant C» en lui-méme, ou tout autre espace
vectoriel sur C, soit E. Quelle que soit la forme bilinéaire f (x, y) définie
sur lui, la forme f (x, ) ne posséde plus la propriété fondamentale qui a
permis de définir une norme & partir d’elle.

Par exemple, dans C», la forme quadratique :

w
\
RESE
1==1
s’annule pour des vecteurs x non nuls.
Mais si «; et x; sont des nombres imaginaires conjugués,
b3 x; ;ii == 2[:6112
est un nombre réel posiltif qui ne s’annule que si tous les x; sont nuls.
Ceci améne A considérer P'application :
f:E —> C
qui au couple (x,y) d’éléments de E fait correspondre :
§\ —
flx,y = 2& %jf‘ Y4,
Lj ‘
les oy étant des coefficients qui satisfont 4 :
_ Y, ) i = ay
(ce qui entraine que les «; soient réels).
Une telle application est linéaire par rapport & x. Par rapport a y,
elle jouit de propriétés voisines de la linéarité :
f(x: yl) +_f_(x: !Iz) = f (x, g1 -+ 93) (1).
Elle est telle aussi que :

V(x, y) & E? f@y =[@Fo (2).
Ceci nous amene a poser les définitions suivantes.
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On appelle forme semi-linéaire sur E une application ¢ de E dans C

telle que :
e @1+ y2) = o (y1) + ¢ (y2)
) ¢ ) = re(y)

et forme sesquilinéaire une application f de E? dans C, linéaire par rap-
port & une des variables et semi-linéaire par rapport 4 lautre,

On considére parmi ces formes celles qui jouissent de la propriété (2)
(symétrie hermitienne),

Remarquons d’ailleurs que si une application de E2 dans C est linéaire
par rapport & x et jouit de la symétrie %ermitienne, elle est semi-linéaire
par rapport 4 y, donc sesquilinéaire. En effet :

fy+y2) =@ +ysax) =fy,x) 4+ f@ysx)
= f (x1, y1) + f (X1, y2)
[ @) =[O0y, x) =M,z =2Xrf(y).

Considérons donc une application f de E? dans C linéaire par rap-
port a4 x et jouissant de la symétrie hermitienne, et cherchons quelle
forme elle doit avoir pour satisfaire & ces hypothéses.

Si E est rapporté & une base (q) et si x=3a'q, y =Ty q, la ses-
quilinéarité permet d’écrire :

\ - N\ —
fay= 2 cpfa,a)= 2y
L1

ij
en posant : oy ==f (a;, ay).

Mais, d’aprés ’hypothese de symétrie hermitienne,

[ AT N3
i ijs
cherchons la valeur de la forme pour x=y.

f(m,x)= 2 (ccijxi:{f—-{—;;}ng)—{«};aﬁxiz*

iJ
est un nombre réel. L’application :

Hix —> f(x,2)
est donc une application de E dans R qui satisfait a :

fOx,3) =20 f (x,x) = M2 f (x, 2).

Cette application est appelée une forme hermitienne. Une forme her-
mitienne est donc une application de E dans R, restriction 4 la diagonale
d'une application sesquilinéaire possédant la symétrie hermitienne.

Dans le cas ot E est de dimension finie, les coefficients «;; peuvent
étre rangés dans une matrice dite matrice hermitienne.

Remarquons que, de la connaissance de H, on peut déduire celle de
la forme sesquilinéaire dont elle est issue ; on a, en effet :

, H(x —H@x— . HE@x+iy) —H@—1
f @ y) = (+w4( g[w (+ﬁ4 ( 28

2. Applications linéaires associées a une forme hermitienne.
.

Nous avons associé a toute forme bilinéaire et, par suite, & toute
forme quadratique, deux applications de E dans E* qui se confondaient
dans le cas ol f était symétrique, et avaient alors pour matrice par rap-
port & une base de E et & la base duale de E* précisément la matrice de
la forme f. Nous pouvons faire une étude analogue ici, un peu plus
compliquée du fait que f est sesquilinéaire. Nous pourrons cependant nous
ramener a des applications linéaires de la maniére suivante :
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Si E est un espace vectoriel sur C et si Axr désigne le composé par
I’opération externe de A &€ C et de x € E, nous pouvons définir sur E une
autre opération externe dont le composé sera noté Az, en posant :

Axx=2AZ
Cette nouvelle opération, associée 2 la méme loi de groupe commu-
tatif sur E, lui confére, comme il est aisé de le vérifier, une structure
d’espace vectoriel distincte de la précédente ; nous désignerons par E

Pensemble E muni de cette structure. Il faut bien remarquer que E et E
désignent le méme ensemble mais muni de deux structures différentes.
Il est clair, en vertu de la relation trés simple entre les deux structures,

que toute base de E est une base de E.

Si u est une application de E dans un espace vectoriel F sur C, c’est
aussi une application de E dans F, mais si u est linéaire pour E, elle est
semilinéaire pour F et réciproquement. En effet, 'additivité est conservee
et si:

u(xr) = A ulx) (linéarité sur E),

on aura : u(h % x) == u(i x) = x u(x) (semilinéarité sur E).
Si, au contraire : u(h x x) = i u(x) (linéarité sur E),
on aura : u(\x) = (k% x) = » u(x) (semilinéarité sur E).

Le dual de E est espace des formes linéaires sur E ; le dual E* de E
est 'espace des formes linéaires sur E et semilinéaires sur E, étant bien
entendu que 'opération externe sur E* est définie pour :

2 C u & E* rE€EE par Qu)(x) = ru(x),
ot a(x) est le produit dans C des nombres complexes A et u(x).

Ceci étant, a partir de la forme sesquilinéaire f, de fagon analogue
a ce que nous avons fait en (IX, 2, 1 et 2), nous pourrons définir pour tout
y de E (ou E puisque c’est le méme ensemble), 'application g, définie par :

VeE€EE g =[f@y;
f étant linéaire en x, g, appartient a E¥, et on peut écrire :
fay=<z9,> .
oltl < x,x* > désigne la valeur de la forme bilinéaire canonique sur
E X E*. 3

On a ainsi défini une application de E (ou E) dans E* qui_ envoie y
sur g,. Désignons cette application par g, et remplagons la notation g, par
la notation g(y). ‘

L’additivité de f en y entraine l'additivité de g. D’autre part,
f (x,\y) = A f (x, y) s’exprime de maniéres équivalentes par :

gy = 2 ou g0 xy) = )\g(y_)_,
c’est-a-dire que ¢ est une application semilinéaire de E dans E* et une
application linéaire de E dans E*. )

C’est ce dernier point de vue que nous allons adopter. La transposee
tg de g est une application de E** dans E*. Si E est de dimension finie,
on a E** = E par Papplication canonique. Dans le cas ol la dimension

de E est infinie, on peut restreindre g au sous-espace E de E** canoni-
quement isomorphe & E. Dans les deux cas, on aura donc :

VeE€E Vy€E f@y =<9y >=<"9@),y>.
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La symétrie hermitienne de f exige que Ton ait :
[y =<g,y>.
Considérons alors 'application de E dans C :

?Jf:y E <g(l‘),y>-
Elle est linéaire car elle est additive et :

<g@,A*y > =< g@, g >=1<g9@,y>=21< 9@,y >.
C’est donc un élément de E*.

Cette application linéaire y, est image de x par une application y
de E dans E*. Nous noterons dorénavant v, par y(x) et on peut écrire :
<y@)h,y>=<g@,y>= <91 >

On vérifie immédiatement que y est une application linéaire. De
Pégalité < y(x),y > = < *g(x),y > vraie pour tout couple (z, y) d’élé-
ments de E, on déduit y="g, égalité qui généralise 1’égalité analogue
(g = *g9) que nous avons trouvée dans 1’étude des formes bilinéaires symeé-
triques. Partant de cette égalité, nous allons retrouver la condition que

doit remplir la matrice d’une forme hermitienne, définie sur un espace
de dimension finie. Supposons alors que 'on ait choisi une base (a;) dans

E ; nous rapporterons E 4 la méme base, E* et E* aux bases duales cor-
respondantes, (a’) dans E* et (b%) dans E*. 1l y a lieu de remarquer que,
bien que &' et b soient caractérisées par les mémes égalités :
<ai,af>=‘o‘{: <a¢;bj>”":811:r

elles sont différentes, car les a’ sont des formes linéaires sur E et les b/ des
formes linéaires sur E ou semi-linéaires sur E. Si x est un élément de E
et si ses coordonnées dans E sont x%, dans E elles sont 7%, On a, en effet :

r=3Sxa,=31 *a,
d’ot1 ai(x) = 2/ bi(x) = .
Comparons alors les matrices de g (application de E dans E*) et de y
(application de E dans E*) par rapport 4 ces bases. On a :

g(ai) =3 oy al v(ap) =12 51‘4‘ bi,
On doit avoir :
< 9@y, a, > =< y(ay), a5 >,

dolt  ay = By.
De y == ‘g, on déduit donc pour la matrice G de g la condition :

V@, k) a =
ce que I'on écrit symboliquement : ‘G =G.

La condition nécessaire et suffisante pour que G soit la matrice d’une
forme hermitienne est que sa lransposée soit égale & son imaginaire
conjuguée.

La théorie de la diagonalisation de la matrice G se déroule paralle-

lement & celle des matrices des formes quadratiques sur R et conduit a
des résultats analogues :

- Les coefficients diagonaux sont réels, les nombres de coefficients
positifs, négatifs et nuls sont liés a la forme hermitienne, qui est dite
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définie positive si le nombre des coefficients positifs est égal 4 la dimen-
sion de E. Dans ce cas, on a :
VeEE H@>=20 e Hx)=0<>ax=0.
Cette derniére propriété caractérise par définition les formes hermi-
tiennes définies positives lorsque la dimension de E est infinie.
Exercice 56. — H étant une forme hermitienne définie positive et f la

forme sesquilinéaire associée, montrer que (R z désignant la partie réelle du
nombre complexe z)

TR (x,y)12 < (Fix, x) f ly,y) [4D]

En déduire que \/ H (x) = +/ f(x, x) est une norme sur E. Montrer qu’on
peut aussi déduire de (1) que
[(Flx, Y)2 < fix, x) fly, y)

3. Applications unitaires.

A la notion d’application orthogonale correspond ici celle d’appli-

cation unitaire. On désigne ainsi un endomorphisme de E tel que :
Viz,y) €E2 f (@, y) = fu@), uy)
f étant la forme sesquilinéaire associée & une forme hermitienne définie
ositive.
P Pour en démontrer P'existence et en faire ’étude, remarquons d’abord
qu'une application de E dans E, qui est un endomorphisme pour une des
deux structures d’espaces vectoriels sur C que nous y avons définies, Pest
aussi pour I'autre. En effet, de u(x) = X u(x), on déduit :
u#=x)=ux) =rulx) =i ulx)

et réciproquement.

Cependant, la matrice de u sera différente suivant que ’on considére
une structure ou I'autre. Si U est la matrice de u pour E rapporté a la

base (a;), U sera la matrice pour E rapporté & la méme base (en effet,
ula,) =2a{ai ::2 o % a;). Les transposées seront également distinctes,
i

7

Pune applique E* dans E*, l'autre E* dans E*. Pour ces raisons, nous

désignerons par u ’endomorphisme de E et par v 'endomorphisme de E,
qui ne sont en fait qu’une seule et méme application.
Dire que u est unitaire s’écrit donc :
f (x,y) = f(u(x)), u(y))
ou, en faisant intervenir ’application g et en utilisant la convention de
distinguer u et v :
<z, 9@ > = < ux), govy) >.
En introduisant la transposée :
<z gy >= <z uegon(y) >.
Une condition nécessaire et suffisante pour que u soit unitaire est
donc :
g = ‘uogov
ce qui donne, dans le cas des espaces de dimension finie, pour les matrices
correspondantes :

G="UGU. B
En particulier, si G est la matrice unité, on a: U—1="'U qui est équi-
valent & U—1 = *U.

L’étude de la diagonalisation des matrices unitaires est paralléle 2
celle des matrices orthogonales et conduit 4 des résultats analogues.

P U A o

SOLUTION DES EXERCICES

Ezxercice 1.

Nous savons qu’on peut faire correspondre & tout z € [0,1] un déve-
loppement décimal illimité et un seul & condition d’éliminer tous les déve-
loppements qui sont 4 partir d’un certain rang constitués de 9 et que
nous appellerons développements impropres.

Ceci posé, considérons la correspondance t——> (x,y) définie
comme il est indiqué au début de I’énoncé. Elle est surjective, car, étant
donné un couple (z,y) quelconque dont les deux composantes ont un
développement propre, il lui correspondra un ¢ défini par un développe-
ment propre. Mais est-elle injective ? A deux ¢ et # distincts donnés par
leurs développements propres correspondent deux couples (x,y), @,y
a développements formellement différents. Toutefois, nous ne pouvons
affirmer (x,y) = (z, ¥') que si nous sommes sirs que les quatre déve-
loppements sont propres. Or, pour qu'un des quatre développements soit
impropre, il suffit (et il faut) que les décimales de rang pair (ou impair)
de t ou de ¢ soient toutes des 9 & partir d’'un certain rang.

Si #==0,23459696999891 ..... nous aurons :
x=0,24999 ..... y=0,356981.....
Ce point est le méme que z = 0,25, y = 0,356981 ....., qui serait obtenu a

partir de # = 0,235506090801 .....=%4 t, et I'application ainsi définie n’est
donc pas injective.

En prenant au contraire la deuxiéme application définie dans
Pénoncé, toutes les tranches de décimales considérées commencant par
un chiffre différent de 9, nous sommes sfirs que les deux développements
de x et de y, provenant d’un développement propre de ¢, sont eux-mémes
propres. La nouvelle application est encore surjective et, cette fois, elle
est injective puisque {4 ¢’ entraine que x et ' d'une part, y et y' d’autre
part ont des développements propres formellement différents, donc sont
différents.

L’existence de cette bijection établit donc que ¢2 =c.

Cherchons maintenant si P'application #-——> (x,y) est continue.
Soit #, et (xy, y,) son image. Si ¢ tend vers f,, peut-on affirmer que x tend
vers x, et y tend vers y, ? Si {, n’est pas décimal, c’est-a-dire si son déve-
loppement propre comprend une infinité de chiffres significatifs, il est
clair que la réponse est positive, car, quand f tend vers {,, le rang n de la
premiere décimale de ¢ différente de la décimale correspondante de ¢, tend
vers 'infini, et il en sera de méme des rangs des premiéres décimales
différentes de x et x,, de y et y,.

Mais si £, est une fraction décimale, c’est-a-dire si son développement
propre ne comprend que des 0 & partir d’'un certain rang, et si ¢ tend
vers t, par valeurs inférieures, il n’en sera pas ainsi. Soit, par exemple :

t, = 0,83500..... 00 ..... T, ==0,80 yo=0,3.



— 136 —

Considérons les valeurs de t inférieures a #, et tendant vers #,. Elles ont
des développements de la forme :

_ 1=0,83499...9a as..
le nombre de 9 qui suit le 4 tendant vers I'infini quand ¢ tend vers #,. On

aura :
) x = 0,8499 ..... 9 as....
qui tendra vers 0,85, mais :

== 0,3 <5} [+ 2: JVOT
qui ne tend pas vers 0,3 (il n’a pas de limite). Il est clair que cette cir-
constance est générale, la discontinuité portant sur x ou sur y suivant la
parité du nombre de tranches de chiffres significatifs de ¢,.
La bijection t —> (z,y) est donc discontinue a gauche pour tou-

k
tes les valeurs de t de la forme Ton (les valeurs correspondantes de x

et y sont elles-mémes de cette forme). :

Inversement, pour que I’application (x,y) ——> ¢ soit discontinue
pour un point (x4, yo), il faut que, quand x tend vers z, et y tend vers y,,
le rang minimum des décimales de x et y, qui restent différentes de celies
de méme rang de x, ou y,, reste fini. Ceci ne peut se produire (et se pro-
duit effectivement) que si @ ou y est une fraction décimale,

ex.: xy=1084 y,=10,6666...6.. ¢, =0,86460606...06 ...

quand, y tendant vers y,, x tend vers x, par valeur inférieure, c’est-a-dire
quand x est de la forme : x = 0,8399...9 a1 a2... avec un nombre de 9 qui
tend vers linfini, on trouve {=0,86399...96«; 6a2..., qui tend vers
t = 0,864 5= ¢,.

La bz’jectiqn (x,y) ——> t est discontinue pour tous les points du

carré dont une coordonnée est de la forme Igz'z
Remarquons d’ailleurs qu’aucune application continue :
f: M, y) —> ¢
ol M représente un point du carré, ne peut étre bijective. Soient en effet
Mo(xg, yo) et son image t, = f(M,)
M:(x1, y1) et son image # = f(My) Lo 7 21
Si f, = t1, [ n’est pas bijective. Supposons ¢, 5% ;. Considérons deux
chemins continus, sans points communs, allant de M, & Mi, définis par
exemple par deux fonctions continues :
x >y =@ . t={(x, ox)) = ®(x)
T —> g =Y(z) on a alors : i — f(:c,, UD)) = W(z)
® et W sont deux fonctions continues de x satisfaisant 4 :
: (I’(x()) == w(xo) == to,
. O(x1) == ¥(x1) = t1.
Si t2 € i, t1], les propriétés des fonctions continues permettent d’affir-
mer : '
AMa(xz, y2) x2 € Jg, 21| B(x2) = t2 cest-d-dire f(M2) = ¢»
3 My(a, y2) Xy €z, x1[ W(ry) =t cest-a-dire f(My) == ta.
D’aprés les hypothéses, M2 5« M, et f n’est pas bijective.

Exercice 2.

_ On sait qu’a tout irrationnel correspond une suite illimitée de quo-
tients incomplets qo, g1, g2, ..., q, ... enliers, tous strictement positifs,
sauf qo qui peut étre positif, négatif ou nul et est justement nul pour un

|
i3
-
i
L
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nombre de ]0, 1[ ; qu’inversement une telle suite g1, q2, ..., g, ... d’entiers
strictement positifs définit un irrationnel qui admet cette suite comme
suite de ses quotients incomplets. Le procédé du développement en frac-
tion continue définit donc une bijection entre ’ensemble des irrationnels
de [0,1] d’une part et les suites qi, g2, ..., ¢, ... d’entiers positifs d’autre
part. Or, retirer un ensemble -dénombrable d’'un ensemble de puissance ¢
ne change pas la puissance de cet ensemble. L’ensemble des irrationnels
de [0, 1] a donc pour puissance ¢ et I’ensemble des suites d’entiers a donc
aussi pour puissance c. Or, une telle suite est une application :

N* ——> N*

n i, .
La puissance de 'ensemble ¥ (N*, N*) de ces applications est par défini-
tion de I'exponentiation 8o %o, D’otl1 :

R(} By = c.

Ezxercice 3.
1) La donnée d’une suite de réels compris entre 0 et 1 est celle d’une
application :
N# —> [0, 1]
n u,
et ’'ensemble ¥ de ces suites a pour puissance ¢ *.. Il reste & montrer
que Papplication indiquée dans le texte :
g —> [0,1]
ta,} T
est bien une bijection pour établir que ¢ ® =c.

Or, cette application est injective car, si { x, } et { ¥ } sont deux sui-

tes différentes, il existe au moins un rang n pour lequel z, <z, ; et il
existe alors au moins un rang p pour lequel les tranches de décimales
correspondantes sont différentes : «bs4 o'F, et ces tranches de décimales
se retrouveront au méme rang dans les développements de x et de 2’ qui,
en conséquence, seront différents. Ces développements étant propres grace
au procédé utilisé (cf. ex. 1), x et &’ sont différents :

%x,,l#ixili = x£x.
D’autre part, 'application est surjective. En effet, soit :

=0, a1 az as ... ;

les a représentant des tranches de décimales définies toujours par le
méme procédé. On posera :

x1=0, ai dg d4 A7 .....

/)
x2=0,a3a5 [7 13
/7
xz =0, a¢ das .....
/

les décimales de x étant distribuées comme le schéma Pindique entre les
différents termes de la suite. La suite ainsi définie a bien x comme image
dans P’application et on peut conclure que cette application est bijective.

2) Remarquons qu’une application continue de [0,1] dans R est
déterminée par sa restriction a 'ensemble des rationnels de [0,1]. En
effet, tout réel « est la limite de la suite { u, } de ses valeurs décimales par
défaut a4 10— prés. Quand une application f est définie sur I’ensemble de
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ces nombres et qu’elle est continue, elle est définie pour x puisque
f(x) =1lim f(u,) quand u, tend vers x, c’est-a-dire quand n tend vers
Pinfini. La puissance de ¢ est donc celle d’une partie de ’ensemble des
applications de ’ensemble des rationnels de [0, 1], soit [0, 1] NQ dans R.
Or, [0,1]1NQ est dénombrable, R a pour puissance ¢, 'ensemble des
applications continues a donc une puissance inférieure ou égale 2
c¢®o = c. D’autre part, 'ensemble des applications constantes de [0,1]
dans R, dont la puissance est ¢, est contenu dans ¢.

Done, c¢<card ¢ <c¢; done, card ¢ =g,
tandis que Pensemble #([0,1], R) de toutes les applications de [0, 1]
dans R a pour puissance c¢¢.

On peut montrer que c¢ > ¢. En effet, nous avons montré (I, 3, 3)
que 2¢ est strictement supérieur a c. Or, ¢¢ > 2¢, car ’ensemble des appli-
cations d’un ensemble E de puissance ¢ dans un ensemble E’ de puis-
sance ¢ contient évidemment I’ensemble des applications de E dans une
partie &4 deux éléments de E'. Done, c¢ 22¢ > c.

Exercice 4.

1° Un sous-module est d’abord un sous-groupe ; la réponse a la
deuxiéme question est donc évidente.

D’autre part, si g est un sous-groupe d’un groupe G:
Va€yg VYnE€Z na € g
g est donc stable pour 'opération externe et les axiomes de la structure
de module relativement a cette opération sont vérifiés. On peut conclure :
sous-groupe <= sous-module,

2° Soit A un anneau. Observons d’abord que sous-anneaux, sous-
modules et idéaux sont des sous-groupes de A pour sa premiére loi de
composition.

Soit I un tel sous-groupe. Pour qu’il soit un sous-module sur A ou
pour qu’il soit un idéal, il faut et il suffit qu’il soit stable pour 'opération

externe :
Va€A Ve &l ar €1 ¢))
Il y a done équivalence, dans A, entre les notions d’idéal et de sous-
module.
D’autre part, de (1) il résulte en particulier :
VyEl Vel €1 2
ce qui suffit, I étant déja un sous-groupe pour la premiére opération, pour
que I soit un anneau.
On peut conclure :

idéal &e——=mm——> sous-module

sous-anneau

il est clair qu’'inversement, (2) n’implique pas (1). On doit pouvoir
trouver des exemples de sous-anneaux qui ne soient pas des idéaux.

Exemples : a) Prenons pour A P’anneau des entiers de Gauss (nom-
bres de la forme a -+ bi; a € Z, bE€Z ; Z est un sous-anneau de cet
anneau qui n’est pas un idéal (ou sous-module).
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b) Prenons pour A I'anneau R[x] des polyndOmes réels 4 une indé-
terminée ; Uensemble des polyndmes dont tous les mondémes sont de degré
pair en constitue un sous-anneau qui n’est pas un idéal.

3° Un sous-corps ou un sous-espace vectoriel est d’abord un sous-
groupe pour la premiére opération de K. Mais ceci ne suffit pas pour étre
un sous-corps qui doit contenir les produits et les inverses de ses éléments.
Ceci ne suffit pas non plus pour étre un sous-espace vectoriel qui doit
contenir les produits de ses éléments par ceux de k.

Aucune des deux propriétés n’implique donc I'autre.

Exemple : Considérons C comme espace vectoriel sur R. Il admet
comme sous-corps le corps des nombres a -+ bi (a €Q ; b € Q), qui n’est
pas un sous-espace vectoriel sur R. Il admet comme sous-espace vectoriel
I’ensemble des complexes d’arguments 6 4 kr (avec § 5% kx), qui n’est pas
un Sous-corps.

Exercice 5.
Tout x appartenant & E peut s’écrire :
z )\iai "l" )\jbj:: p )\i(li + b 7\j(b'5 — )
=3 Ma;—a TV -} T Vb,
Vi Vy
a étant combinaison linéaire finie des a;, on a:
X == E P.iai + 2 )\jb,,
Vi Vs
Cette décomposition est unique ; en effet :
3 wla; + MY, = T pla; + B Vb,
entrainerait :
3 (pf — wha, =3 O — W),
Un vecteur du sous-espice Vo engendré par les b’; serait égal 4 un
vecteur de Vi. Or, une telle ¢ galité :
= Viai =% ()Jb'j
s’écrirait, en revenant aux b;:
2 via; == 2 o/(b; -+ @)
2 Via,;*‘“‘* aXx p’z Egjb?
et signifierait I’égalité d’un vecteur de Vi et d’un vecteur de V.. Elle n’est
possible que si ces vecteurs sont nuls, ¢’est-a-dire si:

Vj ¢=0, ce qui entraine M/=M
et, par suite : Vi vi=0, > wh o= i
on en conclut que :
ta;d U 1 h;

constitue une base. Mais ceci exprime aussi que E est somme directe des
sous-espaces Vi et V',

V2 est done un supplémentaire de Vi. Or, il est distinct de Vq, car :

a€EV: => b, &V,

Soit maintenant un autre élément d € V, et considérons, de méme
que précédemment, le sous-espace V’z engendré par { b’;=b; + a | . Mon-
trons que V’; et V'z sont distincts si as¢a .

Soit, en effet, un vecteur :
M+ a) € Vs,
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Pour qu’il appartienne & Vs, il faut qu’on ait une égalité de la forme :
20, + a) = S N(b; + a)

qui peut s’éerire :

cette égalité exprime P'égalité d’un vecteur de V2 et d’un vecteur de Vi ;

elle n’est possible que §’ils sont nuls, c¢’est-4-dire si 1’on a :

Vi h=M; asi—aXiy=0.
La premiére de ces deux conditions permet de mettre la seconde sous la
forme : :
(a—a) 22;=0.
Pour tout vecteur pour lequel 3 ;=< 0, ’égalité est impossible. Une infi-
nité (si K est infini) de vecteurs de V' n’appartiennent pas 4 V'z.

Exercice 6.

La condition est nécessaire. Supposons en effet qu’il existe i < n tel
que (Hy + ...H)NH; 154 {0} et soit a0 appartenant a cette inter-
section.

aﬁHHl Jas€Hy, ac: €EHe.. 0 €H;, a=a1+ ... + a;
Soit alors * € E et sa décomposition :
r=x1+ 2+ ... +x+ T+ T2+ F Ty

on peut écrire aussi :
x=(x1 + ar) + (@2 + az) + ... + (@, + @)+ @ip1—a) + g2 + oo + Zpe
Cette décomﬁ)osition est distincte de la premiére. II n’est pas somme
directe des H,.

La condition est suffisante.

Ve€E 3dz,€H, y, €Hi-+| ..+ H,
T =, + Jn

De (H; + ..H, )NH,= {0}, on déduit que la décomposition précé-
dente est unique, donc que x, est déterminée, et y, également.

Mais alors :

iz, .€H, ; y,€H:+Hz+4...+H, >
Jpn=%n—1 _‘{‘ Yn—1,
et cette décomposition est encore unique puisque :
Hi + ..+H, 2)NH, 1=10}
et ainsi de suite de proche en proche. Nous arriverons au fait que :
ys=1x2}y2 x2€H: y: &€ Hy, . .
x2 et y2 (que 'on peut appeler x;) étant déterminés de maniere unique.

La décomposition de x =z, + Z,_1 + ... + 22 + x1 est unique. H est
somme directe des H;.

La condition H;NH;= { 0} pour is=j n’est pas suffisante. Etant
donnés deux espaces H, et Hy tels que HiNHz= {0}, on peut, en
effet, toujours trouver un espace Hs tel que :

H;ﬂHa:iOi Hzﬂngiﬁg H3CH1+H2.
(11 suffira pour cela de définir, par exemple, Hs par :
Hz = | 3\(5[?1—)[*-'152) 5 AEK Y,
1 € H; et x; € H, étant deux vecteurs fixes).

On a alors H; 4+ Hs +Hs=H; +Hz et H; 4 Hz2 4 Hs n’est pas

R
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une somme directe. Nous pourrons en effet écrire un élément
T=2x1 -+ 22+ a3 avec x1 €Hi, 22 € H:, xs &€ H; sous la forme
=1+ T2+ @1 + y2) = (X1 + y1) + (X2 4 y2) avece x4+ yi € Hy
T2 4 y2 € Hz, ce qui donne une décomposition de x distincte de la pre-
miére.

Exercice 7.

1° La somme de deux applications ¢ € % et ¢ & 9% appartient a
% car (¢ -+ ¢)(a) n’est différent de zéro que pour un ensemble fini d’élé-
ments (inclus dans la réunion de ceux pour lesquels ¢(a) = 0 et de ceux
pour lesquels ¢(a)5<0). Le produit d’'une application ¢ € <% par un
scalaire de K appartient encore & 9% puisqu’elle ne prend de valeurs dif-
férentes de zéro que pour les mémes a que 'application ¢. % est donc
un sous-espace vectoriel de 7 (A, K).
L’application ¢ € % telle que :

plar) =p1  olaz) =p2..9(@,) =1,

et Va€ A—tay,a, .. a,l ola) =0
peut s’éerire @ o = p1 94, + 22 9o, + .00 + 2 a, -

Toute application ¢ € < peut donc s’exprimer comme combinaison
linéaire finie des applications du type ¢,. L’ensemble de ces applications
constitue donc un systéme de générateurs de “. D’autre part, elles for-
ment une partie libre, une d’entre elles ¢, ne pouvant étre combinaison
linéaire de plusieurs autres ¢u, 9u, ..., etc. puisque ¢,(a) =1, tandis que
toute combinaison linéaire de ¢y avec @’ ¢ a prend pour a la valeur zéro.

I’ensemble des applications ¢, constitue donc une base de %. Il y a
une bijection évidente entre A et 'ensemble des ¢,, ce qui permet, si I'on
veut, d’identifier les deux ensembles et d’écrire, si cela n’a pas d’incon-
vénient pour la question & traiter, les combinaisons linéaires formelles
d’éléments de A sous la forme S {pa;a € A} aulieude T tp9,,a €A

2° Tout ¢ &€ % s’écrit de maniére unique :

o= ly,0,;aE&EA .
Il est alors naturel de lui faire correspondre I’élément x de H :

r=3 lpa;a&€H}
et Tapplication de % dans H qui a ¢ fait correspondre x est linéaire
d’apres sa définition méme. Elle est surjective, puisque H étant engendré
par A, les combinaisons linéaires finies d’él1éments de A dans E décrivent
tout H. Pour qu’elle soit injective, il faut que tout élément de H soit
obtenu d’une seule facon comme combinaison linéaire finie d’éléments
de A. Il en sera ainsi, si el seulement si A est une base de H, c’est-a-dire
une partie libre de E.

L’application de <% sur H fait correspondre 4 une combinaison
linéaire formelle d’éléments de A, une combinaison linéaire dans E. Si
on utilisait ici la notation indiquée 4 la fin de la premiére question, toutes
deux seraient notées de la méme facon, bien que, lorsque 'application
n’est pas injective, plusieurs (et, a4 vrai dire, une infinité) combinaisons
linéaires formelles ont pour image la méme combinaison linéaire dans E.

Exercice 8.

1° Un élément x € E s’écrit ' 2; ; 1 €11 . E a une structure d’espace
vectoriel sur K pour les deux lois

tyd + iyl = Lo, + gy
7\355;2:%7\1:5}
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Considérons les éléments dont toutes les composantes sont nulles sauf la
i¢eme. Appelons H; leur ensemble. 11 est évident qu’il forme un sous-espace
vectoriel de E. La correspondance entre x; (élément de E;) et ’élément de
H; qui a x; pour i¢me composante est une bijection dont il est évident
qu’elle est un isomorphisme.

2° E,, plus petit sous-espace vectoriel contenant UH,, contient tou-
tes les sommes finies d’éléments appartenant 4 UH,, donc tous les élé-
ments de E qui n'ont qu'un nombre fini de composantes différentes de
zéro. Considérons donc Pensemble des éléments de E qui n’ont qu'un
nombre fini de composantes non nulles.

Cet ensemble constitue un sous-espace vectoriel (car la somme de
deux de ses éléments est un de ses éléments, ainsi que le produit de I'un
de ses éléments par un scalaire). C’est donc le sous-espace vectoriel E,
cherché.

D’aprés sa construction méme, E, est la somme des H;. D’autre part,
la décomposition d’un élément de E, en ses composantes dans les H; est
unique. Donc :

EO-_——- @ Hi‘

3° Les nombres cardinaux c. et ¢, des ensembles des composantes
non nulles de deux éléments x et 2’ de E vérifient :

c, < a Cy < a,
ce qui entraine c¢,,, <c,+cy <a-a;
a-t+a=a Dol z-t+x €E,.

Pour deux éléments de ¥, on a de méme :
Copr SCtCyS<ata=a
rt+rE€F,
I1 est évident, d’autre part, que
r&€E, = (\x€E, et x€F, — rx€F,
Si a=¥8, ¢, <a veut dire « ¢, fini ». On retrouve E, :
Ey=E,

a étant un cardinal infini

Exercice 9.

P, est bien un espace vectoriel sur R car il vérifie tous les axiomes
de cette structure. On en obtient immédiatement une base B formée de
tous les monomes de degré inférieur ou égal a n, soit n -~ 1 mondémes
de degré n, n mondmes de degré n— 1, ..., efc., soit au total :

PP S E N
mondmes. Ce nombre représente la dimension de P,.

Les deux premiers et le dernier sous-ensembles envisagés ne sont
pas des sous-espaces vectoriels, la somme de deux é¢léments du sous-
ensemble n’appartenant pas forcément au sous-ensemble (ni, pour le
dernier, le produif par un scalaire).

Tous les autres sous-ensembles sont au contraire des sous-espaces
vectoriels, & condition d’ajouter 0 4 I’ensemble des polyndmes homogenes
de degré fixe.

Polyndmes homogénes de degré fixe n, < n. — Leur sous-espace est
de dimension n, -+ 1. Un sous-espace supplémentaire est fourni par celui
des polyndmes qui n’ont pas de termes de degré n, Sa dimension est
N —(n, + 1). Des bases des 2 supplémentaires s’obtiennent immédiate-
ment par partition de la base B.

Polynomes de degré inférieur ou égal & n a une indélerminée. (Cet
espace vectoriel est bien inclus dans P, car c’est celui qu'on obtient en

e e
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considérant les polyndémes de P, ol seuls des mondmes en x seul ont des

coefficients non nuls). Sa dimension est n-+ 1. Un supplémentaire est
3 - 37 A A

fourni par I’ensemble des polynémes n’ayant pas de mondmes en x seul.

Sa dimension est N—(n - 1). Des bases s’obtiennent encore par parti-
tion de B.

Polynomes pairs. — Les polynémes impairs forment un sous-espace
supplémentaire. En effet, d’une part, tout polynéme P(z, y) peut s’écrire :
Pz, y) — P(x, y) 4 1;(~—~ x,—y) 4 Pz, y) — ;’(w x, —1Y)
c’est-a-dire sous forme de somme d’un polynéme pair et d’un polynéme
impair ; d’autre part, 'intersection des deux sous-espaces se réduit au
polynéme nul. Des bases s’obtiennent encore par partition de B en moné-

mes pairs et impairs.

Si n==2}, la premiére contient 1 +3 45 .. +2h L 1 =) + 1)2
mondmes, la deuxiéme en contient 2 -4 64 ... 2x= 120 4+ 1) et

on vérifie bien que (A + 1)2 4+ (A + 1) :W.

Si n=2)-1, la premiére contient
14+3+56+ ... +28f1=0+41)2
mondmes, la deuxiéme en contient

244464 D F2=0+1DOL2
et on vérifie encore que (A - 1)2 4 (O 1) O+ 2) :W‘

Polynomes syméiriques. — Les polyndmes antisymétriques (tels que

P(z, y) = — P(y, x)) forment un sous-espace supplémentaire car, d’une
part, tout polynome P(z, y) peut s’écrire :
P _

c’est-a-dire sous forme de somme d'un polyndme symétrique et d’un
polynéme antisymétrique ; d’autre part, intersection des deux sous-
espaces est réduite au polynéme nul puisqu’un polynéme a la fois symé-
trique et antisymétrique doit vérifier P(y, x) = — P(y, x), c’est-a-dire
P = 0. Cette fois, les éléments de B n’appartiennent ni & ’'un, ni & Pautre
des sous-espaces. Mais tout polyndme symétrique peut s’écrire, en grou-
pant les termes qui ont méme coefficient, sous la forme :

Zap,q (@Py?+x?) avec p+q<n p<q.
Sous cette forme on voit que 'ensemble :

laryd 4 2P ;p-g<n p<q!
constitue un_ systéme de générateurs du sous-espace des polyndmes
symétriques. Il en est, d’autre part, une partie libre, aucun d’eux ne pou-
vant étre obtenu comme combinaison linéaire des autres. Il en constitue
donc une base.
De méme, lespace des polyndomes antisymétriques de P, admet pour
base I'ensemble :
izpyqﬂx(lyﬂ;pj‘—qﬁn p<qi.
Si n = 2), ces bases ont respectivement :
pour les polynémes symétriques,
14142424+ 4+ 24+24+24+1=0-F 12 éléments ;
pour les polynomes antisymétriques,

14+14+24+24 . 24 2=22+41) éléments.
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Si n=2x-+1, elles en ont:
pour les symétriques,

14+14+2424 422424140 4+1=04+-1D G+ 2);

pour les antisymétriques,
14+14+2424 . 42434+ 241=0Q4 D2

Dans les deux cas, la somme des dimensions est bien la dimension
de P,. La réunion des deux bases précédentes constitue une base de P,
distincte de B.

Polynomes de degré inférieur ou égal a p < n. — Leur sous-espace
admet comme supplémentaire celui des polyndomes dont les p 41 pre-
miers coefficients sont nuls. La base B se partage en donnant les deux

P+ 1)2(17 +2) éléments, autre N — __“__________(p +Dp+2

bases qui ont, 'une 3
éléments.
Polynémes s’annulant pour x==a, y=>b. — Tout polynéome P tel

que P(a b) = ¢ pouvant s’écrire :
P, y) = P@y) —c+e,

et P(x, y) — c appartenant au sous-espace considéré II, on voit que P {geut
se mettre sous forme de la somme d’un polynome de II et d’un réel:

P,=1 +R.
Mais HNR=101} car le seul polynéme constant qui s’annule pour
xr=aqa, y==> est le polynéme nul, donc : ~

P,=1 ® R.

La dimension de R est 1 ; celle de II est celle de I'ensemble des polynomes
sans terme constant en X=x-—a et Y=y —Db; elle est donc N—1
et la vérification relative aux dimensions est encore faite.

Pour base de II on peut prendre I’ensemble des polyndmes :

tx—a(y—Db;p4q<n;p+q+0}
qui forme bien une base de II puisque I’ensemble des X?Y? forme bien
une base de ’ensemble des polyndmes en X et Y nuls & 'origine.
La réunion de cette base et d’une constante arbitraire (base de R)
constitue encore une nouvelle base de P,.

Exercice 10.

1°_Cherchons le laplacien de f == (22 -+ y»* P(z, y). 1l vient:

Af = (a2 4 y2)AP 4 4 (x? + yz)x—l(m zl_;+ yg_g) e 42222 yz)).-.ip,
P étant homogene et de degré n :
apP 2P
x a—x+ g;b« =nP,
et la formule précédente devient :
Af = (22 + yD* AP + 4(x? 4 y2)*-1xn 4 1) P.
Si Af =0, il en résulte que :
@2+ yHAP 4+ 4Mn+ N P =0,

done que P est divisible par 22 -} y? s’il n’est pas le polynome nul.

On a done :  f== (x? + y2)*+1 Py. o
Mais le méme raisonnement s’appliquant a Pi, celui-ci sera divisible

par x2 4 y2 et ainsi de suite... P étant de degré n, au bout de -2'1 opérations
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au plus, nous aurons un quotient qui ne pourra plus étre divisible par
x? - y? sans étre identiquement nul. Done, P = 0.

2° 7, est un espace vectoriel sur R. Il est immédiat que 9, et A
en sont des sous-espaces.

La premiére question montre que o,N 9,= ! 0} puisque si un
pplynorpe harmonique est divisible par 2 4 y2, il est nul. Si donc les
d}mensmns de ces espaces ont pour somme la dimension de %, la réu-
nion de leurs bases constituera une base de <, et %, sera la somme
directe de o, et 9,. Or, dim %,=n +4 1.

D’autre part, tout élément de s, pouvant s’écrire (a2 “+ 9 Q(x, y)
Q(z, y) représentant un polyndéme lm?nogéne arbitraire de degré n—’~y2,

» est de dimension n—1.

_ Reste a trouver la dimension de <, ; pour cela, cherchons les poly-
noémes harmoniques homogeénes de degré n. Il est commode de passer en
coordonnées polaires. Pour une fonction :

’ f(x, y) = f(pcos b, p sin 6) = ¢(p, 1),
le laplacien s’écrit : v
2%  12% 1lag
Af = Ape 2 L 1L — T
f=2e 20* " p?20 © pap
Les polyndomes homogénes de degré n vérifient P(z, y) = ¢"P (cos 6, sin 8)
et leur laplacien vaut :
2%
AP =— pn—2p2pP n—2__ 1
pn2n*P - on—2 g
Ceux qui sont harmoniques sont donc les solutions de I’équation diffé-
rentielle :
n?P 4 P =90
soit : P =acos nb -} b sin no
(qui sont bien des polynémes en sin § et cos 6 homogénes et de degré n)
et qui, dépendant linéairement de deux scalaires arbitraires, forment un
espace vectoriel de dimension 2 sur R.

On a donc: dim % =2eton abien (n—1)+2=n -1
Pn= UD .

3° Tout polynéme homogéne de degré n peut donc se mettre de ma-
niére unigue sous la forme :

Q.=H,+AQ,: H,€ %, AQ, :€ 4,

Mais Q,,_» étant homogéne de degré n — 2 peut se metire de maniére uni-
que sous la forme :

Qn—-—2 = Hn——2 + AQn——4 Hn——-2 € Wp—2 AQn——‘i € Ay 2,
dott Q, « € 2, 4.
Don Q,=H, 4 AH, = + A2Q, 4.

On décompose Q, « de la méme facon... et ainsi de suite et on arrive

pour Q, a la forme indiquée ot H, est un polyndéme homogeéne du pre-
mier degré ou une constante. Et chacun des H; a été déterminé de maniére
unique. :
Un polynéme Q non nécessairement homogéne est somme de poly-
ndmes homogénes ; chacun des termes de cette somme étant mis sous la
forme indiquée, il suffit de mettre A* en facteur dans la somme des ter-
mes de la forme A*H, pour obtenir la forme indiquée et pour 'obtenir de
maniére unique.
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4° La restriction de Q 4 E est la méme que celle du polynéme har-
monique Ho 4 H; + ...+ H, déterminé de maniére unique. Autrement
dit, ce polyndme prolonge dans le plan la fonction polyndémiale sur E.

5° Le théoréme de Stone-Weierstrass garantit pour tout ¢ I'existence
d’un polynéme {{(x, y) approximant & ¢ pres la fonction f sur le compact
C(x? + y? = 1). La 4° question garantit 'existence d’'un polynéme harmo-
4
20
pondra une suite de {)Aolynémefs harmoniques ¢, qui convergera unifor-
mément vers f sur C. Les ¢, étant harmoniques, la convergence uniforme
de la suite ! ¢, | sur C entraine sa convergence uniforme a l'intérieur
de C (principe du maximum) vers une fonction qui sera harmonique, en
tant que limite uniforme de fonctions harmoniques.

nique ¢ ayant la méme restriction que ¢ sur C. A la suite ¢,=— - corres-

Exercice 11.

9 (E) ordonné par inclusion forme un treillis : deux sous-espaces
vectoriels ont pour intersection un sous-espace vectoriel qui est le plus
grand sous-espace inclus dans chacun d’eux et qui est donc leur plus
grand minorant. Ils ont pour somme un sous-espace vectoriel (en effet,

TE€EV1 4V, yEV1 4+ Ve = x4+ yg&€Vi+ Ve et e &E€V14Va)
qui est le plus petit sous-espace vectoriel qui les contient tous deux, donc
leur plus petit majorant.

Etudier si ce treillis est distributif, c’est comparer d’une part :
A=Vi+4(VaNVz) et B=(Vi+ V2)N(Vi+ Vs)
d’autre part :
C=ViN(Vz4+Vz) et D=(ViNVa) -+ (ViNVs).
On trouve immédiatement, en se reportant aux définitions, les inclu-
sions suivantes:
DcCcVicAcB
et nous devons montrer qu’on peut choisir les sous-espaces de telle facon
que Ds4C el As£B.
Soient Vi, V2, V3 trois sous-espaces 4 une dimension, distincts les
uns des auires, ce qui implique :
ViNVe=VaNV3=VsNVi= 101} €))]
et tels que : VicVa+ V3 (2)

La condition (1) implique que les trois sommes Vi Vg, V24 Vs,
Vs - Vi soient des sommes directes, donc que ces trois sous-espaces
soient & deux dimensions. Or, la condition (2) implique immédiatement
que :

Vi+ VacVa4- V3 Vi VeV Vs,

Deux sous-espaces de méme dimension dont I'un est inclus dans Pau-

tre sont nécessairement confondus. On a donc : ;
Vit Vo=V +V3=Vo+Vs=W

W étant un sous-espace de dimension 2. (51 E==R3, V;, V3, V3 sont trois
droites distinctes du méme plan).
Pour ces sous-espaces on a :

A=Vi+101=V,
B=WNW=W

As£DB
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C=VNW=1V;

D=10} 4+ 10} =10}

Remarque 1. — 11 était superflu de montrer 4 la fois Cs4D et A £ B,
si on tenait compte de la propriété générale suivante des treillis : quand
une des opérations «inf » et < sup » est distributive par rapport a4 Pautre,
la deuxiéme est distributive par rapport 4 la premiére.

Supposons en effet que, pour tout q, b, ¢ appartenant & un treillis, on
ait :

CsD

aADVe)y=(@Ab)VaAco (1
et supposons qu’on veuille évaluer :

A=@@Vb A@V o

La distributivité exprimée par (1) permet d’écrire en considérant a V b
globalement [c’est-a-dire en lui faisant jouer le rdle du «a» de la for-
mule (1)] :

A=T[@Vb Aa] V[(aVDb Ac]
Or, (aV b) A a=a d’aprés les définitions du inf et du sup. Evaluons
(a V b) A ¢ en utilisant a nouveau la distributivité de 'opération «inf».
I1 vient :

a@VbAc=W@Ac)VDAE©O
et A=aVaAc)V®dAo.

Dans la recherche du sup de trois éléments, deux d’entre eux peuvent
étre remplacés par leur sup; a V¥V (a A ¢) =a. Donc:

A=aV (b Ac
ce qui démontre la distributivité de l'opération « sup>» par rapport &
Popération «inf».

Remarque 2. — Observons que si le treillis des sous-espaces d’un
espace vectoriel n’est pas distributif, il jouit au moins de la propriété
d’étre modulaire, qui est une propriété de distributivité faible (ou sous
condition). Nous avons démontré cette propriété (cf. exercice 26, Cours
AP.M.I) de facon générale pour le treillis des sous-groupes d’'un groupe.
Il est facile de la vérifier directement dans le cas particulier présent, ol
elle s’écrit :

VicVs = Vi (VaNVy) = (V.14 V2)NV;
(Vg étant identique & Vi 4 Va).

2° 8i ViNVe= 101}, V; } V2 est une somme directe et :
dim (V; 4 V2) = dim V; -+ dim Va.

Si maintenant ViNVes£1{ 0}, considérons une base de Vi -4 Va2
constituée de la facon suivante: une base de v=V:NVz2; une base
de Wi, supplémentaire de V; par rapport & v ; une base de Ws, supplé-
mentaire de V2 par rapport 4 v. La réunicn de ces trois bases engendre
bien la partie ViUVz, donc Vi Vs, plus petit sous-espace vectoriel
contenant cette partie. De par sa construction, cette base est partagée en
trois sous-ensembles disjoints et cette partition de la base conduit a
écrire :

Vi —}-— Ve=0DW:DW;
ce qui entraine: dim (Vi Vo) =dimv + dim Wy 4 dim W2
Mais dim Vi = dim v 4 dim W, dim Vg = dim v 4 dim W,
d’olt dim (Vy 4 V2) = dim V; 4 dim Vz —dim v,
soit la formule demandée.



— 148 —

Exercice 12.

d i
1° f—> (-é . — Le noyau de I’application est formé par I’ensemble
des constantes. Pour supplémentaire du noyau, on peut prendre ’ensem-
ble des fonctions qui s’annulent pour une valeur x, de [0, 1], car, pour

toute fonction f, on peut écrire :

La restriction de I'application 4 ce sous-espace est bien injective
puisque :

df dg _ : —_
=y = =9 s f(xo) = g(xo).
2° f—> %. — Le noyau est formé de I’ensemble des polyndémes

de degré inférieur 4 p. Toute fonction p fois dérivable peut s’écrire :

. . (X —xo)??
f(@) = f(xo) + (@ —xo)f'(X0) + ... + =D [ED(xo) + o(x)

et apparaitre comme la somme d’un polynéme de degré inférieur a p et
d’une fonctlion qui, pour la valeur x,, s’annule, ainsi que ses p— 1 pre-
miéres dérivées. L’ensemble de ces derniéres fonctions constitue un sous-
espace supplémentaire du noyau.

La restriction de I'application & ce sous-espace est encore injective
puisque, pour les fonctions de ce sous-espace, I’égalité des dérivées pimes
entraine celle des fonctions.

x

3° f ——> g avee g(x) = f f(bdt. — Le noyau est réduit an zéro
0

de I'espace de départ (fonction nulle sur tout [0, 1]). L’application est
donc injective et est donc un isomorphisme sur I'image. (Pas un isomor-
phisme sur tout I’espace d’arrivée, comme nous le verrons dans 'exercice
suivant).

1 /
4° f—> f fx)dx. — Le noyau est constitué par I’ensemble des
0

fonctions de valeur moyenne nulle sur 'intervalle [0, 1]. Pour toute fonc-
tion f de valeur moyenne p, on peut écrire :
[(@) = 9(X) +p

¢ étant une fonction de valeur moyenne nulle sur [0,1]. On peut donc
prendre pour supplémentaire du noyau le sous-espace des fonctions cons-
tantes sur [0, 1], sous-espace isomorphe a R (u est I'image de la fonction
constante et égale & p).

5°lu,} —> tv,=u,—1u, 1}.— Le noyau est constitué par
Pensemble € des suites constantes (Vn u,=u, 1). On peut prendre
pour sous-espace supplémentaire celui, %, des suites telles que u,==10
pour un p quelconque fixé, car on peut toujours écrire :

tu,} = tu,—u, 4+ tu,l lu,—u, l €% luy,l € ¢
Le fait que la restriction & % de I’application soit injective se vérifie
encore, car :

o, l=1tv,} = U, — U, 1==U,— Wy,_1
donc Vn u,—u,=u,—u,=0, donctu,}="1uw,l.
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Exercice 13.

1 Dire que f est un isomorphisme, c’est dire qu’elle est surjective et
injective, et alors dim f(E) = dim F = n.

Réciproquement, si f est de rang n, f est d’une part injective, car
la dimension du noyau est zéro, d’autre part surjective ; en effet, si f(E)
n’était pas F, f(E) serait un sous-espace vectoriel de F et aurait, dans F,
un supplémentaire ; celui-ci aurait une dimension au moins égale 4 1 et
la dimension de I dépasserait celle de E d’au moins une unité, f est donc
un isomorphisme.

Si maintenant [ est surjective, ceci entraine immédiatement
dim f(E) =n, et on est ramené a la précédente hypothese.

Enfin, si f est injective, le noyau de P’application est réduit & zéro ;
donc dim f(E) = n, et on est encore ramené a I’hypothése « f de rang n ».

2° Contre-exemples : 1. Soient E et F deux espaces vectoriels &4 bases
dénombrables :

{a,; n&€ N} et ib,; n€NI.

a) L’application f définie par a, —> b2, est injective, mais n’est
pas surjective.

b) L’application g définie par as,,1 > b,, a, ——> b, est sur-
jective, mais n’est pas injective.
(E et F pourront étre, par exemple, ’espace vectoriel des yolynémes K[z]
a coefficients dans un corps K et qui admet pour base iam ; m& N} ).

II. a) Prenons pour espace vectoriel E sur R celui des fonctions réel-
les continues sur un intervalle fixé et s’annulant pour une valeur fixe zo
de cet intervalle. (La somme de deux fonctions appartenant & E et le pro-
duit par un scalaire d’une fonction appartenant &4 E appartiennent a4 E).

Prenons pour application de E sur lui-méme celle qui a4 g fait cor-

X
respondre la fonction G donnée par G(x) = f g(t) dt (G est celle des pri-
Xy

mitives de g qui appartient & E).

On vérifie immédiatement que cette application est bien linéaire, car
la primitive de h 4 g est H-}- G et celle de 3g est 2G. Cette application
est injective, car G1 ne peut égaler G: sans que g1 = go, mais elle n’est pas
surjective car toutes les fonctions continues ne sont pas dérivables et ne
peuvent donc étre ainsi obtenues.

b) Les fonctions réelles indéfiniment dérivables sur un intervalle fixé
forment encore un espace vectoriel sur R. Comme application f de cet
espace sur lui-méme, prenons la dérivation. On vérifie immédiatement
que c’est une application linéaire :

d d d d d
a;(g‘{‘h):a}g‘!‘a—ih, Z‘IE)\gzl%g'

Cette application est surjective, car toute fonction continue a une
primitive ; elle n’est pas injective puisqu’une infinité de fonctions ont la
méme dérivée.

Exercice 14.
1® L’application f ——> f* est injective. En effet :
—1 —1
. =g = ?ofog: q;ogogp .="—> f= ;
car on sait que de telles égalités sont simplifiables &4 droite et &4 gauche

quand les multiplicateurs sont des isomorphismes (voir exercice 7, Cours
APM. D).
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De méme, f ——> f* est surjective, car:
-1
Vi€ e E,F) 3f telle que f = dofoq
—1
Il suffit en effet de prendre f = ¢of’oq.
Enfin, f —> f" est un homomorphisme pour la structure d’espace
vectoriel sur 2 (E,F). En effet, I"image de h==f-} g est:
—1
= do(f +g)og

et puisque la composition des applications est distributive par rapport a
la somme :

—1 —1
B = yofop + dogoo =f+g.
De méme, en vertu des lois :
forg = Aog =x(fog)
ona:
—1 -1 -1
)=o) op == od(fop) = Mofog)==Af".
2° Vérifier que I'isomorphisme précédent s’étend 4 la structure d’al-

gébre, c’est montrer que (fog)’ == f'og’. Or, en tenant compte du fait qu’ici
@ == ¢, on peut écrire :

—1 —1 —1
(fog)’ = ¢o(fog)og = gofogogogog==fog.
Exercice 15.

Quels que soient les ensembles E et F et quelle que soit la nature des
applications, ’hypothése permet déja d’affirmer que : f est injective [car
f(x1) = f(x2) entrainerait que, dans fog, x1 et x2 n’auraient qu'une seule
image] ; g est surjective [sans quoi I'image par g de f(E) ne pourrait
8tre E tout entier].

E E E

Soit maintenant E un espace vectoriel de dimension n, de base { a;
et { f(a;) | son image par f.
tg(fla)) } == La;}
est une partie libre, donc { f(a) | est une famille libre de n éléments ; elle
constitue donc une base de E, ce qui entraine f(E) =E.
11 suffit alors de se reporter a I'exercice 13 pour voir que f et g sont
des isomorphismes, donc ont des inverses. :

L’exercice 13 nous fournira aussi les contre-exemples demandés :

1) En considérant, sur un espace vectoriel E 4 base dénombrable
ta,; n €N}, les applications [ et g définies & I’exercice 13. f(E) est le
;ous—gespace engendré par 'ensemble des éléments d’indice pair de la
ase ta, }.

2) En prenant pour espace E celui défini dans exemple II-a), pour f
Papplication qui y est définie et pour g la dérivation. gof est encore I'iden-

|
4
.
§

E
i
|
|
.
|
|
o
o
|
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tité, mais f(E) est 'ensemble des fonctions continfiment dérivables sur
intervalle, c’est-a-dire ayant une dérivée continue, qui n’est qu’une partie
de I'ensemble des fonctions continues.

Exercice 16.

Soit z un élément différent de zéro de E et soit f un automorphisme

qui laisse x invariant.
(ueof)(x) = u(x) (fou)(x) = f(ulx))
u(x) est donc aussi un élément invariant de f.

Considérons alors un automorphisme qui n’admet pas d’autres élé-
ments invariants que ceux de la forme Xx. [Pour construire un tel auto-
morphisme f, il suffit de décomposer E en somme directe du sous-espace
F=1{)r; &€ K| et d’un sous-espace supplémentaire ¥’, puis de prendre
pour image de tout élément de E I’élément qui a méme composante dans F
et composante opposée dans F’].

Pour un tel automorphisme, 'hypothése exige donc u(x) ==z, X étant
un scalaire dépendant de x.

Montrons maintenant que % est le méme pour tous les x. Soient en
effet x; et x2 deux éléments quelconques de E tels que :

u(z1) = s u(xz) = holz
et choisissons un automorphisme f qui fasse correspondre x2 & x; :
(wof)(x1) == u(x2) = haX2
(fou)(x1) == fQhx1) == Aaf (x1) puisque f est une application linéaire, donc
(fou)(x1) == hixa.
L’hypothése n’est donc vérifiée que si A1 ==2s.

Exercice 17.

1° Le théoréme fondamental (III, 1) permet d’écrire :
"= c(9) + dim ¢(E)
e = n(e) -+ dim ¢(E),
On doit avoir :
e — e ==c(g) — n(y)
¢ —e=>b—a b<e a<e
dlo) =¢ —e
2° La relation précédente appliquée aux trois applications donne :
dlg") =e" —e=(e"—¢) + (¢—e) =d(¢") + d(o).
3° Pour qu’une application ¢ réponde aux conditions posées, il suffit
d’écrire si {a,; nE€N} et {8,; n €N} sont respectivement les bases
de E et E':
o(a1) = o(a2) = ... == ¢(ay) = 0
et Vn&EN cp(cca.;_n) = Sb_!.n
—1
car lag,as...0,} engendreront o(0) de dimension a et {8;..8,1 engen-
dreront un supplémentaire de ¢(E) de dimension b.
4° n” = n(e") est la dimension de I’ensemble :
lx€E ;" (x)=01.

—1
Or, pour que ¢”(x) = 0 il faut que o(x) appartienne 4 ¢’(0) et il faut aussi
qu’iﬂppartienne a 9(E). Il est donc nécessaire que :

—1
olx) €9’ (0) No(E)y =L’ ] .
et c’est aussi suffisant. La dimension I’ de ce sous-espace est inférieure

—1
ou égale 4 celle de ¢’(0) qui est n(¢’) = n’ par définition.
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D’autre part, n(¢”) est la dimension de son image réciproque par g,
soit ' -+ n. On a done: ‘
n"=n-+4+r<n-n,
Si n et n’ sont finis, n” est fini.
D’autre part, c(¢”) =c¢” est la dimension d’'un supplémentaire C”
de ¢"(E) par rapport a E".
En — @”(E) @ C”-

E = oE) & C dim C= c=c(¢p)

E'=q'(E) & dim € =¢" =c(¢").
E’ étant la somme directe de ¢(E) et de C, son image par ¢’ est la somme
(pas nécessairement directe car ¢ n’étant pas injective, des éléments de
o(E) et de C peuvent avoir des images confondues) de ¢’ (¢(E)) = ¢"(E)
et de ¢’(C). Un supplémentaire de ¢"(E) par rapport & ¢"(E") est donc de
dimension inférieure ou égale & celle de ¢(C), elle-méme inférieure ou
égale 4 ¢. On a donc :

o' (E) = o"(E) ® (4 c1=dim C; €¢
et E"=q¢"(E) ® C1 ® C, ‘
d’ol CUC=CoC ¢"=c+c<ctc,
¢” est donc fini quand c et ¢’ le sont.

5° Dans le cas ot n et n’ sont aussi finis, précisons cette évaluation

de ¢”, donc de c;. Pour cela, décomposons E’ en somme directe de la facon
suivante :

On a de méme :

—~1
1) le sous-espace L' = ¢’(0) N ¢(E) de dimension I déja considéré ;

—1
2) un supplémentaire de ce sous-espace par rapport & ¢'(0), soit G’ ; sa
dimension est ¢ =n"—10;

3) un supplémentaire de L’ par rapport 4 ¢(E), soit H’;

4) un supplémentaire du sous-espace engendré par les trois précédents,
soit K’. On peut écrire indifféremment :

—1
E=L0GCOHEK =¢0)® HHD®K 1
=¢(E) 8 G O K
G’ © K’ représente le sous-espace C de la question 4). Le théoréme fon-
damental nous permet d’écrire en vertu de (1) :
¢ (E)~H & K (2.
D’autre part,
oE)=L" @& H.
Mais il résulte des définitions des différents sous-espaces que L’ est
le noyau de la restriction de ¢’ & ¢(E). Donc, le théoréme fondamental

permet encore d’écrire :
¢"(E) = ¢'(¢(E)) ~ H’ 3.

o' (E) ~ ¢"(E) @ C1.
Il suffit de rapprocher cette derniére égalité de (2) et (3) pour voir que
K’ =~ Ci. On a donc :
ci=k" el puisque G’ ® K'=C
ca=k=c—¢g=c—@—10
Finalement : ¢"=c -+ c+l—n
Formons :

Nous avions posé au 4°:

d":.c"-—-—-n"::C'+C+l'-—-—!l'—-~(n+ II)
=c—n-+c—n,

soit  d(e”) = d(¢) + d(p).
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Exercice 18.
1) La composante du vecteur somme dans E; étant la somme des
composantes :
prix + y) = pr(xr) + pr{y),
et de méme :
pridx) == ipryx),
pr; est linéaire.

N pria) =1 + T2+ oo + Ty =12,
§=1

m .
donc : Npri=e: (1),
=1
pry(x) = x ; prixy) est nulle puisque la i*=® composante de x;/ est nulle :
Si Tkl priopry = 0.
Au contraire, pr;opr; == pr;
2) L’égalité (1) permet d’écrire :

f: eFofer — 2 pr?ofoz Pr]‘.z
j i

Mais la composition des applications étant distributive par rapport a la
somme (4 droite et 4 gauche), ceci donne :
f= 2 pijefopr?
. )
Posons : f}== prjofopr;.
On a donce :

f= 2r
i,J

fi est une application linéaire qui est nulle sur E; et qui peut étre
définie par sa restriction & E,;; 'image de E par cette application étant

dans F,, f] est définie par la donnée d’un élément ¢! de L(E,F)).
Considérons alors les espaces 2 (E;, F)) et leur somme directe ; soit
& @ £ (E, Fp,

¢ ayant pour tout couple (i, ), »pcl)’tjlr composante dans £ (E; F;) I'élément
¢l qui définit f/. ;
11 est clair que T’application :
f=2f€ £ EF) —>¢=2 ¢/€ 2(E,F)

i, LJ
est bijective. 11 esft clair aussi que c’est un isomorphisme (car dans f + ¢
les composantes de mémes indices s’ajoutent comme dans ¢ 4 v ; et dans
Af elles sont multipliées par ) comme dans A¢). Done,
£ (EF) ~ fB £ (E,Fy.
J

3) La démonstration précédente est, dans le cas des sommes direc-
tes infinies, fausse dés I'égalité (1), car on ne peut considérer 2 pr; qui
porterait sur un nombre infini d’indices. On peut voir, par ailleurs, que
le résultat est également faux. En effet, soit encore :

® 2 (E, F)
i!j
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et soit ¢ un élément de cette somme directe. Il lui correspond comme
précédemment une application f de 2 (E, F), somme des applications f}

dont chacune a pour restriction 4 E; la composante ¢} de ¢. L’ensemble
de ces applications f constitue un sous-espace de 2 (E, F) isomorphe 2
® £ (E, F). Mais ¢ n’a qu'un nombre fini de composantes non nulles.
Done, seul un nombre fini de sous-espaces E,; ne seront pas envoyés sur
zéro par P'application f. Si donc on considére une application ¢ de E dans
F qu’on définit en envoyant sur des vecteurs de F différents de zéro tous
les éléments des bases de tous les E; (dont la réunion constitue une base
de E), cette application g ne pourra appartenir au sous-espace des appli-
cations f qui est donc un vrai sous-espace de 2 (E,F).

4) D’aprés la deuxiéme question :
gof = (kE pr‘iogopr’}) ° (E prﬁ°f°pr?)
) iLJ

Mais les propriétés de distributivité permettent d’écrire ceci :
gof =3 priegeprjoprjofopr;
LN
Mais prioprj =10 si js* j. Seuls dans la somme précédente ne sont pas
nuls les termes ot j=j. Cette somme se réduit donc a :
gof =3 priegopriofopr},
k’j’i o
ou encore :

2 2 (priogoprt)o (priofopry)

st 7

la deuxiéme parenthése représente le f/ de la premiére question. On peut
de méme poser :

A Priegopr; = gj
et on aura : (goH) =Y, X gkofl.
“ 4

W .
Si on introduit A son tour la composante de gof relative & E; et G, (res-
triction de gof & E;, & valeurs dans G;), on aura donc :

<gof>f:§g§oﬂi )

Supposons alors que E, F, G soient rapportés a4 des bases, réunions
des bases des E; (resp : F;, Gy) ; la matrice de I'application f/ est formée
par la matrice de ¢/ (notation de la deuxiéme question) entourée de zéros.
Les matrices de g’}et de (gof) ¥ seront de la méme forme. La matrice de f,
somme de telles matrices, sera constituée par la juxtaposition des blocs
identiques aux matrices des ¢J. Les matrices de ¢ et gof sont constituées
de la méme facon et la formule (2) est 1a formule qui donne la valeur
d’un bloc de la matrice produit en fonction des blocs des matrices fac-
teurs. Si on appelle M la matrice de f, N celle de g et P celle du produit

et si on désigne les blocs par les mémes indices que les sous-espaces cor-
respondants, on a :

Pf—= YNFM.
7
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On voit que cette formule est une généralisation de celle qui donne un
élément de la matrice produit en fonction des éléments des matrices
facteurs.

E¢ & E.

eee el - : . : T

Gk§ P. R — Gkg N; Ej{ M.
Fic. 11

Exercice 18.

Le plan P et la droite D sont des sous-espaces vectoriels supplémen-
taires puisque la somme de leur dimension est 3 et leur intersection est
réduite au vecteur nul. Les deux projections envisagées sont donc des
projections au sens plus général envisagé dans Pexercice précédent et
sont, par conséquent, des applications linéaires. Les deux théorémes :
« La projection de la somme est la somme des projections » et « La pro-
jection du vecteur )V est égale au produit par A de la projection du vec-
teur V », ne sont d’ailleurs que la traduction en langage géométrique de
cette linéarité.

Soit un vecteur d’origine O et d’extrémité M de coordonnées z, y, z.
Les points de la droite parallele & D passant par M ont des coordonnées
de la forme :

x4+ ap, § - Bo, 2+ ve

et le point ol cette droite rencontre P a pour coordonnées :

(vB—{—wy):c——my——wazmz . .
= P S~ wk[vﬁ—}«wy)x val — waez]

(en posant k= ua -+ v+ wy), ¥’ et z s’en déduisant par permutation
circulaire de u, v, w et o, 8, v. On en déduit :

1 /VB+ wy - D& — W
== (-— uf wy -+ ua — w;%)
kA __ uy — Dy e - 0B

Le plan paralléle & P passant par M a pour équation :
uX—ax) +o¥—yp) +wZ—z) =10
et son intersection avec D a des coordonnées x”, y”, z” telles que :

:1:/:' yll o Z,U - ux + vy + wz

a g Y k
On en déduit la matrice :

1 ol ol QLU
B= - (Bu Bv Sw )
k yu YU Yy /

Géométriquement, il est évident que AB = BA =0, puisque la compo-
sition des deux projections envoie sur O tout vecteur de 'espace. C'est
bien ce que 'on retrouve en appliquant la régle du produit des matrices.
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Exercice 20.
¢(x") = nx"—1. Donc, la matrice M de ¢ relativement & By s’écrit :

o4 0 .......00
0 0 2 o0 .0
0 0 0 3 0.....0

\ 0 o0
Les polynémes p, étant de degré k avec 0< k < n, leur ensemble
constitue bien une base (voir note III, 5, 2).

La matrice de passage de By a Bo, dont la (k 4 1)%me colonne donne
les coordonnées de p, dans la base By, s’écrit :

14 14 4.......... 4
0 4 4.. 4
0 0 4........ 4

. .
= .
= - Q
. . N
. . ‘o
.
.

=
o -
-

Pour trouver P—1, matrice de passage de By a4 B1, observons que :

V90 Ik = pp— Pp—1 0 = p,
ce qui donne :

1 .40 )

0 4 .4 :
o4 :

P.1.‘—= 9." *
» ".o

. o

¢ 0 : 4

La matrice M’ de ¢ dans la base B; est M'= P—1MP. On trouve :
0144, ...

014, e 00244 L

0022.......1 00034.....1

00035, .3 1
MP=|: M= :

: . . .

L 0. n : ‘0.:n

| I 0.. .. 0

S
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Vérification : cherchons directement M’, c’est-a-dire cherchons a
exprimer ¢(p,) en fonction des polyndémes p,’. La formule :

k-2
o(pe) = kpr—1 — E Py
1

se démontre aisément par récurrence sur k. (Vest bien elle que traduit la
matrice M’ »

Exercice 21.

Les opérations effectuées sur la matrice M pour obtenir une matrice
triangulaire équivalente de rang p sont I’échange des lignes, ou des colon-
nes (changement dans 'ordre des él1éments de la base de E, ou de la base
de F), et le remplacement d’une ligne (ou d’une colonne) par une combi-
naison linéaire a coefficients dans K de lignes (ou de colonnes). Mais,
puisque KcK’, ces combinaisons sont aussi des combinaisons linéaires a
coefficients dans K’ ; par suite, en tant que représentant une application
de K’ dans K, la matrice est 4quivalente & une matrice triangulaire qui
a exactement p éléments non nuls sur la diagonale principale. Elle est
donc de rang p.

Ce résultat peut paraitre a priori difficilement conciliable avec le fait
que la dimension d’un espace vectoriel sur un corps K dépend du corps.
Il importe de remarquer que si f et [/ sont deux des applications repré-
sentées par M suivant qu’on la considére comme matrice 4 coefficients
dans K ou comme matrice a coefficients dans K’, f et f* sont définies dans
deux espaces E et E’ différents et prennent leurs valeurs dans des espa-
ces différents F et F’. L’égalité des rangs exprime que f(E) est un sous-
espace de F de dimension p sur K, et que f(E’) est un sous-espace de F’ de
dimension p sur K’

Exercice 22.

Soit ta;} wune basede E, ta‘! la base duale de E* définie par :
aila) =1 %
pour j&1i ala;) =0
Définissons la base duale { «; | de E**, Elle est constitude des n for-
mes linéaires qui satisfont pour tout i a:
a (@) =1 (1)
pour js=1i a(af) =0 |

~ - - - »
Or, I'élément a; de E**, image de a; dans 'isomorphisme canonique, est
défini par:

7

Vy* & E* aly*) = y*(ay
ce qui donne, en faisant décrire ta*} a y*:
a(a) = ai(a) = 0 |
i) = aa) =1 @
D’oi1, en rapprochant (1) et (2) qui prouvent que les deux formes linéai-

res q; et «; prennent la méme valeur pour tous les éléments de la base
duale tati :

pour  js41

L
;== a;
et, comme il en est ainsi pour tout i, | «;{ est bien I'image de { @;} dans
Yisomorphisme canonique.
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Exercice 23.

1° Montrer que 'ensemble des formes coordonnées a' (i appartenant
a un ensemble 9 infini d’indices) est partie libre, c’est montrer qu’une
combinaison linéaire finie :

2 hat (I ensemble fini d’indices Ic 9)
il
ne peut étre nulle que si tous les ) le sont.
Or ¥ nai=0
iel
veut dire Vex&E 2 rai(x) = 0.
iel

Prenons x==aq;, j appartenant 4 I:

2 Mi(aj) = )\jy
il '

d’olt on déduit };=0; ce raisonnement pouvant étre repris pour tout
j €1, 'ensemble des a' est une partie libre. '

Etudions le sous-espace de E* engendré par les formes coordonnées ;
tous ses éléments sont des combinaisons linéaires finies des formes, du
type envisagé ci-dessus. Soit x* une de ces formes.
On aura x*(a) =30
pour tous les indices j d’une partie finie I de 9
et z*a) =0 si j&EL
Seul un nombre fini d’éléments de la base auront donc une image par x*
différente de zéro.

Si nous considérons alors une forme linéaire y* définie par :
Viel] y*(a) =1,
y* ne peut étre exprimée comme combinaison linéaire finie des formes
coordonneées.
I’ensemble des @' n’engendre donc pas E*.

. Exemple : Pour E, prenons K[x]; la forme linéaire y* envisagée
ci-dessus est celle qui, 4 tout polyndéme P € K[x], fait correspondre sa
galeur pour x =1 puisqu’a tout mondme elle fait correspondre son coef-

cient.

2° L’isomorphisme canonique de E sur E donne pour image de la
base (a) de E une base (a,) de E, les applications @, vérifiant :
a @) = ai(a,) = 3.

Par suite, tout élément de E est une forme linéaire sur E* qui s’annule
pour tous les @/ sauf un nombre fini d’entre eux. Or, les ' constituant
une partie libre de E*, il existe des formes linéaires sur E* prenant des

o~
valeurs non nulles sur une infinité de a/. E est done strictement inclus
dans E**,

Ezxercice 24.

Nous allons chercher des automorphismes u, pour lesquels I’égalité
L <Z,oy) > = < u(x), (pow)(y) > 1)
n’est pas vérifiée pour tout x et tout y de E.
Nous donnerons plusieurs contre-exemples différents parce qu’ils
n’ont pas le méme domaine d’application.
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1° Prenons pour automorphisme u ’homothétie définie par:
u(x) = A LEK 140,

Le deuxiéme membre de I’égalité (1) s’écrit :
< u(x), (pou)(y) > = < Az, o(Ay) >.
Mais ¢, devant éire un isomorphisme pour une structure d’espace vec-
toriel, est linéaire done :
o(Ay) == Ro(y).
D’autre part, ¢(y) est une forme linéaire, donc :

<M, 9(y) > =12 <x,9(y) >
et <A, o) > =1 < Ax, 9(y) > =21 <x,¢(y) >.
On devrait donc, pour que (1) soit réalisée, avoir pour tout x et tout y:
<z oY) >=2<<x 9y >,
ce qui exige que M¥==1. ,

Dans tout espace vectoriel sur un corps K, ou tous les éléments n’ont
pas 1 pour carré, il est donc possible de trouver une homothétie qui
contredise Pégalité (1).

Les seuls corps K ou tous les éléments ont pour carré 1 sont Z> et Zs.
(En effet, ’équation 32==1 ne peut avoir plus de deux solutions ; un
corps ol elle est toujours vérifiée ne peut avoir plus de deux éléments
différents de zéro).

L’impossibilité de trouver ¢ vérifiant I'égalité (1) est donc établie
pour tous les espaces vectoriels sur des corps aulres que Zs et Zs.

2° Soit un couple z, y. Choisissons un automorphisme u qui satis-
fasse a :

u(x) = Ax, uly)y =y A€ K A0,
Un tel choix de u est possible si x et y ne sont pas colinéaires.
< u(x), (peu)(y) > = <hx, o(y) > =1 < X, 9(y) >.
1’égalité (1) ne peut donc étre vérifiée s’il existe dans K un i différent
de 1, c’est-a-dire, cette fois, si K est différent de Z-.

Mais, comme cetie démonsiration a supposé qu’on pouvait choisir
z et y non colinéaires, elle n’est donc valable que dans les espaces vec-
toriels de dimension supérieure a 1 sur des corps autres que Zs.

3° y+40 et ¢ étant choisis, considérons ’hyperplan [o(y)]* . Choi-
sissons x hors de cet hyperplan, ce qui est toujours possible puisque,
o étant un isomorphisme, ¢(y) n’est pas le zéro du dual, donc ne s’annule
pas sur tout E. On a done :

T € (o], clest-a-dire <z, o(y) >#0.
Ceci posé, choisissons Pautomorphisme u tel que :
u(y) =y u(x) € [o(]1* .

Si un tel choix est possible, on aura :

< u@), (peu)(y) > = < u(x), 9(yy) > =0.
L’égalité (1) est contredite par cet automorphisme.

Reste a vérifier qu'un tel choix est possible. Pour qu’il le soit, il faut
qu’a x et y non colinéaires il fasse correspondre u(x) et y non colinéaires.
Ce sera toujours possible si I'hyperplan est 4 deux dimensions au moins,
méme si cet hyperplan contient y. L’hyperplan sera 4 deux dimensions
si Pespace est a trois dimensions (on ne peut pas savoir §’il ne serait pas
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possible de trouver ¢ tel que Yy, y € [¢(y)1*, ce qui rendrait impossible
le choix de u utilisé, dans le cas ol [cp(y)]‘ serait de dimension 1).

La démonstration est donc valable pour les espaces de dimension
supérieure a 2. Les domaines de validité des trois démonstrations sont
schématisés ci-dessous. Quant aux trois cases restées vierges, on peut
montrer qu’elles correspondent effectivement a trois cas d’exception.

dim

corps 4 2 >7_

z A P
e

3 A

aulres :

corps i

Fie. 12

Zy, n’ayant qu'un élément différent de zéro, ne posséde pas d’auto-
morphisme autre que I'identité et le probléme ne s’y pose pas.

Z3 posséde deux éléments, 1 et 2, différents de 0, et par conséguent
un seul automorphisme u différent de l'identité :

] —> 2
u:
2 —> 1
Il est clair que cet automorphisme vérifie la condition trouvée lors de
notre premiére démonstration et que I'égalité (1) est vérifiée quel que
soit ¢ (il y a, en fait, deux isomorphismes ¢ possibles).

Soit enfin Z; qui posséde une base 4 deux éléments ey, eo et qui pos-
séde en tout les quatre éléments 0, e:, ez, e1 -+ €2 = e3. Son dual admet
la base duale el, 2 et les quatre éléments 0, el, e2, el |- &2 == €8,
Considérons l'isomorphisme ¢ de E dans E* défini par ¢(e1) =e? et
o(ez) = e, ce qui entraine ¢(es) = e3.

Nous constatons que < ey, gle1) > =< e1,e2 >=90
< ez p(e2) > =< ez el >=0
< es ples) > =< e1 4 ez el | 2>
=1-4+1=0
ce qui peut se résumer par :
<e,9(e) >=0 pour i=12,3
ou en disant que Thyperplan relatif 4 tout vecteur de Z} contient ce
vecteur. Nous sommes dans le cas d’exception signalé ot la 3° démons-
tration ne s’appliquait pas.

D’autre part, un tel hyperplan étant a une dimension ne contient
qu'un seul vecteur différent de zéro (car tout sous-espace de Zg a une
dimension ne contient que zéro et un élément différent de zéro). Done,

si jeti e, € gle)t
< e 9(e) >0 donc < ey 9(e) >=1.

Remarquons alors que u étant un automorphisme, donc étant bijec-

tif, il fera correspondre a4 x et y égaux deux éléments u(x) et u(y) égaux,
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a x et y différents deux éléments u(x) et u(y) différents. Dans le premier
cas on aura :

<z, ‘P(y) > =< ¢, ¢(e;) > =0
< ux), (gow)(y) > == < ey, 9(ey) > =0,

Dans le deuxiéme :

<x,0(y) > =< e,qle) >=1

< u(x), (o)) > = < ey, oley) > =1,
done toujours <, ¢(y) > = < u@), (gou)(y) >.
Exercice 25.

Pour qu’un automorphisme u satisfasse a :

<z, 9(y) > = < u@), pouly) > (1
pour tout x il est suffisant qu’il y satisfasse pour x décrivant la base { a; }
de E du fait de la linéarité de la forme bilinéaire par rapport & x. Mais
¢ étant linéaire, la forme bilinéaire < x, ¢(y) > est aussi linéaire par
rapport &4 y. Si (1) est vérifiée pour y décrivant la,} elle le sera pour
tout y. Il suffit donc de vérifier :

< a; 9(ay) > = < ulay, (gou)(a;) > (2).
Calculons les deux membres de cette égalité. Pour le premier, il vient :

< a; Cp(aj) > =< al > -—':8{
(symbole de Kronecker).

Donnons-nous maintenant u par sa matrice, c’est-a-dire par les
coefficients uiﬁ , en posant :

ula) = lZuf-a,.
On a de méme : 4 ula;) == kEu‘;‘ak
(gou)(a;) = ; ular.
Dot < ulay, (geu)(ay) > = < Eluﬁal, gulja"7 > ——-;;ufu’}ak(a,).

Mais a¥(q) = 3} ; donc, dans cette somme de n2 termes (si dim E = n),
seuls ne sont pas nuls ceux ot I == k. L’expression précédente vaut donc

Xu,’.u}, Pour que 1’égalité (2) soit vérifiée, il faut et il suffit donc que
!

Zaf-u}: 3%, c’est-a-dire que les automorphismes u répondant & la ques-
2

tion sont ceux qui vérifient :

Vi N @hz=1
1

Vi Vjs<i dutul=0(*).
1

(*) Les notations utilisées dans le corrigé de I’exercice 256 ne respectent pas les
principes énoncés en IV, 4, 4 cause de I’égalité ¢ (a) = ai qu’il faudrait écrire
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Exercice 26.
Constituons une base de E en prenant une base tai..a,} de H et
en la complétant par une base tb;..b, ;| dun supplémentaire de H.
H! est 'ensemble des éléments du dual qui s’annulent sur tout H.

Pour qu'un élément du dual appartienne 2 H*, il est donc nécessaire et
suffisant qu’il s’annule pour ai ... a,. Considérons une forme linéaire
x* € E*. Elle peut s’écrire :

{1 b
= 3wt S g
=1 j=1
Nous avons x*(a;) = x;. Pour que x* s’annule pour tous les a;, il est
donc nécessaire et suffisant que pour tout i, r;= 0, donc que x* appar-
tienne au sous-espace engendré par ! b1, b2...b+"] . H' est donc ce sous-
espace. Il est de dimension n— h, donc dim H* = codim H.
Ceci entraine aussi codim H* = h= dim H.
Appliquons cette propriété 4 A*; nous avons :
dim A = codim A™, mais codim A = dim A%,
donc dim A'* = dim AL,
Or, la définition du biorthogonal d’'un ensemble entraine qu’il est
contenu dans cet ensemble :
AL cpt
Deux sous-espaces vectoriels dont P'un est inclus dans P'autre ne
peuvent avoir méme dimension que s’ils sont confondus. D’ou :
A.U.l —_ AJ'.
Si A n’est plus une partie quelconque mais un sous-espace vectoriel, le
méme raisonnement montrera que :

dim HY — dimH avec HYcH, donc H —H.

Exercice 27.

Observons d’abord que si E est un espace de dimension finie, les
égalités s’obtiennent immédiatement. En effet, dans ce cas, la relation
d’orthogonalité est une bijection entre sous-espaces vectoriels de E et E*
et

AcB = Al onBt M.

¢la) = X qa ol les gy, coefficients de la matrice de 9, vérifient g;= 0 si i 54 [ et
!

wii = 1.
On vérifie aisément que la formule
1.1 i
2 wuy =3
1
s’écrirait alors
I mk__ 1
S oamk ity 85 =T ajd;
mk,l 1

Cette derniére formule aurait son intérét dans une théorie générale qui voudrait faire
constamment appel aux coordonnées ; elle est inutilement compliquée pour traiter le
seul cas particulier étudié dans l'exercice 25.
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Or, I'ensemble ¢ des sous-espaces vectoriels de E et ensemble  ¢* des

sous-espaces vectoriels de E*, ordonnés par inclusion, forment deux
treillis avec :

. sup(H,K)=H -+ K
VILKE ¢ Snf(HK)=H N K
et les relations analogues dans ¢*,
La relation (1) entraine qu'un majorant d’un élément quelconque

A de E a pour orthogonal un minorant de A* ; le plus petit des majo-
rants de deux éléments a donc pour orthogonal le plus grand des mino-
rants de leurs orthogonaux, soit :

H4+K?! =H! nK*
et le plus grand des minorants a pour orthogonal le plus petit des majo-
rants des orthogonaux :

(Hn K! =H' 4K,
Mais si E est de dimension infinie, on ne peut plus identifier A*
et A' et le raisonnement précédent ne s’applique plus.
Comparons (H 4+ K)* et H'n K.
H+EK?! =tl2*; Va€H Vy&€K z*x+yp=01.
Ceci entraine évidemment, en faisant y=0:

Yer&€H ¥ (x) =0,
et de méme :

Vy€K a*@y =0,
d’otr rE€H ek,
et par conséquent :
z*&€H |+ K = r+€H! nkt.
Soit maintenant y* € H* N K.
Ceci implique Vr&EH y*(x) =
Vg€ K y*(y) =
et par conséquent Vx +y) € H |+ K y*(x +y)=0.
D'ou y* € H + K)*,
y*€H!'n K = pre€H+KN
On peut donce conclure : :
H'n K!' = H + K)*.
Comparons maintenant (H N K)* et H! - K*.
Le premier peut s’écrire :
HNK!* =12*€E*; VaE€HNK x*@x) =0}
et le deuxiéme :
H' LK =t(2x*€E*; 3y, 325, 2 =y* + 2%, Ve €EHy*@x) =0,
Ve€Kz*(x) =01.
Or, cette derniére propriété des x* entraine :
VeE€EHNK x*(x) =0,
donc H LK c(HNK).

Soit maintenant z* une forme appartenant & (H N K)*. Elle est
définie par ses valeurs pour tous les éléments d’'une base de E. Nous

0,
0,
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pouvons constituer une telle base en réunissant : une base l ¢; | de HNK,
une base ! f; | d’un supplémentaire de HN K par rapport a H, une base
{ g, } d’un supplémentaire de HNEK par rapport a4 K, et I'espace vecto-
riel engendré par la réunion de ces trois bases étant H - K, on complé-
tera par une base ! Iy { d’un supplémentaire de H 4 K par rapport a E.

Siz*€ HNK?Y Vi x*e)=0.
Nous pourrons décomposer x* de la facon suivante :

x* — y-)(- + Z*,
y* et z* satisfaisant & :
Vi gy =x*fy Vi y*(g) =0
Vij () =0 VEk  z*(gy) = x*(gy)

Vi y*(e) = z*(e) = 0.
Les valeurs y*(h;) et z*(h;) sont choisies arbitrairement de telle sorte
qu’elles aient pour somme x*(fy); on a: y* & Kt et , donc
x* € H! KL,
(HNK?cH 4K*
Pégalité (HNK)* = H' 4 K* est démontrée.

Cas ot E=H @ K : Dans ce cas, HNK= 101 ; (HNK)*, ensemble
de toutes les formes linéaires qui s’annulent pour zéro, est E* tout entier.
Donec :

H* 4 K! =E*.
D’autre part, (H + K)* = E! est réduit au zéro de E*.
Donc, H NKY = 101 . On peut conclure :

E*=H! ® K.
Exercice 28.

1° Etant donné un sous-espace V d’un espace vectoriel sur un corps
K, nous avons vu dans I'exercice 5 un procédé qui permet, connaissant
un supplémentaire de V, d’en obtenir une infinité d’autres (si K est infini).
Nous allons montrer, dans le cas ol V est de codimension 1, que ce pro-
cédé fournit tous les supplémentaires de V. Soit, en effet, Kbi, le supplé-
mentaire connu de V; b; est un vecteur n’appartenant pas & V. Soit

th;}, i=2,..,n une base de V. Tout supplémentaire de V est de la
forme Kb, ou b est un vecteur qui n’appartient pas a4 V, donc s’écrit

b=Nb1 + a, avec a € V et M1 54 0. Comme b n’est déterminé qu’a une
homothétie prés, on peut prendre A = 1. On obtiendra donc tous les

n
sous-espaces supplémentaires de V sous la forme Kb avec b= b: + Z Aib,,
i=2

ol les A sont des scalaires arbitraires.

2° Soit H un supplémentaire de € par rapport & »». Il résulte de
Pexercice 27 que o' ® HY = o}
et de I'exercice 26 que codim ¢! =dim ¢ =1.

Prenons dans 2, la base constituée des n -+ 1 monémes 1, z, ..., x7,
et dans 75 la base duale constituée des formes coordonnées, a :

ax) =1etsijs*i al(x)) = 0.

@' est ensemble des formes qui s’annulent pour les constantes, c’est-a-

S
.
o

S A R A i
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dire dont la coordonnée par rapport & a® est nulle. € est engendré par
al, ..,a" et Ka® est un de ses supplémentaires. Tout supplémentaire H*

de ' est donc un sous-espace de ¥} 2 une dimension engendré par une
forme du type
a’ 4 E M,
3 1<£ign

ol les }; sont des scalaires arbitraires.

L’orthogonal H de H! est 'ensemble des polynémes qui annule une
telle forme, d’ott le résultat : :

Tout supplémentaire de € f?ar rapport 4 @, est constitué des poly-
nomes dont les coefficients vérifient une relation du type

al E Aot =0,
1zign .

les ), étant n scalaires fixes, arbitrairement choisis.

Remarque : 11 résulte de ’exercice 10, que les polynémes s’annulant
pour x = b constituent un sous-espace supplémentaire de €. Ceci cor-
respond & ); = b?, et rentre bien dans le cas général.

Exercice 29.

Il est évident que la condition est suffisante. Si, inversement, ¢ s’an-
nule quand ¢1, ..., ¢, sont nulles, cela signifie que 'orthogonal de ¢ contient
Iorthogonal de I'ensemble ! 91,..,9,}, ce qui entraine que le biortho-
gonal de ¢, c’est-a-dire Ko, est inclus dans le biorthogonal de 1 ¢1, ..., 9, 1 5
c’est-a-dire le sous-espace engendré par 91, .., 9,1}, ce qui est équiva-

P
lent au fait que ¢ s’écrive 2 Ng,.
i=1
On retrouve 1a les résultats relatifs aux faisceaux de droites, aux
faisceaux et réseaux de plans de la géométrie analytique.
Si une base a été choisie dans E et si on a :
o(x) = T aaf @ =3 a;X,
la condition nécessaire et suffisante pour que ¢ s’annule pour les vecteurs
annulant les ¢; est qu’il existe des scalaires M tels que pour j==1,2,..,n:
b4
Oy — 2 Wuij:’:- 0.
i=1
C’est sous cette forme que ce résultat est souvent utilisé en Calcul des
variations et en Mécanique (équations de Lagrange dans le cas de liaisons
non holonomes).

Exercice 30.

1) Soit G un supplémentaire de H. Tout x de E étant somme d’un
¢lément de G et d’un élément de H, il est clair que f € 2y (E, F) est déter-
minée par sa restriction ¢ 4 G et que celle-ci peut étre choisie arbitraire-
ment. L’application

[€ g (B, F) —> ¢ € 2 (G, F)
est donc bijective, et étant linéaire est un isomorphisme. D’autre part,
a tous les éléments d’une méme classe de E (mod H), classe qui peut

s’écrire :
a-+H a € G,
f fait correspondre I’élément [(a) = ¢(a).
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On peut donc considérer I'application ¢ de E/H dans F définie par :
o YVa€E G Yla + H) = o(a).

L’application ¢ € £ (G, F) —> { &€ £ (E/H, F) apparait alors comme

bijective et, étant linéaire, est un isomorphisme.

2) Le fait que E*=G' © H! a été établi dans exercice 27. On
retrouve d’ailleurs directement ce résultat en remarquant que toute
application f de E dans F est déterminée de maniére unique par ses res-
trictions & H et & G, c’est-a-dire que f peut étre décomposée de maniére
unique en somme de deux applications, I'une s’annulant sur H, Pautre
s’annulant sur G, c’est-a-dire encore que :

L(E,F)= £4(E,F) © 2 (E,F).

Si nous prenons F =K, les espaces vectoriels précédents deviennent
respectivement E¥, H* et G*.

Drautre part, le résultat de la premiére question devient :
H' ~ ¢ (G, K) = G*.
On montrerait de méme que G' ~ H*.

3) ‘u(F*) est le sous-espace de E*, image par ‘u de F*. Il est iso-
morphe 4 un supplémentaire du noyau de cette application, noyau dont
on a montré (IV, 3, 3) qu’il était [u(E)]% Si donc nous posons :

: F*=[u®E) 'L (1),
nous aurons w(F*) =~ L (2).

Mais d’autre part on peut écrire : F=u(E) ® N, ce qui entraine en
vertu de la deuxiéme question :

F* = u(E)* ® N* &)
et (u(B)]* ~ N* ).
Mais d’autre part il suffit de rapprocher (1) et (3) pour avoir :

i L ~ Nt (5).

Mais alors, (2), (5) et (4) permettent d’écrire :
‘u(F*) ~ [u(E)]*.
Exercice 31.

Montrer que les matrices triangulaires forment une sous-algébre de
Palgébre des matrices carrées d’ordre n, c’est montrer que leur ensemble
est stable par rapport 4 I'addition, la multiplication interne, la multipli-
cation par un scalaire. La premiére et la troisiéme de ces propriétés sont
évidentes. Examinons ce qu’est I’é1ément @} du produit de deux matrices
triangulaires. Il est obtenu a partir de la jéme ligne de la matrice de gau-

M

Fie. 13

N
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che et la i®me colonne de celle de droite. La jéme ligne a n— j éléments
nuls, la i®me colonne a i — 1 éléments nuls. Les n — j derniers et les i — 1

premiers produits partiels dont la somme constitue a} sont nuls.

Sin—j+4 i—12n, tous les produits partiels sont nuls et a}= 0.
Il en est ainsi si i j- 1, c’est-d-dire sur tout le triangle supérieur.
L’ensemble des matrices triangulaires est stable par rapport a la multi-
plication.

Interprétation par les endomorphismes : Considérons les matrices
carrées d’ordre n comme des matrices d’endomorphismes d’un espace
vectoriel 4 n dimensions. Dire que la matrice d’'un endomorphisme est
triangulaire, c’est dire que 'image de e; par cet endomorphisme n’a de
composantes non nulles que sur les e; d’indice j=1i. Si on compose cet
endomorphisme avec un autre de la méme famille, I'image de e; conti-
nuera 4 n’avoir de composantes que sur les e¢; d’indice j=i. La matrice
de I'application composée sera donc aussi triangulaire.

Exercice 32.

1) f(e1) = e1, donc e; est un vecteur propre ; la valeur propre cor-
respondante est 1. Cherchons si u admet un deuxiéme vecteur propre.
Pour que pe: 4 vez le soit, il faut qu’il soit colinéaire a :

f(uer + vez) = pe1 - v(er + de2)
= (n -} v) e1 + viea.
wtv
»

Il faut donc que

=% ou pA—1)=v.

Deux cas sont donec 4 distinguer :
@) »=1. L’égalité précédente exige v==0. L’endomorphisme n’a pas
d’autre vecteur propre que e;.
b) 54 1. On prend p==1, v=%i—1. Le vecteur e; 4+ (A— 1ez est
propre. La valeur propre correspondante est X.

2) Une classe d’équivalence de E mod H (aussi appelée variété affine
paralléle a H ; ce serait dans R® un plan paralléle & Oy si H était le plan

xOy) peut s’écrire x=2x 4+ H et son image est u(x) = u(x) + H qui est
aussi une variété affine paralléle & H.

On sait que E/H a une structure d’espace vectoriel isomorphe & un
supplémentaire de H, donc d’espace vectoriel & une dimension. L’appli-

cation £ —> u(x) est un endomorphisme. En effet :

u(e +y) =u@ +y + H=u@) 4 uy) + H = u@ + uy)
u(ir) = uQx) + H=iu(x) + H = (x).
Or, les seuls endomorphismes d’espaces vectoriels & une dimension sont

les endomorphismes u(z) = Az ot A € K. Etant donné e, € H, son image
doit appartenir & :

u(e,) = re, = e, - H.
On a donc: ule,) == e, -+ e1 es € H.

3) Le sous-espace Ke, de dimension 1 est un supplémentaire de H ;
E est somme directe des trois sous-espaces Ke, Ke; et L et on peut
écrire :
x =, + E1e1 + To.
Cherchons si un tel x peut étre colinéaire a4 son image :

u(x) = Eokeo + (Eo + El) €1 “}" Ly,
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Si x,, n’était pas nul cela exigerait u(x) = x, donc £,==0, et x appartien-
drait a H.

Il faut donc @, = 0. On est alors ramené au probléme du premié-
rement, ot e, joue le role de e» puisque ule:) = e;, u(e,) = re, -+ €.
On sait donc qu’il n’y a pas de vecteur propre autre que e; si A=1 et
que, si As=1, le sous-espace K ((0— 1) e, e1) est invariant.

Si E est de dimension finie n et si on en constitue une base en pre-
nant une base de H et le vecteur (0 — 1) ¢, - e1 comme nitme ¢lément,
la matrice aura la forme diagonale, les (n—1) premiers éléments de la
diagonale valant 1 et le dernier X

Si u est une transvection différente de I'identité, aucun vecteur
n’appartenant pas 4 H n’est propre. Il n’existe donc aucune base de vec-
teurs propres, c’est-d-dire aucune base par rapport a laquelle la matrice
de u soit diagonale.

4) Dans le cas d’une transvection u(e,) = e, -} e1, ule,) — e,= e1.
Un vecteur x quelconque peut étre décomposé en un vecteur £,e, et un
vecteur x4 € H. Or, u(xs) = xy ; donc, si on considére I'endomorphisme

r —> u(x) — x,
I'image qu’il donne de x est celle de sa composante £.e,.
Dot u(x) — a = Ee1.
Or, si on considére une forme linéaire ¢ s’annulant sur H :
o(x) = 9(E,e,) = Ep(e,).

31

ole,)
pour pouvoir écrire u(x) = x 4 ag(x). Le vecteur a (ou le vecteur ef)
définit donc complétement la transvection.

Si on prend pour base de E une base de H complétée par le vecteur e,
la matrice de u prendra la forme ci-dessous, tous les éléments non indi-
qués étant égaux a zéro.

On voit que u(z) — x lui est proportionnel. 1l suffit de poser a=

Fie. 14

5) @) Le produit de deux automorphismes qui laissent les vecteurs
de H invariants est un automorphisme qui laisse les vecteurs de H inva-
riants ; de méme, l'inverse d’'un automorphisme qui laisse les vecteurs
de H invariants est un automorphisme qui laisse les vecteurs de H
invariants.

b) Le produit de deux transvections est un automorphisme appar-
tenant & G(H) qui laisse globalement invariante toute variété affine paral-
1¢le & H, donc est une transvection. De méme, I'inverse d’une transvection
sera une transvection. Les transvections forment un sous-groupe.

Montrons qu’il est invariant. Une dilatation d de rapport x (qui
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transforme la variété e, + H en la variété le, -~ H) a pour inverse une
. . 1 . ) \
dilatation de rapport 5 Le produit d—'orod, ou « représente une trans-

vection, transforme e, -+ H en e, - H, car - laisse globalement invariante
la variété e, -+ H que d—* retransforme en e, -~ H. d—torod est donc une
transvection et I'(H) est invariant.

Soient t et «* deux transvections définies par la donnée du vecteur
défini au 4). (a pour v ; « pour ). On a :

VrE€E (X)) =x + a ¢(x)
(@) = =(x) + @ ¢ (=(2)).
Mais ¢ s’annulant sur H, ¢(t(2)) = ¢(x) et
7 (2(x)) = -+ (a + @)o(2),

<ot est donc identique 4 la transvection définie par le vecteur a + o’
Si on considére I'application I'lH) ——> H faisant correspondre 4 une
transvection son vecteur caractéristique, nous venons de montrer qu’a
la composée de deux transvections correspond la somme des deux vec-
teurs. Le groupe I'(H) est donc isomorphe au groupe additif de H.

¢) Dans G(H) la classe d’équivalence, mod I'(H), d’une dilatation d de
rapport A, est constituée par I'ensemble des dilatations «od, ol ~ décrit
I‘(Hg. Ces dilatations font toutes correspondre &4 la variété e, -+ H, la
variété e, -+ H.

Réciproquement, toute dilatation d’ de rapport X agpartient a cet
ensemble. En effet, soit d’ une dilatation de rapport A défini par :

d'(e,) = e, -+ €'1.
On peut trouver une transvection « telle que d’ =od. En effet, si

d(e,) = de, + e : :
w(d(e,)) == d(e,) + a ¢(d(e,))
= e, -+ e1 -+ alqle,).
11 suffit de choisir a tel que e’1 = e1 -+ a A ¢(e,) pour que d'(e,) = (rod)(e,)
done d’' = vod.

Par conséquent, 'ensemble @), = { zod ; ¢ € I'(H) | représente I'en-
semble des dilatations de rapport ).

A une telle classe @, correspond bijectivement le scalaire A

v: D €GH)/TH) —> L€ K.

Le produit @ X Dy est, par définition, la classe du produit dod’ si
d€ D, d' € Dy. Or, dod’ fait correspondre a la variété affine e, |- H
la variété ae, - H. Dot (D X Dw) =M. ‘

Le groupe g(H)/T'(H) est donc isomorphe au groupe multiplicatif
de K.

Variante de ¢ : On a vu au 2) que tout endomorphisme u € G(H)

définissait un endomorphisme de E/H de la forme : x —> x. On peut
donc définir ainsi une correspondance :

Yru € GH) —> L1 EK.
Cette correspondance est un homomorphisme ; 1a loi de composition

considérée étant, & gauche, la_composition des applications et a droite
la multiplication du corps K. En effet, si :

W) == Yv) = ¥,
cest que  u(e,) = ke, v(e,) = Ve, : .
(wov)(e,) = u(Ne,) = ¥ ule,) = X Ae,,
donc Y(uov) == M.
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Or, dans un homomorphisme de groupe, le groupe image est isomor-
phe au groupe quotient du groupe par le noyau de ’homomorphisme.
Celui-ci est, ici, I'ensemble des éléments de G(H) qui sont envoyés sur
I’élément neutre de I'image, c’est-a-dire sur 1. Ce noyau est donc constitué

par I'(H) et K, en tant que groupe multiplicatif, est isomorphe a
G(H)/T(H). P

Ezxercice 33.

1° F vérifie la relation e — f2 = 0 qui peut s’écrire :

(e—f) (e [) =10 ou hog=goh =10,
(Le polyndme 1 -— 2 est le polyndme = de la théorie générale, 1 4 x et
1 —x les polynomes p et ¢ de cette théorie).
On peut écrire : e—f e+ f=2e. Il en résulte que :
VrE€E g@) -+ hix) =2z ().
Si le corps K n’est pas de caractéristique 2, ceci peut s’écrire :
)

2 2 7
h(x
g___(;) €V, —-———; ) & W. Tout x € E peut étre mis sous forme de la somme

d’un élément appartenant a chacun des sous-espaces V et W.

D’autre part, VAW =1{0}. En effet, hV)= (hog) (E) =0 ;
g(W) == (goh) (E) = 0. Done, si t € VNI'W, h(x) = g(x) = 0 ce qui, en
vertu de (1), entraine x = 0. On peut conclure E=V & W. Appliquons
faun élément x de V ; comme Ve €V dy€E gy) =x,on a:

f(@) = (fog) () == fole 4 ) (y) = f(y) + f2(p)
= [(y) + e(y) = g(y) ==x.
Done, Vr €YV flx) == x.

La restriction de f a4 V est I'identité. On montrerait de méme que la
restriction de f &4 W est — ew.

Ceci posé, il suffit de construire une base de E en prenant la réunion

d’une base de V et d’une base de 'W pour que la matrice de f prenne la
forme indiquée.

2° Si K est de caractéristique 2, 1’égalité (1) devient :
g + h=290 g = h.
Et on a alors : goh=¢g2=10
et g=e | f donne f=g-e.

9*(E) =0 signifie que g(E) est inclus dans le noyau de 'application g,
ce qui exige :

-1
dim g(E) < dim ¢(0),
soit psn—p 2ps<n.

—1
Si p==1, g(0) est un sous-espace de codimension 1 et si x appar-
tient & ce sous-espace :
[(X) = (g + e)(@) =1,
f est donc une application qui laisse invariants tous les vecteurs d’un
sous-espace de codimension 1 ; c’est une application du type considéré
4 l’exercice 32. En outre, pour un x € E quelconque, on a :

f(@) = gx) + =.

—1 i —1
Or, glx) € g(E)cg(0). L’'image par f de la variété affine x -+ ¢g(0) est
donc elle-méme. L’application est une transvection.
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3° Soient deux involutions f et ¢ : f2=c¢, ¢> = e. Pour que leur pro-
duit soit une involution, il faut et il suffit que :

s o (fog)? = fogofop =e,
condition qui équivaut & celle obtenue en multipliant les deux membres
2 gauche par f et 4 droite par ¢, soit :

(pofz foeoq; = fogp_

Pour que le produit de deux involutions soit une involution, il est

nécessaire et suffisant que ces deux involutions commutent.

Exercice 34.

Nous avons vu que K(f), considéré comme anneau, était image homo-
morphe de K(x) dans un homomorphisme dont le noyau est le polynéme
w (), donc que K(f) était isomorphe & I'anneau des polynémes modulo
w (). I1 résulte de cet isomorphisme que les diviseurs de zéro de 'anneau
K(f) sont les images des diviseurs de zéro de K(x)/w(x). Ceux-ci sont les
classes de polynomes non premiers avec =(x) (car = ne peut diviser pip:
sans diviser p: ou ps que si ceux-ci ne sont pas premiers avec lui). Les
diviseurs de zéro de K(f) sont les endomorphismes p(f) oit p est un poly-
néme de degré inférieur @ w et non premier quec lui.

Supposons maintenant que p soit premier avec w. Le théoréme de
Bezout permet d’affirmer qu’il existe deux polyndmes q et ¢ tels que:
pq + =g =1, ce qui entraine p(f) X q(f) ==e.

L’endomorphisme p(f) admet ¢(f) comme inverse; c’est un aufo-
morphisme.

Exemple. — Soient ai, asz, az les vecteurs de la base par rapport &
laquelle est donnée la matrice. On voit que :
flar) = a2  flaz) =as  flas) =ay.

f réalise une permutation circulaire sur les éléments de la base, ce dont
il résulte immédiatement que f3> =e.
Le polyndme a3 —1=(x—1)(22-+x-}+ 1) appartient 4 I'idéal annu-
lateur. Le polynéme = de la théorie générale doit done diviser x%—1 ;
or, ce n'est ni x-—1 (car f n’est pas Iidentité), ni 224+ x4 1 car
f? -~ f + e a pour matrice :

0 1 0 0 0 1 10 0 1 1 1

(0 0 1>—}—(1 0 O)—}—(O 10 =(1 1 1)

1 0 0 01 0 0 0 1/ M 1 1

qui n’est pas la matrice de 'application nulle. On a donc : » = 2% — 1.

Les diviseurs de zéro de K(f) sont, d’une part, 2 -- f + e dont nous
venons d’écrire la matrice ; d’autre part, les endomorphismes de la forme:

(f—e) (af 4 Be) = af* +- (B —a)f —B

avec « et B réels non simultanément nuls, dont la matrice est :

( B—ea —B 3
\ o B—ua —B8 7/
f2 - f + e donne de tout vecteur une image colinéaire a as 4 az - as.
Il est donc de rang 1. ) ) )
Pour les autres, cherchons le rang de la matrice ci-dessus en faisant
des combinaisons linéaires sur les lignes ou sur les colonnes. On trouve
successivement les matrices équivalentes :
—8 a f—a .
(BM o —B 2 (3¢ ligne remplacée par la somme des lignes).
0 0 ‘
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— B @ 0
(B —6— o «(—)B g)(?f’ colonne remplacée par la somme des colonnes).

0 o 0
Si B==0 (« est alors différent de 0), Ia matrice est <—~ o 0 0)

0 0 0
et est de rang 2.

Si B850, une combinaison linéaire des colonnes donne la matrice
—B 0 0

équivalente ( B—Ju af} — a2 — B2 0) qui est encore de rang 2, car
0 0

N

af — o — B2 ne peut s’annuler pour « et § réels.
Les applications linéaires du deuxiéme type sont de rang 2.

Exercice 35.
Soient deux ensembles E et F de méme cardinal. Il existe une bijec-
tion ¢ : E —> F,

4 Sg‘it alors u € J (E) une bijection. Considérons I'application de F
ans F :

v =g lollog,

c’est une bijection donc un élément de & (F). Nous avons done défini une
application :

Y:5(E) —> 5 (F)
171 D = qp’“"louoq;

Cette application est bijective. En effet :

D=0 T g~loucp==g¢ louw'ee = u=u'; elleestinjective.

VoE€ s (F) Hu=9¢ovoo 1 &€ J(E) d(u) = ; elle est surjective.
D’autre part, c’est un homomorphisme, car :

L!J(llou’) = q)"'louou’oq; = g1 ouogpogp—iou'ocp — q/(u)oap(u’)_

¢ est donc un isomorphisme de 5 (E) sur 5 (F).

Exercice 36.

Le produit de deux permutations paires est une permutation paire
puisque sa signature est positive. La permutation identique appartient
au sous-ensemble des permutations paires. L’inverse d’une permutation
paire est une permutation paire. Celles-ci forment donc un sous-groupe.

Celui-ci est invariant ; en effet, soit p une permutation paire et ¢ une
permutation quelconque. La permutation sopcs—! a pour signature :

€ &p e:l == &,

puisque s, ¢, = 1. Donc, sopos—! a une signature positive et appartient
au groupe alterné qui est donc invariant.

Exercice 37.

1) ¢, est injective. En effet, o, (f) = ¢, (f) signifie foo—!==fos—;
o1 étant une bijection, cette égalité est simplifiable, donc :
9. (f) =9, (f) = f=[.
o, est surjective. En effet, si g &€ 7 :
fori=g => f=gos.
Done, Vg&€ 2 Af=goc € 7 9: (f) =g,
9, est donc un élément de & ( F).
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. Considérons maintenant I’application :
c& § (E) —> ¢, € 5 (7),
elle est injective. En effet, ¢, = ¢, signifie :
Vi€ 5 0g—1 = fog'—1
c’est-a-dire YVx € E flo—1(x)) == f(a™1(x)).

Si ¢ était différent de o (et par conséquent ¢4 ¢—1), il existerait au
moins une valeur x pour laquelle ¢—(x) serait différent de ¢—'(x). On
pourrait alors, pourva que F ait au moins deux éléments, trouver une
application f pour laquelle I’égalité ci-dessus ne serait pas satisfaite ;
done, celle-ci exige ¢ =¢".

Montrons que celte application est un homomorphisme pour I'opé-
ration composition des applications en cherchant ce qu’est ¢, o, :
VI€ F 999, () = @5 (fod™) = fod Lol = fo(s00¢’) 1 = g, (f).
Cette égalité, vraie pour tout f, signifie :
9s0Pd == Qoon -
L’application envisagée est bien un homomorphisme.

2) L’application qui, 4 ¢« € s (E), fait correspondre ¢ € 5 ( 7) est
un homomorphisme injectif. On peut définir de la méme facon une
application de 5 ( #) dans le groupe des bijections de I'ensemble des
applications de 7 dans un ensemble G, ¢’est-a-dire de 5 ( ¥) dans & (@) ;
cette application &4 ¢ € 4 () fait correspondre ce que 'on note encore
¢ € 5 (@) et est encore un homomorphisme injectif.

L’application ¢ &€ S (E) —> « € J (@), pkroduit de deux homo-
morphismes injectifs, est un homomorphisme injectif.

Voyons de plus prés sur Pexemple en quoi consiste cet homomor-

phisme. Nous noterons provisoirement o, s, etc... les images successives
de ¢ par les homomorphismes envisagés. D’abord, ¢ (I, E) est bien E»
puisque la donnée d’une application de I dans E est la donnée d’un
n-uplet ordonné d’éléments de E, donc un élément de Er. D’aprés les

conventions d’écriture, sx = xos—1, x étant considéré comme 'application
qui fait correspondre x; 41 (i=1,2, .., n).
zoo—! fait correspondre x,— & i suivant le schéma :
i —> o 1(i) — T,
done o = (T,1(1), Tot(@), - Tooi()) € Er= F(I, E) et ¢ est 'applica-
tion qui 4 x € E» fait correspondre o(z) = sz € E», Done, cE S (Em).
Soit maintenant f &€ ¥ (E» F). On lui fait correspondre :

sf=foct €5 [FE,P],

oil ¢ représente 'élément que nous venons de définir :
o f@) = (for™) (@) = f(a—1(@)),

or E’“‘(x) = (Zo(1) o+ To(n))-
D’oit 6 f(@) = [(Xo(t) - Ton))-
Si on refait encore une fois la méme opération en considérant :
g€ 7 (7 (E", F), G), on aura :

5 g =goat €5 [7(FELF),®]
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ce qui veut dire :
s g(f) = goa—1f
0 [[@)] = goo f@) = g [[r ity oo Zosiay]-

Exercice 38.

Soit x € E» de composantes x1 ... x, (E, espace vectoriel sur K). Dire
que [ est une forme antisymétrique sur E», c’est dire que pour tout
c & I, :

Vr&EE fla(x)) = ¢, f(x).
Prenons, pour permutation, la transposition =; :
Vr&EE f(’!‘“(x)) :"-‘f(x)»
Soit alors x tel que x;=x; Pour un tel z :
[(ri(x)) = f(2).
Done, f(x) = — f(x). N

Si le corps K n’est pas de caractéristique 2, on en déduit f(x) = 0.
La forme f s’annule pour tout x € E” dont deux composantes sont égales.
Elle est donc alterncée.

Si K est de caractéristique 2, la syméirie et 'antisymétrie sont la
méme propriété et sont distinctes de la propriété : étre alternée.

Exercice 39.

Une forme p-linéaire f sur un espace de dimension n rapporté a une
base (ai az ... a,) prend pour le p-uplet de vecteurs x; ... x, donnés par :
n .

Xy == Z E’;'aj
Jj=1
la valeur
25® 82 L8P [, o), - e,
ol k représente une application de I'’ensemble (1, ..., p) dans ’ensemble
(1, .., n) et la sommation étant étendue & 'ensemble de ces applications
(n? termes).

Si la forme f doit étre alternée, ceux des nombres f(avq) , ..., Qup)
relatifs aux applications X non injectives portent sur un p-uplet 4 deux
composantes égales et sont nuls. Si p > n, aucune application 1 n’est
injective et la seule forme p-linéaire alternée est la forme 0. Supposons
donc maintenant p < n. Il ne reste donc dans la somme ci-dessus que
les nn—1) ... (n—p--1) termes relatifs &4 des injections de l'en-
semble {1,..,p}! dans l'ensemble {1..n} . Mais ceux de ces termes ol
Pensemble ¢ A(1),..Ap) | estle méme a 'ordre prés sont égaux au signe
pres, une forme alternée étant antisymétrique. Ces p ! termes pourront
donc étre groupés en :

[ty o Bpy) D e 57D 5@ L gi® 1
s & dp
¢ étant une permutation de 'ensemble { A(1),...A(p) | et la sommation
étant étendue aux p ! permutations.

Les C5 combinaisons de p vecteurs, pris parmi les n vecteurs de la

base { a; | , étant arbitrairement indexés de 1 & C&, nous désignons par ¢,
le p-uplet des vecteurs de la k° combinaison rangés dans l'ordre naturel
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de Ieurs indices. Soit X l'injection correspondant au p-uplet ¢;,, nous

posons :
E 56:5{1(1) gagl(z) E;A(‘U)x uk *)
s & Ip
Le terme (1) s’écrira p*f(c,) et nous aurons :
Ch ch
f@1, s ) ==, wflcy) = X,y 2
k=1 k=1

On voit que la valeur de f est déterminée par la donnée des CL valeurs
fler) = ng.

Considérons alors les Ch formes p-linéaires alternées f* définies par
la condition qu’elles prennent, la valeur 1 pour la combinaison de méme
indice et la valeur 0 pour toute autre :

fiey) =1, pour K’k fi(cx) = 0.

Cherchons la valeur de f* (x1, ..., ) :

Ch
FE@, o ) = 3, ud fic).
=1

Mais f“(c;) = 0 si I n’est pas égal a4 k, d’onr :

fk(xly sty xp) = y‘k'
On peut alors écrire ’égalité (2) :
Ch
F@1, s @) = X, 5 (@1, oo T,).
k=1

Ceci étant vrai pour tout p-uplet de vecteurs de E, on peut conclure :
Ch
f=2 uf*
k=1
égalité qui montre que les formes p-linéaires alternées sur E forment un

espace vectoriel qui admet les C formes f* comme systéme de généra-
teurs. Nous aurons donc montré que les formes p-linéaires alternées for-

ment un espace vectoriel a C§ dimensions si nous montrons que les for-
mes f* (qui sont une généralisation des formes coordonnées de I'espace
dual) sont linéairement indépendantes.
Si elles étaient dépendantes, c’est qu’il existerait des scalaires 2, non

tous nuls tels que :

Ch

D = uf*

k=1
soit la forme identiquement nulle, donc s’annule pour tout p-uplet de
vecteurs. Prenons pour p-uplet la combinaison ¢, de vecteurs de la base.
La valeur de la forme ci-dessus se réduit & 2,. Il faudrait done 2, =0, et
ceci pour toute valeur de k. L’indépendance est donc établie.

(*) yk est un déterminant ; celui de la matrice obtenue en prenant dans la matrice
qui donne les coordonnées de x; ... x, par rapport & la base (matrice & p, colonnes et
n lignes), les p lignes correspondant aux coordonnées relatives aux éléments du
p-uplet ¢y, pris dans Yordre naturel de leurs indices.
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Exercice 40.

1° Soit H; le sous-espace propre relatif & la valeur ;. Nous montre-
rons ‘qu’un ensemble de vecteurs non nuls i, a2, ..., T,, tels que pour
tout 7, x; appartienne & H;, est nécessairement une partie libre, en répé-
tant mot pour mot la démonstration de ce fait donnée dans le cours pour
le cas ou toutes les valeurs propres sont distinctes.

Soit alors un vecteur de H; -4 Hz -4 ..+ H,. $’il admettait deux
décompositions distinctes :

oLyt it ot y=an bzt 52,
avec Yi y, € H,;, z; € H;, on aurait I (y,—z,) =0, et les%différences
y;— z; non toutes nulles, d’'une part, constitueraient une partie libre, et,
d’autre part, auraient une somme nulle, ce qui est absurde.

2° Si E est la somme des H;, on peut constituer une base de E par la
réunion d’une base de chaque H;; par rapport a cette base, la matrice
de [ est diagonale.

Réciproquement, si la matrice de f est diagonalisée, c’est qu’on a pu
trouver une base formée de vecteurs propres. E est donc la somme des H;
qui est directe d’aprés 1°.

Ceci peut s’exprimer autrement. La dimension de chaque H; est au
plus égale 4 la multiplicité B; de la racine %; du polynéme caractéristique.
(H; n’est autre que le sous-espace Ea;_; de la théorie, dont la dimension
était au plus égale a «;, lui-méme au plus égal a B,). Pour que E soit somme
directe des H,, il est nécessaire et suffisant que :
ce qui équivaul, en vertu de dim H,; <8, 4a: Vi B; = dim H,.

3° Un sous-espace propre relatif a4 une valeur propre différente de
zéro coincide avec son image par f. Dire que f est somme directe de tels
sous-espaces, ¢’est dire que f(E) a méme dimension que E, donc que | est
un automorphisme.

On peut dire aussi : la matrice M d’une application f & spectre sim-
ple pouvant étre diagonalisée, si les valeurs propres qui figurent dans sa
diagonale principale sont toutes différentes de zéro, il est évident que
cette matrice admet pour inverse la matrice diagonale dont les éléments
sont les inverses des éléments de méme indice de M.

Pour que [ soit identique a son inverse, il faut et il suffit que chaque
valeur propre soit sa propre inverse, donc soit 1 ou — 1. f identique &
son inverse signifie f2 = e ; nous avons bien établi & I’exercice 33 que la
matrice d’une involution pouvait étre diagonalisée, tous les éléments de la
diagonale valant 1 ou — 1.

4° q) 1l existe, par hypothése, une base ! e¢;{ de E constituée de vec-
teurs propres de f. Soit 2, la valeur propre correspondant a e; (les }; peu-
vent ne pas étre deux i deux distinctes). Une application linéaire étant
définie par les images des éléments d’une base, la condition nécessaire et
suffisante pour que f et ¢ commutent est que, pour i =1, 2, ..., n, on ait :

[og(e) = gof(ey)

¢’est-a-dire : fle(e) ] = o(he) = hole;)
c’est-a-dire que ¢(e;) est un vecteur propre de f relativement a la valeur A,
La condition est donc que ¢ donne de tout vecteur propre de f relatif a
un vecteur propre relatif a la méme valeur, ou sous une forme équiva-
lente, que les sous-espaces propres de [ soient invariants par .

Si les &; sont deux & deux distincts, les sous-espaces propres de f sont
4 une dimension et la condition est que I'’ensemble des vecteurs propres
de f soit inclus dans I'ensemble des vecteurs propres de ¢.

b) Pour qu'un endomorphisme ¢ commute avec tous les autres, il
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faut déja qu’il commute avec tous ceux dont les valeurs propres sont dis-
tinctes, ce qui exige qu’il admette pour vecteurs propres tous les vecteurs
propres de ces endomorphismes. Soit alors un vecteur quelconque z ; on
peut toujours construire un endomorphisme a valeurs propres distinctes
Sdmettant x pour vecteur propre ; il devra étre propre pour ¢ aussi;
‘ot :
V&€ E o) = M.
Pour prouver que ¢ est une homothétie, il reste seulement & vérifier
que A, est indépendant de x. Or, si on a :

i o(x1) = My g(x2) == hax2
on ne peut avoir o(x:1 -+ x2) == AMx1 -+ x2) que si d = da.

¢) Une involution est une opération 4 spectre simple puisque, d’aprés
Pexercice 33, E est somme directe des deux sous-espaces propres relatifs
aux valeurs 1 et — 1.

Pour que deux involutions commutent (el aient pour produit une
involution), il est donc nécessaire et suffisant que les sous-espaces propres
de I'une soient invariants par Uautre.

d) De fagon plus générale, une involution commute avec un endo-
morphisme si et seulement si celui-ci laisse invariants les sous-espaces
propres de Uinvolution.

Dans R3, si on laisse de coté la transformation identique, les invo-
lutions sont de trois espéces :

«) — Les trois racines du polyndéme caractéristique sont égales &4 — 1.
E tout entier est espace Eropre pour cette transformation. E étant inva-
riant par tout endomorphisme, une transformation de ce type commute
avec tout autre endomorphisme. (Il s’agit d’ailleurs d’une homothétie
particuliére).

B) — Deux racines du polyndme sont égales & — 1, la troisiéme est égale
a 1. E est somme directe d’'un sous-espace propre de dimension 2 et de
valeur propre — 1 et d’un sous-espace propre de dimension 1 et de valeur
propre 1. Une invelution de ce type commute avec les endomorphismes
qui laissent invariants ces deux sous-espaces et avec ceux-la seulement.

y) — Une racine du polynome est égale 2 — 1, les deux autres sont éga-
les 4 1. E est somme directe d’'un sous-espace propre de dimension 1 et
de valeur propre — 1 et d’un sous-espace propre de dimension 2 et de
valeur propre 1. Une involution de ce type commute avec les endomor-
phismes qui laissent invariants ces deux sous-espaces et avec ceux-la
seulement.

Nous pouvons traduire ces résultats dans le langage de la géométrie
¢lémentaire. Une origine étant choisie dans l'espace euclidien, 'ensemble
des vecteurs géométriques issus de cette origine a la structure d’espace
vectoriel de R3. Les sous-espaces de dimensions 1 et 2 de R3? correspondent
aux droites et plans issus de 'origine. Nous voyons alors que :

— Une involution du type «) qui a tout vecteur donne pour image
son opposé correspond & la symétrie par rapport a l'origine des coordon-
nées. Et nous pouvons énoncer : Une syméirie par rapport a un point
commulte avec toute application linéaire de U'espace vectoriel relatif a ce
point.

— Une involution du type 8) qui, étant donnés une droite et un plan
fixes passant par lorigine, transforme tout vecteur en un vecteur ayant
méme composante sur la droite et composante opposée dans le plan, cor-
respond & une symétrie par rapport a la droite parallélement au plan. Et
nous pouvons énoncer : Une symétrie par rapport a4 un axe D, paralléle-
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ment a une direction de plan II, commute avec celles des applications
linéaires de Uespace vecloriel relatif ¢ un point de son axe qui laissent
invariants cet axe et le plan de direction II passant par ce point, et avec
celles-la seulement. (Exemples d’applications commutant avec la symé-
trie par rapport & D, parallelement a II : affinité sur le plan parallele a 11,
parallélement & D ; symétrie par rapport 4 un plan passant par D, paral-
J¢lement & une direction de II, etc...).

— Une involution de type v), qui, étant donnés une droite et un plan

fixes passant par l'origine, transforme tout vecteur en un vecteur ayant
méme composante sur le plan et composante opposée sur la droite, cor-

respond 4 une symétrie par rapport au plan, parallelement 4 la droite.

Et nous pouvons énoncer : Une symétrie par rapport ¢ un plan P paral-
lélement & une direction de droite A commute avec celles des applications
linéaires de Pespace vectoriel relatif a un point de P qui laissent inva-
riants P et la droite de direction A passant par ce point, et avec celles-la
seulement, (Exemples d’applications commutant avec la symétrie par
rapport & P, parallélement a A : affinités parallélement & P sur la paral-
l1¢le & A ; symétrie par rapport & une droite de P issue de l'origine, paral-
lélement & un plan passant par A ; symétrie par rapport & un plan paral-
lele 4 A, issu de lorigine, parallelement & une direction de D).

Ezxercice 41.
p

Lyp1 == E hx;

=1
et montrons que tous les vecteurs d’ordre supérieur s’exprimeront aussi
comme combinaisons linéaires des x; avec 1 <i< p. Supposons qu’il en
soit ainsi pour tous les vecteurs jusqu’a x,,; :

1° Supposons que :

p
Lotk mz il
i=1

Il en résulte :
P ot
Tppprr = [@par) = Z wf(xy) = Z Wi 1 %y
§=1 =1
x,,1 étant combinaison linéaire des x; (1 SI<p), Xy 441 Lest aussi;
les x; (1 < i < p) forment donc un systéme de générateurs minimum, donc
une base, de F,

- Pour que x; engendre E, il est nécessaire et suffisant que E et F aient
méme dimension, donc que p = n, ou que X1, T2, ..., I, soient linéairement
indépendants.

2° Soient ki, Az, ..., A, les éléments diagonaux de A :
I = Dtle, => x2=3EN\g
xg = 2 £ %
x, = T EiQQ)r1e,,
Une condition d’indépendance du systéme de ces n vecteurs est que
leur déterminant soit différent de zéro. Or, ce déterminant peut s’écrire :

13 Lot
12 . a8t

...........

2 —
TV C L

E162 ... &, = E1f2 ... E,TI(0 — Ap
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le produit II étant entendu a tous les couples d’indice i, j avec i > j (déter-
minant de Vandermonde). Pour qu’il soit différent de zéro, il est néces-
saire et suffisant que tous les X, c’est-a-dire toutes les valeurs propres
de f, soient distinctes.

3° Par rapport & (z1, 2, ..., ¥,), on trouve pour matrice de [ :

0 ¢ 0 a,
1 0 : a,
N B
Avf-' : D". a'»
o
: "4 a,

n
s 1 = ATy
=1

Le polyndme caractéristique de f s’écrit donc :

A 0 [+ N 7

4 A0
o 4 -\
I
Pps| * 004 %
R A
S
: 1 a.

Développons ce déterminant par rapport 4 la derniére colonne. Le
mineur de a; vaut 1. Celui de a; pour 1 <1 < n vaut (— ). Enfin, celui
de a, — » vaut (— 1)1, On trouve donc :

n—1
PO = (— Drtlag 4 3 (— DrHa(— Nt 4 (@, — 0 (—
=2
= (— 1) [ M — gL . — g\t L —aq].

La théorie générale nous apprend que P(f) =0, c’est-a-dire que
I'application P(f) annule tous les vecteurs ;. Calculons d’abord P(f)z: ou
plutét (— D*P(f)x: que nous désignerons par g(x1).

g(x1) = frx1) — a,f1(x1) ... — azf(X1) — @12y
= f(x,) — axy, ... — G2T2 — a1x1 = 0.
Supposons alors que l'on ait g(z;,) = 0 et cherchons g(x;,1).
gl 1) = [r(Eip1) — @@ 1) o — A1 X 1)
— @, ) e — asf(x; 1) — a1y 11
= f"'!"l(xg) - anf”(xi) eee T a?b—’i+1fH+1(xi>
— Ay Ly eee a2x§,+2 — Q141
= f(fux) — apfr—2x) ... — Qi 1frx)

Ly ooe — A2Tq 2 — A1y 1.
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Mais, en vertu de ’hypothése de récurrence, g(x,) = 0, la quantité entre
parenthéses, qui est le début du développement de g(x;), peut éire rem-

placée par :
Ay z;) + ... F asf(x) + arx;

. Uy 1 oo A2 1 - a1,
et dont I'image par f est:

Ay iy + oo - Q2T y 2 + A1y 1.
On a donc bien g(x,,1) = 0 et le théoréme fondamental est vérifié.

qui est égale 4 :

Exercice 42.

Soient V et W deux variétés linéaires affines d’un espace affine E
respectivement paralléles aux deux sous-espaces vectoriels H et J de
Pespace associé T. Soit HNJ = L.

. Admettons que VN'W ne soit pas vide et soit xo € VN W. Cherchons
? cz’:rgcterlser tous les autres points * € VN'W. Ce sont ceux qui satis-
ont a:
z:g 2? ce qui équivaut & x — x, € L

L étant un sous-espace vectoriel de T, I’ensemble des z tels que
& — 2o € L est une variété affine paralléle a L. Par conséquent, ou bien
l’}gtersectlon de deux variétés affines est vide, ou bien elle est une variété
affine.

Si, au lieu de deux variétés affines, on considére un ensemble fini ou
infini de variétés affines, le raisonnement précédent reste valable, I'inter-
section de I'ensemble des sous-espaces vectoriels paralleles aux variétés
étant encore un sous-espace vectoriel.

Soit alors A une partie de E. L’intersection de toutes les variétés affi-
nes qui contiennent A est une variété affine Vo qui contient A et est
incluse dans toutes les autres. C’est la plus petite variété affine qui
contienne A. Le barycentre de points de A < Vo est un point de Vo.

Réciproquement, montrons que tout point de V, est barycentre de
points de A. Nous savons que tout point de Vo peut étre obtenu comme
barycentre de points fixes xo, x; (i € I), de Vo, pourvu que les vecteurs
t‘O“’t = x; — o constituent un systéme de générateurs de H, (sous-espace
vectoriel auquel Vo est paralléle). Or, nous pouvons trouver dans A un
tel systéme de points z; ; si, en effet, A n’en contenait pas, c’est que les
vecteurs Iy, « décrivant A, n’engendreraient pas Ho, mais un sous-espace
inclus strictement dans Ho, et Vo ne serait pas la plus petite variété affine
contenant A. Vo est donc bien ’ensemble des barycentres des points de A.

Exercice 43.

) b—a=c—d <> =1,

Ajoutons t; aux deux membres de I'égalité. La somme vectorielle étant
commutative, il vient :
tab+tbd:“tbd+tdc @ tad‘:tbo @ d'——'a"—-’e“*“b.

b) Nous avons défini le parallélogramme abcd construit sur
ti=b-—a et t=d-—a par le fait que c=a-+t, +t:. Or, a -+t
est le point b ; I'égalité de définition de ¢ s’écrit donc ¢ = b - t2, donc
to=c—0>b; d’ou1 :

c—b=d—a.
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Réciproquement, si on part de ¢—Db=d-—a, on peut dire :
c=b-4+d—a)=a-}+b—a)+d—a)

qui est la définition du cours.

¢) Précisons d’abord que le milieu de deux points dans un espace
affine est le barycentre de ces points affectés de coefficients égaux et
donc égaux & 1/2; 1/2 est I'élément du corps qui, multiplié par deux,
donne I'unité. Cet élément n’existe pas dans un corps de caractéristique 2 ;
il existe au contraire dans tout autre corps puisqu’un corps de caracté-
ristique différente de 2 admet pour corps premier Q ou Z, avec n pre-
mier impair et que dans ces corps un tel élément existe. La notion de
miliea a donc un sens dans tout espace affine sur un corps de caracté-
ristique différente de 2, mais n’en a pas dans un corps de caractéristique 2.

Ceci posé, soit le parallélogramme de sommet a construit sur ¢; et ..

tag b+t
2 2
Le milieu de bc, barycentre de b et ¢ affectés des coefficients 1/2, est le

, ¢’est donc a -+

Le milieu de ad est déduit de a par la translation

t t
point déduit de a par la translation ; t: -+ % t2. Cest bien a -} EL |- .23

Réciproquement, dire que ac et bd ont méme milieu c’est dire que :
a ¢ b d
5t373 73

ce qui peut s’écrire en prenant a pour origine des vecteurs :

1 1
'2' tyo== 3 (tap + toa)-
Soit t,,— t,; = 1,5, c’est-d-dire ¢c—b=d—a. i
d) SiK est de caractéristique 2, tout scalaire y est égal 4 son opposé,
ce qui entraine que tout vecteur de T est égal & son opposé :

Vmn&€E ton = tum 1.
Soit alors un parallélogramme a, b, ¢, d, ce qui se traduit par :
tar = lgo (2)

et nous devons montrer que :
) toayo(r) = to@a(dy )

¢ étant une permutation quelconque. On sait qu’une permutation peut
toujours se décomposer en un produit de transpositions portant sur deux
éléments consécutifs. Pour que la propriété soit établie, il suffit de véri-
fier que (2) reste vraie si on y échange a et b ou bien b et d ou bien d et c.
La possibilité du deuxiéme de ces échanges a été établie en a) dans le
cas général ; les deux autres résultent de (1).

Exercice 44.

Le résultat est évident & partir de I'une ou P'autre des définitions
données : '

a) L’image du barycentre d’un ensemble de points par la composée
de deux applications affines sera le barycentre des images ; cette appli-
cation composée est donc une application affine.

b) Si lapplication u est affine c’est que :

xr—a —> ulx) — ula)
est une application linéaire. Si u’ est affine c’est que :
u(x) — ula) —> wu) —w@w@)
est lindaire. La composée des deux applications est linéaire, donc :
xr—a —> woul(x) — woula)
est linéaire et wou est affine.
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Exercice 45.
. Soit u une application affine de E dans F qui, de tout x € E, donne
’image :

. . . u(:c) == u(a) + c?(taw);
¢ étant une application linéaire. Une variété affine V paralléle au sous-
espace vectoriel H de S est :

To+H=lao=a,+t; t€H].

L’image de cette variété est I'ensemble des points :
tu@) =ulx, 6 ; t€H!,

or, u(r,) = ula) 4 o(taz,),

. . u(x) = u(x, -+ t) = ula) 4+ o(t,,).
D’ott par soustraction :

o u(r) — u@,) = ¢(te,) — ¢(tax,).
Mais ¢ étant linéaire :
Q’(ta.v) - @(tax(;) === "-P(txox);
lzyw décrit H 5 o(fxx) est image par ¢ d’un sous-espace vectoriel ; c’est
donc un sous-espace vectoriel o(H) et on a :
u(V) =tu@ ; r €V} =ulx,) + oH).

L’image u(V) de V par Papplication affine u est donc une variété
affine de I paralléle a o(H).

Soit maintenant W une variété affine de F paralléle 4 un sous-espace
J de P'espace vectoriel T associé & F ; cherchons-en I'image réciproque.
Si WNu(E) =4, I'image réciproque de W est vide. Supposons que
WNu(E) 5« ¢ et choisissons x, appartenant & cette intersection. Il existe
au moins un élément y, € E tel que u(x,) = y,. La variété W peut étre
mise sous la forme : W=z, J. Pour qu'un autre x appartienne

—1
w(W), il faut et il suffit que :

u(x) —u(z,) €J
ou o(trpe) € J.

.. L’ensemble des z répondant & la question est donc celui des points
déduits de x, par I'ensemble des translations ¢ appartenant 2 :

—1
¢ (J)=H.
H, image réciproque d’un sous-espace vectoriel par une application
linéaire, est un sous-espace vectoriel. L’ensemble des x répondant a la
question est x, + H.
-1

u(W) est une variété affine. L’image réciproque d’une variété affine
par une application affine est vide ou bien est une variété affine.

Exercice 46.

Drabord, il est immédiat que E X F a une structure d’espace affine
sur S X T. En effet, du fait ({ue E et F ont respectivement des structures
affines sur § et sur T, il résulte que :

Vo, p) @, )0 €EXF)?2 s, D ESX T
ce qu’on pourra noter :

x = s(x)
y =y

r=x-ts
y=y+t

|
|
o
o

-

;
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Cherchons alors ce qu’on Peut dire du graphe d’une application

linéaire de E dans F. On sait qu’elle s’exprime sous la forme :
u(x) = u(a) + ¢z — a),
¢ étant une a}ig)plication linéaire de S dans T. Le graphe est Pensemble
des points X = (z,u(x)) ol x décrit tout E. Il contient le point
A = (a, u(a)) et
, { xz=a+4 (x—a)

t u(r) = u(a) 4 o(x —a)
peut se noter X=A4+ (x—a, ¢gfx—a)).

On obtient ’ensemble des X en faisant décrire & x — a tout 'espace
vectoriel S. On peut donc dire que le graphe est ’ensemble :

A4 1{o=0o)); tES}.

L’ensemble H=1({,0) ; t&€ S] est un sous-espace vectoriel de
S X T. En effet, du fait de la linéarité de o,
B0 S H= 0 £, )=t + 1, 45) + o(t))=(t + 1, g(t +- 1) €H

Lo EH = Mt 0) = (O (D) = (O, o)) € H.

Le graphe est donc une variété affine de E X F paralléle & H.

Réciproquement, nous allons considérer une application de E dans F
dont le graphe soit une variété affine de E )X F. Mais, auparavant, obser-
vons que le graphe G d’une application quelconque est une partie de
E X F telle que la restriction & G de la projection pry de E X F sur E
(voir exercice 18), soit une bijection (pour qu’a tout x de E corresponde
un y &€F et un seul, donc un cou}’)le (x,y) et un seul). Pour abréger,
nous dirons d’une telle partie G qu’elle se projette bijectivement sur E.

Nous considérerons donc une application u dont le graphe soit une
variété affine qui se projette bijectivement sur E. Elle est de la forme :

A+ H=(aq,u@))+ 1) ; tE€S]
et pour montrer que }’agplication u est affine, il faut seulement montrer
que ¢ est linéaire. Or, H étant un sous-espace vectoriel,
(4 ot)) €H , ’
(£ NS | = 6D+ EH

Mais, puisque dans H, il existe un seul point dont la projection sur E
soit #-+¥, c’est le point (t+ ¢, ¢(f 4 1)). On en conclut donc:

o(t) + (") = o(t + 1).

On montre de la méme facon que ¢(Af) = Ap(#). Done, ¢ est une
application linéaire (*) et u est affine.

Nous pouvons donc énoncer :

Pour qu’une application de E dans F soit affine, il faut et il suffit
que son graphe soit une variété affine de E X F ou, en tenant compte
de la remarque générale faite ci-dessus :

Pour qu’'une partie de E X F soit le graphe d’une application affine
de E dans F, il faut et il suffit que ce soit une variété affine se projetant
bijectivement sur E.

(*) On pouvait aussi raisonner ainsi. L’application (#, #(f)) — f, restriction &4 H de
la projection prg du produit E X F sur E est une application linéaire (v. ex. 18) ;
cette restriction est ici bijective. . . .

L’application réciproque t-—> [f, 9(f)] est aussi linéaire et (f, 2(#)) — ¢(D) rgstrxc—
tion & H de la projection de E X F est aussi linéaire. L’application f— ¢(f), qui peut
&tre considérée comme la composée des deux précédentes est linéaire.
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Exercice 47.

La recherche du barycentre de n points xix2 ... x, est une opération
qui peut étre rendue associative. En effet, soient x:..x, affectés des
coefficients «,(1<i<p) et x,,1..x, affectés des -coefficients
Bi(p+1<j<n) avec IZq -+ Zp;=1.

Cherchons le barycentre de 1 ... x, affectés des coefficients :

%y

L J—

@y = s
Ea.i

o’y =1 et ce barycentre est le point y défini par :
tay - Ed.’,i taxl,.

Puis prenons le barycentre de ce point affecté du coefficient Ze; et des
points x, .1 ... z, affectés de leurs coefficients ; c’est le point x défini par :

tag == (30) 2o’y tag, + B, tas; -
= Zagta, + ZBylos -

La somme vectorielle étant associative, ce barycentre ne différe pas
de celui des points x; ... x, affectés de leurs coefficients.

Ceci posé, dans la recherche du barycentre des points x; ... x,, affec-
tés de coefficients gositifs, d’une partie A d’un espace affine, remplagons
z1 et xs par leur barycentre déterminé comme il vient d’étre indiqué ;
puis cherchons le barycentre de x5 et de ce barycentre et ainsi de suite...,
tous les coefficients utilisés et calculés a partir des coefficients positifs
initiaux étant eux-mémes positifs.

Or, par définition du segment xix2, le barycentre de ces deux points
affectés de coefficients positifs appartient au segment, donc 4 I’enveloppe
convexe de A, le barycentre construit ensuite Jui appartient pour la méme
raison... et finalement le barycentre des n points lui appartient.

L’enveloppe convexe contient donc ensemble ¢ des barycentres des
points de A pris en nombre fini quelconque et affectés de coefficients
positifs. Nous allons montrer maintenant que cet ensemble € est convexe;

comme il contient évidemment A, cela suffira a établir qu’il est 'enve-
loppe convexe.

Soient deux points a et b de ¢. Si A est indexé par I, on peut écrire :

a == Z &y b= 2 Bexy,
el el
oit les a; (resp.B) sont nuls, sauf pour un nombre fini d’indices, réels
positifs et tels que Za; =1 (resp. 2f;==1). Un point x du segment [qa, b]
s’écrit :
x == \a -} ub,
oli » et p sont réels positifs de somme 1. On a donc :

T == Z (Re; 4 wB ;.
i€l

Or, les coefficients la; -+ pB; sont nuls, sauf pour un nombre fini d’indices,
pour lesquels ils sont réels positifs et de somme 1, car :

2 Qe + pB) = A2, + wIf = A+ pu=1
z est un barycentre positif de points de A, il appartient & ¢.
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Exercice 48.
a) f est symétrique. En effet, en vertu de (Q), avec x=0, on a :
Q) + Q—y =2 Q).
d’olt : Q) = Q(—y). On en déduit :

Qy—x) —Q@—y _
f@y—fyx)= 1 0.

b) f est additive par rapport a x, c’est-a-dire :
f@+ a2, ) =f (@1, ) +f (X2, 9)-

On a, en effet :

1=2Q )+ 2 Qas) — Q (X1 —x2 4 1) ¢}
%((ﬁigj——%)=2%(ml1t%) +2Qx2) —Q(x2—z1 4+ 1) 2)
Echangeant le role de x; et x2, on obtient : ) .

Y=2Q @2+ 1y +2Q1) —Qxze—x1 4+ Y (
8E£ii§zig)=2%(w22—g})+2Q(fc1)-—-Q(x1~—-:ca+y) 4)

1H—2)4+6G)—®
2

La combinaison donne :

Qi +x+y) — Ql@r +22—Y)
=Q@+1y —Qx1—Yy ~I7Q(xz+y)———Q(:rz—-—y)

qui n’est autre que la formule & établir.
La symétrie de f et 'additivité par rapport 4 x entrainent Padditivité
par rapport 4 y.
¢) Prouvons enfin que : VAER fQz, ) =rflx, .
I’additivité par rapport a4 x entraine (cf. A.PM. I, exercice 61) :
Vr€Q fax,p) =rf@ Y.

Mais Q Ox ) étant continue en 1, f (Ax, y) P'est aussi. Sa valeur étant
r fa (x,%)( (jx;ry »=r rationnel, est Af (x,y) pour i réel quelconque. La
symétrie implique f (x, Ay) = A f (x, y). L’application f est bien bilinéaire.

Exercice 49.

Soient x et y appartenant 2 la boule unite :
llel] < 1 lyll < 1.
On doit montrer que Az 4 (1 —2) g, avec 0 <A < 1, appartient aussi
a la boule. Or,
Pz 41—V gl <Al + @ —0 gl SA+1—2r=1.

Exercice 50.

Les solutions de I'équation différentielle sont de la forme :
y = e—a® (A cos bx 4~ u sin bx).

Les deux solutions :
y = e—a= cos bx
= e~ sin bx
qui sont linéairement indépendantes, constituent une base de I'espace
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vectoriel sur R des solutions, base par rapport 4 laquelle les coordonnées
d’une solution sont X et u.
ty1, Y2} est une forme bilinéaire associée & la forme quadratique :
2n

b (TP
ty, gl = -/ etax y 2 dy
0
qui est bien définie positive puisqu’elle ne s’annule que si y est nul sur

[0, bw], ce qui, la fonction intégrée étant périodique de période 2—1;-:-,
entraine que y soit la fonction nulle. ! yi,y21 est donc bien un produit
scalaire. Il vaut :

2n

Sy

b
ty, gyl = - /0 (31 cos bx -+ p1 sin bx) (A2 cos bx -+ p2 sin bx) dx.

On trouve :
Fgs, g2 b == A Ao 4 g1 pe
et Iyl = V.
I1 en résulte que la base par rapport & laquelle les calculs ont été

faits est une base orthonormée. Une suite de Cauchy d’éléments de cet
espace vectoriel est une suite (y,) de solutions qui satisfait & :

Ve 3N n>N,p>N = |y, —yl<s
or s — Yol = VA — 3p)2 - (p — 12
L’hypothése entraine :
P —2p] <6 [oon — 1| <.

C’est dire que (3,) et (p,) sont deux suites de Cauchy de nombres réels.
Elles convergent donc respectivement vers deux réels [ et m ; c’est-a-dire
que ¢ étant arbitrairement petit pour n assez grand :

P‘n""ll < ¢ [y.,,,-~m| < g,
ce qui implique : 0O, — D% F (g, —m)2 < /2.
Or, le premier membre est la distance entre la solution (y,) et la solution
de coordonnées (I, m). La suite (y,) converge donc vers cette solution.

L’espace est donc complet. I1 est isomorphe & R2, muni de la norme eucli-
dienne, dont on a donc montré du méme coup qu’il était complet.

Avec la deuxiéme définition, calculons :
(g1 y2] ==f e—2ax (3; cos bx -+ p1 sin bx) (2 cos bx 4 p2 sin bx) dx
0

e - % e
R i J e—tazdy 4 Ml —pipr / e—2azcos 2bx dx
2 0 2 J o

) €%
MRS 4 10 f e—2arsin 2bz da.
0

Les deux derniéres intégrales sont respectivement les parties réelles et
imaginaires de :
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* 1 a+ib
—2gx p2ibe Jp == = T
‘/; e—2axgibz 3 AL

On trouve donc :

MAetpipe | AMhe—pipe a Mpe Ao b
(Y1, y2] = ia + 1 @ b2 4 @b
___7\17\2 2 a2+ b2 pipe b? +)«1}Az+lzp.1. ab
4 a(@Fbd) ' 4 a0 4 a (a® + b?)
Dot :

1
U — A B)2 4 32 (a2 4+ b2 )
[9, 9] = g g (@ w0+ ¥ (@ o+ 1) )
[y, y] est donc bien une forme quadratique définie positive et la définition
adoptée pour le produit scalaire était légitime.
[y, y] peut étre mis sous la forme :
ar-pb N/ R N\?
(g, y]= ( = +( _)
2 vay/aZ F b2 2Va

Sous cette forme, on a mis en évidence une base orthogonale formée

des deux solutions :
YO()\:{)’p’zl) Yl()\::—-b,p.ma).

Pour avoir une base orthonormée, il suffit de diviser ces vecteurs
par leur norme :

LI yy=-EL

Yol =3 va va FbF 2Va

Les deux solutions qui forment une base orthonormée seront :

— 2 va Vba b e—axgin bx zl__—zz })/Ee—ax(——.-bcos bx -+ a sin bx).

Zo

Par rapport & cette base, la forme [y, y] a pour valeur :
[y, gyl =FE% + &% )
si ko et &1 sont les coordonnées de y (y = Eozo 4 E121).
A partir de 1a il n’y a rien 4 changer 4 ce que nous avons dit rela-
tivement aux suites de Cauchy.

Ezxercice 51.

a) Le sous-espace x* , orthogonal & un vecteur propre z, es,t I’en-
semble des vecteurs de I'espace orthogonaux & ce vecteur propre. L’ortho-
gonalité est conservée par la transformation orthogonale u, d’autre part
les vecteurs orthogonaux & un vecteur sont orthogonaux aux vecteurs

colinéaires a ce vect,eur.
(fap=0 = fozy=0).

On peut donc dire :
glzr < u@p) Lux) < u@) Lz

D’ou ulzt) = 2.
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De méme si H est un sous-espace invariant par u (c’est-a-dire si
u(H) = H), le méme raisonnement prouve que :

(u(H)]* = a(H?!).

b) Soient deux vecteurs propres x et y correspondant
valeurs propres réelles différentes +1 et ——~yl respecIt)ivement ;a 1(1));:1 2 e:ux
u(x) =x u(y) = —y.
Donc, f(;c, Y) =@, uy) =f (@, —y) =—f (),
ce qui entraine (Pespace vectoriel E considéré e. y ;
un corps de caractéristique 2) : st sur R et non pas sur

[ @, y) =0 Cest-a-dire = L y.

¢) Supposons alors que u admette un vecteur ropre a; de valeu

) r

propre A= 1 pour fixer les idées. Nous pouvons ch(I))iSill') une1 base de E

constituée de a; et d’une base du sous-espace orthogonal H;. Nous pou-

;;)III)S toxgogs 9hqi51£ta1 unitaire et 1a base de H; orthonormeée si bien que
ase de I. ainsi obtenue est orthonormée. Par ra :

matrice M de u prend la forme : pport & cefte base, Ia

(0 an)

M; étant la natrice orthogonale qui r?résen’ce la restriction de u au sous-
espace H; invariant par u, matrice dont le polynéme caractéristique a
memes racines que celui de la matrice M a Pexception d’une racine 1.

Nous rgfalsons pour M; ce que nous avons fait pour M et si elle admet
encore la valeur propre 1 et le vecteur az, nous mettons M sous la forme :

((5 1) o )

0 (Mg
par rapport 4 une base orthonormée formée de a1, az et d’une base ortho-
normée de Hs, sous-espace orthogonal de celui engendré par ai et az, M2
ét{l:lt la matrice de la restriction de u a ce sous-espace Hz ... et ainsi de
suite...
Nous poursuivrons ce processus jusqu’a épuisement de i

TO! D s racines du
polyn@me caractér{sthue. Sl: nous avons trouve k fois 1a racine 1, I fois
la racine — 1, et si le polynéme caractéristique n’admet plus de racines
réelles, si u est rapporté 4 la base orthonormée formée de k -+ 1 vecteurs
proprgs ghmms umtaaurels_;I et deux 4 deux orthogonaux et d’une base ortho-
normee du sous-espace H' orthogonal a celui qu’ils enge i
prendra 1 fons-e p I3 q gendrent, sa matrice

ot M’ est la matrice & valeurs propres imaginaires de la restriction de u
4 H'. Dans le cas ot & -+ 1= n, la matrice est diagonalisée.
d) Sous cette forme on voit que E est la somme directe de trois sous-
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espaces deux a deux orthogonaux, tous trois invariants par u : H et les
deux sous-espaces E; et E_; respectivement engendrés par les k vecteurs
de valeur propre 1 et les I vecteurs de valeur propre — 1. Ces deux sous-
espaces sont formés de vecteurs propres ; dans le premier, ce sont des
vecteurs propres de valeur 1 et la restriction de u 4 E; est I'identité ; dans
le deuxiéme, ce sont des vecteurs propres de valeur — 1 et la restriction
de u & E_, est une symétrie par rapport & 'origine.

En dehors de ces deux sous-espaces, u ne posséde pas de vecteurs
propres car un vecteur propre de valeur — 1 (par exemple) doit étre
orthogonal & tous les vecteurs propres de valeur 1 d’aprés b), donc appar-
tenir 4 E4; qui est E_; © H. Un vecteur de E_1 @ H’ qui serait propre
de valeur propre — 1, ayant pour composante dans E_; un vecteur pro-
pre de valeur propre — 1 devrait avoir aussi pour composante dans H’
un vecteur propre, ce qui est impossible si cette composante n’est pas
nulle, puisque H’ ne posséde pas de vecteurs propres. Tout vecteur pro-
pre de u, de valeur propre — 1, appartient donc & E_1. On montre de la
méme fagon qu’un vecteur propre de valeur propre 1 appartient a E;.

L’ensemble des vecteurs propres de u est donc formé de deux sous-
espaces orthogonaux dont les dimensions sont égales a Uordre de multi-
plicité des racines 1 et — 1 dans le polynéme caractéristique.

Exercice 52.

Nous utilisons les notations du cours. Soit u une transformation
orthogonale de E et u la transformation correspondante de F. Soient X et A
deux valeurs propres imaginaires conjuguées de u et soient :

v==¢e;+ie; v=—1e;—1€s (e1 et eg réels)
les deux vecteurs propres correspondants :
u(v) = v u(v) == Av.

Le sous-espace de F engendré par v et v est invariant par u. Les
vecteurs

v+ov v—0o
e == + €9 == —
2 2i

constituent une base réelle de ce sous-espace. [Pour s’en assurer il suffit

de vérifier qu’ils ne peuvent étre nuls, ce qui signifierait que v et v sont
ou réels ou imaginaires purs. Or, nous savons qu’ils ne peuvent étre réels ;
d’autre part, v imaginaire pur enirainerait u(v) imaginaire pur, mais par
ailleurs v == iv; avec v; réel signifierait u(v) =\ = M vy qui ne _ou.rrait
étre imaginaire pur que si ) était réel, ce qui implique une contradiction].
Le sous-espace engendré par v et v’ peut donc étre rapporté a la base e, es.

Revenons maintenant au domaine réel. Le sous-espace engendré
dans F par e; et ez a pour intersection avec E un sous-espace ¢ invariant

par u, qui est la restriction de u a4 E. Ce sous-espace et son orthogonal
constituent deux sous-espaces supplémentaires, tous deux invariants par
u, et la restriction de u a chacun d’eux est une transformation orthogo-
nale. ¢, de dimension 2, est isomorphe 4 R? et, u n’y ayant ias de valeur
propre, réelle, sa restriction y est une rotation d’angle « = k =.
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Si u n’a aucune valeur propre réelle (ce qui exige que la dimension
de E soit paire ; E ~ R%), la restriction de u au sous-espace orthogonal a
¢ est aussi 4 valeurs propres imaginaires. Nous recommencerons pour
lui ce que nous avons fait pour E et le décomposerons en deux sous-espa-
ces orthogonaux invariants de dimension 2 et 2p — 4. La restriction de u
au premier sera une rotation d’angle o' < & =, Et ainsi de suite...

Finalement E est décomposée en p sous-espaces E; deux a deux ortho-
gonaux tous isomorphes & B2, tous invariants par u, et la restriction de
u a chacun d’eux est une rotation d’angle différent de k x.

Si on choisit dans chacun de ces sous-espaces une base orfhonormée
on voit que la matrice de la transformation u a valeurs propres ima il
naires est de la forme : ¢

(M)

chacune des matrices M, étant de la forme :

N

(cos a —sine
i sin « cos « )
et la matrice de la transformation orthogonale la plus générale peut étre

tr_glse par rapport 4 une base orthonormée correctement choisie sous la
Tme :

Remarque. — Les vecteurs e, et e, sont orthogonaux. En effet :
v+v v—01

f e e =f (23 R e ICEA )

1 — — -
=47 @, 0) —f@v)+f(0,0) —f(v,0)]

La forme étant symétrique, les deux derniers termes se suppriment.

§
§
i
o
H

— 191 —

D’autre part v et v’, vecteurs propres imaginaires, sont isotropes et les
deux premiers termes sont nuls.
. fle,e2) =0

e1 et ez fournissent donc une base orthogonale du sous-espace qu’ils
engendrent et par rapport & elle la matrice de u prend la forme :

fcosa -—sina

( sin o cos a
1l est aisé de le vérifier directement ; en effet, A et 2 satisfont a :

f,v) =xxrf(v,v) (1).

or, [, 0) =f(e1, e1) + f (3, €2) + i f (e2, &1) —if (1, €2)
==f (e1, e1) -} f (e2, e2) puisque [ est symétrique. Cette quantité est stric-
tement positive, donc I’égalité (1) exige AX=1 ou [\| == 1. (Nous avons
montré en passant que les valeurs propres imaginaires sont de module 1).
On peut donc poser :

A= eif A= e—i8
On trouve alors :

8=k m.

efv+e—8p
2

ey —e—ib p
2i

Par rapport a (es, e2), la matrice de u s’écrit :

( cosB sinB
. —sin B cos )
C’est celle de la rotation d’angle o = —8.

u(ey) = == e1 COS f — €2 5in §

ufez) = =e; sinB 4 ez cos B

Exercice 53.

Transformations orthogonales dans R8.

Il existe au moins une valeur propre réelle et une direction propre
correspondant & cette valeur. A priori, nous pouvons considérer quatre
cas suivant la valeur du déterminant A de la matrice et la valeur propre
réelle. L’existence de transformations orthogonales correspondant eftec-
tivement & ces quatre cas sera prouvée a posteriori par la possibilité de
construire une matrice orthogonale conforme a ces données.

La restriction de la transformation au sous-espace orthogonal au
vecteur propre est une transformation orthogonale dont la nature (directe
ou inverse) est déterminée par la condition que son déterminant A’ vérifie
A = A A’. Nous avons donc les quatre cas :

A= 1 A= 1 A = 1
A= 1 A== —11 A=—1
Az=—1 A== 1 AN=-—1
A=w—1 A== w1 A= 1

En prenant pour la transformation dans le sous-espace orthogonal
au vecteur propre tous les types possibles de transformations orthogo-
nales dans R2, nous obtenons tous les types possibles dans R3.

A==l A=1 A=1:

1 0 0 1 00 1 0 0
0 cosa —sina 0 1 0 0 —1 0
0 sina  cosa 0 0 1 0 0 —1
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2° A=1 A=—1 A =-—1:
—1 0 0
0 1 0
0 0 —1
3 A=—1 A=1 N=—1:
1 0 0
0 1 0
0 0 —1
40 A:"""l )\::':.:-——I A’:I:
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1° Six types de transformations positives.

. o
/COS o — SIN o /1 1 .
sin « CcOS o 1 .
cos ¢ — sin o’ oS o — sin o 1 .
AN

sine’ cosa’/ sina cosa /
hY /
avec & 5= kn, o/ 5= kx.

e produit de deux ro- e rotation,
tations, ® un sous-espace

e pas de vecteurs ~ R? de vecleurs pro-

propres, pres,
@ deux sous-espaces e un autre sous-es-

® identité.

(—1 0 0 —1 0 0, /—1 0 0
0 cosa —sina ( 0 1 0 ( 0 —1 0
0 sina  cosa 0 01 .0 0 —1/

De ces 8 matrices, on voit que la 3° et la 4° sont identiques & I'ordre
des vecteurs de la base prés, de méme que la 5° et la 7°. Nous retiendrons
donc 6 types distincts :

— transformations positives :

7/ . ) .

~ R2 invariants,

@ symétrie par rap-
port & un point,

e tous les wvecteurs
sont propres,

f’ml

€os & — sin «

e produit de deux ro-
tations dont un demi-

tour,

e un sous-espace de

vecteurs propres

pace ~ R? invariant,

| \
—1 —1
R T
— 1/ N\ sine  cOS &/

f—1

—1
1
1,

& demi-tour,

@ deux sous-espaces
de vecteurs propres
~ R2

/1 0 0 1 0 0 1 \
(0 1 0 ( 0 cosa —sina —1 )
0 0 1 .0 sine cosa \ —1
® identité ¢ rotation autour @ (cas particulier de
d’un axe, la précédente), demi-
® une direction pro- tour autour d’un axe,
pre, @ une direction pro-

® un sous-espace or-
thogonal invariant.

pre,
® un sous-espace or-

thogonal de vecteurs
propres.

— transformations négatives :

—1 0 0 /—1 f—1 0 0
0 cose —sinw ( 1 ) ( 0 —1 0

0 sine cosa 1, . 0 0 —1
® symétrie,

® symétrie X rota- ® symétrie par rap-

tion, ® une direction pro- port & 0 (tous les vec-
® une direction pro- pre, teurs sont propres).
pre, @ un sous-espace or-

® un sous-espace oOr- thogonal de vecteurs
thogonal invariant. propres.

Transformations orthogonales dans R*.

Cette fois, nous pouvons n’avoir aucune valeur propre réelle. L’exis-
tence d’'une transformation de ce type et sa forme ont été établies dans
Pexercice 52.

Admettant I'existence d’une valeur propre réelle A, nous raisonne-
rons comme pour R? en classant les cas suivant la nature de la transfor-
mation et la valeur de X et en considérant pour le sous-espace orthogonal
4 la direction propre associée 4 A tous les types possibles de transforma-
tions orthogonales. Ceci nous améne a envisager 12 cas dont plusieurs
sont identiques, 4 'ordre des vecteurs de la base prés. Finalement, on
trouve :

~ R2,
@ un sous-espace
~ R? invariant,

2° Trois types de transformations négatives.

1 /1 1 ’
—1 1 ( —1 ] )
—1 1 c0Ss o — sin o
—1 . —1 \ sinae  cOSa,
o symétrie par rap- @ symétrie par rap- ® symétrie X rota-

port & une droite, port & un hyperplan, tion, o
® un sous-espace ® un sous-espace e deux directions

~ R3 de vecteurs pro- ~ R3 de vecteurs pro- propres,

pres pres, @ un sous-espace
? . s - =

e une direction pro- @ une direction pro- ~ R? invariant.

pre, pre,

On vérifie bien sur ces exemples les résultats généraux des exerci-
ces 51 et 52.

Exercice 54.

1) Un espace vectoriel sur un corps satisfait aux axiomes de la struc-
ture d’espacepve»ctoriel sur tout sous-corps de ce corps. E(C) peut done
étre considéré comme espace vectoriel sur R. Soit (a;) une base de E(C).
Tout x € E(C) peut étre mis sous la forme :

x=2 Aeqy, V& C
k
= D (* - is¥) .y rk, sk € R
k

— 2 rra;, -+ s*(iay).
P
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Sous cette forme, on voit que 'ensemble :

(ap) U (ap)
constitue un systéme de générateurs de E(R). Montrons que cet ensemble

est formé de vecteurs linédairement indépendants. Soient (r*) et (s*) tels
que :

-
2 g+ Dsktiay) = 0.
Cette égalité peut s’écrire :

;k (re -} isk)a, = 0.

Mais les a, constituant une base de E(C), ceci entraine :
Vk rkd-isk=0 ou rét=sk=290
(ay) U(ia;) est donc une base de E (R). E(R) est de dimension 2n.

2) Nous dirons qu’une application est C-linéaire (resp. R-linéaire)
lorsqu’elle est linéaire pour les structures d’espaces vectoriels sur C (resp.
sur R).

Toute application C-linéaire de C dans C est de la forme :

r4+is=1€C —> wu&(C
o étant un élément fixe de C, soit e=a -+ ib (a,b €R).
On aura :
ak == {(a -+ ib) (r + is) = ar — bs -} i(br -} as).
Cette application équivaut donc & P’application de R? dans R2.
(r,s) € R? —> (ar— bs, br }- as) € R?

définie par la matrice :

(1 a - b

\b a )

Ce n’est donc pas 'application R-linéaire la plus générale de R2 dans R?
définie par une matrice quelconque :

(?) fi) soit (r,s) ER2 —> (ar + cs, br -} ds).

Le résultat peut aussi étre énoncé géoméiriquement : les seules applica-
tions R-linéaires de R? dans lui-méme définies par des applications
C-linéaires de C dans C sont les similitudes de centre I'origine.

3) Une forme linéaire sur E(C) est une application :
f:EC) —> C
qui, 4 tout élément de E(C), qui peut aussi étre considéré comme élément

de E(R), fait correspondre un élément de C. On peut donc la considérer
comme une application de :

E®R) —> (,
elle satisfait a4 :

flar 4 x2) = f(@1) + f(22)
fQxs) = AM(x1)

pour tout A € C, donc pour tout A € R. Elle est donc R-linéaire, et

£(E(C),C) © 2(EM), C). @

Soit réciproquement une application R linéaire :

f:ER) —> (,

elle satisfait & :
V1, 2 € E(R)

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)
YrEeR

f(rz) == rf(x). (2)
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‘ éfini lication
: R) étant ceux de E(C), elle définit une appliic

&g sifﬂ‘(a(l'gnc‘li::fss éi %u?gat)isfait au premier axiome de la linéarité. Examinons
ce que vaut : '

fOx) = f[(r + is)x]

= f(rx) -+ f}l(sxg

=T (m) sjax ® . . . s

en vertu des hypothésefs (2)-.*_Pour que f soit C-linéaire, il est nécessaire et

suffisant que ceci soit égal & :

(r + is) f(x) = rf(x) + isf(x)
flix) = if(x). 3).

jication R-linéai it une forme
y ’ application R-linéaire gle ER) da.n.s C soi
linéa?r(;u;ug%l(lg)(i ilpfglllt donc gu’elle Véd‘tlﬁetla cmll’dclzﬁ?«;ln(?) L}})ggra’;)opliitc::
Il est clair qu’il n’en est pas ainsi pour toute appli o e e I
ion linéai t en effet étre définie par les images ae i a
g;);le lcl{rllle’}g;xri)é)lf’:l choisir arbitrairement. On peut donc trouver des appli
cations R-linéaires telles que : _
fidaw) @)
i “inclusi 1) est donc stricte.
ke nﬁit;(glslucllt;?%gsl?géegtfon précédente n’était d’ailleurs quﬁzle cas par-
ticulier de celui-ci pour E(C) = C et par conséquent E(R) = R2
4) petd sont des -applications de E(C) ou ER) dans R.
f(x1 + x2) = o(x1 + x2) + iWxr + x2)
fx1) + f(x2) = olar) + iY(x1) + o(x2) + iy(x2).
Donec : ol + x2) = ¢(x1) o(x2)
Y1 4 x2) = Y@1) + Yx2).

’ t, VAE€C on a:
Paire p fOx1) = ¢Qx1) + (A1)
A(@1) = Aola1) + ().

On en déduit, VAER :

reRr sER

donc que :

o(Ax1) = Ap(X)
$Ox1) = A1)
¢ et ¢ sont bien des formes R-linéaires.

D’autre part :
' flix) = if(x) = ig(x) — $(@).
Mais, par définition de g et ¢ : .
ais, p f(i;c)(::‘). o(ix) + z$€{x§. @
: olix) = — Y ir) = ¢(x). ‘
Doncﬁ) 11 en résulte que la seule application de E (C) dans C qui admette
¢(x) comme partie réelle de f(x) est déﬁn¥e par :
{(x)tz q)(fx) 'nw‘siwéléa;i)flie est C-linéaire
, ’ ication f ai , - .
Reste & mon(t;:: 1:%~qalc1§) l:--ilzpr()xllc)a-gioﬂxz) entraine immédiatement
? s b a2) = flan) + f@s)-
D’aut art : o
ey fOx) = f((r + i) = o((r + is)x) — ig((ir — $)x)
= o(rx) -+ olisx) — i[o(irr) — 9(s2)]
= (r +is)o(x) + (s — ir)e(ix)
— (r - is)(o(x) — ig(ix)) == (). ,
On a donc établi une bijection entre Pensemble £ (E(C), C) et I'en-
semble .2 (E(R), R).



— 196 —

Il est immédiat d’établir que cette bijection respecte la somme. D’au-
tre parfg a z'lqs (r ?El({(%)’ cette bijection fait correspondre rf. Les deue:;: es;ijg-
ces vectoriels 2 ,C) et 2 (ER),R t 1
qwespaces vectoriels sur R. (0 R) sont done isomorphes entant

£(E(0), C) ~ ¢ (ER),R).

6) Supposons que E, espace vectoriel sur R, soit aussi espa
. > &5 5 ce vecto-
31;’1 sul('h(]. At§10}t1§ :cde E, faisons correspondre ix € E. Cette %orrespon-
itce (homothetie de rapport i) est un aut i i -
morphisme 11 va e PP omorphisme. Soit u cet auto
u?(x) = —z.

Réciproquement, supposons qu’il existe t i
(considéré comme espace Vectori»elqsur R) tel q‘ix% :au cmorphisme de B
et défini 1 Itipli Vtx e vios Sl

nissons la multiplication externe des é1é
G Ta facan ool P ne des éléments de E par ceux de C
la multiplicati s EIE e

utlipircation par un complexe quelconque a -+ ib étant définie .
condition que distributivité et :;155(>ciad:ivi’ucéI soieljt_ vériﬁéltles. me par fa

Mot " (a 4 ib)x == azx + bu(x).

onirons que cetle multiplication donne 4 E une structure 4’ ’
gicet?;lﬂosurllc. lelg_mle: ilt.est déja un groupe additif, il reste a veésrlggg?
uvelle multiplication ext éri i g
Fespace weciosiel P erne vérifie les axiomes de la structure
rt+is4r+iste =04z + (s 4+ sHu(x)
— E-:c i— _s;z(x’){”i— rr -+ s'u(x)
) = (r - is)x r - ishx
(r 4 is)(x + ) = r(x 4 2) 4 sulx -+ )
. =r(x 4 z) 4 s + u@)).
(puisque u est additive).
) ) . = (rx + is)x + (r -+ is)x’
@+ is)[r 4 i)x] = + is)(rx -+ su(x))
= I'rx + r'su(x) -+ su(rx -+ su(zx))
== r'r -4 r'su(x) - s'ru(x) + s'su?(x)
= (r'r — ss")x + (rs’ + srulx)
= [rr — s’ + i(rs 4 sr) Jx
=(r -+ is)(r” + is")x.
Enfin, 'élément neutre du corps pour la multiplicatio ’
changé quand on a remplacé R par %, 1x reste ég:ﬁ azx. o mayant pas

Exercice 55.

Soit E I’espace vectoriel sur R ou est définie une for i
i i R ) ; 1¢ forme quadratique
%gﬁgzxggxftale f(x, y) définie positive ; soit g Papplication de E dans E*
. f@,y) = <x,9@ >.
tellesc’{(ﬁz :q;(:c, y) une forme symétrique et ¢ Tapplication de E dans E*
b . o, y) = <z, Yy) >.
eux vecteurs z et y dont le couple annule une des deux formes t
?rthogonaux ou conjugués par rapport 4 cette forme. Pour simp]iﬁesl? I-Ile
angage, nous conviendrons ici de nommer orthogonaux ceux dont le cou-
ple annule f et conjugués ceux dont le couple annule g,
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Le probléme de diagonaliser la matrice ¥ de ¢ (c’est-4-dire la matrice
de la forme ¢) par rapport & une base orthonormée de E est donc celui de
trouver un systéme de vecteurs de E qui soient 4 la fois deux a deux
conjugués et deux 4 deux orthogonaux.

1) Pour un vecteur de ce systéme, I’hyperplan orthogonal et I’hyper-
plan conjugué sont confondus. Autrement dif, si y est un tel vecteur, il
y a identité entre ensemble des x qui annule la forme g(y) et 'ensemble
des = qui annule la forme (7). Pour cela, il est nécessaire et suffisant que
ces deux formes soient les mémes 4 une constante multiplicative prés,
y doit donc étre tel que :

g étant de rang égal 4 la dimension de P'espace admet une application
réciproque g—1. Cherchons I'image par g—* des deux membres. Nous trou-
verons :

Ay = (g o) (@).

Sous cette forme, y apparait comme un vecteur propre de Vapplication
linéaire g—1oy, application de E dans Iui-méme. Pour que y puisse étre un
élément d’une base orthogonale et conjuguée par rapport a ¢, il est néces-
saire et suffisant qu’il soit vecteur propre de I'application g—od, les
autres éléments devant étre choisis dans ’hyperplan orthogonal.

2) L’équation caractéristique de g—1o¢ a toutes ses racines réelles.
En effet, supposons qu’elle admette une racine imaginaire » d’imaginaire

conjuguée X. On en déduirait I’existence de deux vecteurs imaginaires

conjugués v et v de I'espace F introduit en (IX, 5, 5) (voir aussi exer-
cice 52) :
(g tod)(v) = v ou Ag(v) = W)
(gl =2 ou I =YD).
Soient alors les quantités (v, v) et ¢(p,v) qui doivent étre égales
puisque ¢ est symétrique. Elles valent :

o0, 1) = < v, YD) > =1 < v, glV) >.
o(v, v) = < 1, Y(v) > =1 < v, g(v) >,

Comparons les derniers membres. g étant réel, g(v) est imaginaire conju-
guée de g(v). On est donc ramené a comparer :

< v g® > et < v, g) >.
Ces deux quantités sont égales (il suffit de se reporter a la forme que
prend la forme bilinéaire canonique quand l'espace et son dual sont rap-
Fortés 4 des bases duales pour voir qu’il revient au méme de remplacer
’é¢lément de P'espace ou I'élément du dual par son imaginaire conjugué).

Par ailleurs, nous savons (cf. exercice 52, remarque) que ¢(v, v) ne

peut é&tre nul. L’égalité entre ¢(v, v) et o(v, v) exige donc que X soit réel.
Soit alors A1 une racine réelle de I'équation caractéristique de g—o¢
et soit a1 un vecteur propre correspondant. Nous pouvons toujours le
choisir de norme 1 (norme définie & partir de f). La restriction de ¢ &
Porthogonal de a1, qui est en méme temps le sous-espace conjugué de la
direction de ai, est encore une forme bilinéaire symétrique. On pourra
donc encore trouver une racine réelle de 'équation caractéristique
de g—1o¢ et choisir un vecteur propre a: et ainsi de suite. Par ce procédé.
nous obtiendrons n vecteurs réels et, si on veut, de norme 1, tels que par
ragport 4 eux les deux matrices de f et ¢ soient diagonalisées (et celle de f
réduite 4 la matrice unité si on a choisi les vecteurs de norme 1).
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Remarque I : Si la matrice de f avait déja été diagonalisée par rap-
port & une base orthonormée, la matrice G de g serait la matrice unité.
Ce sont alors les racines de Péquation caractéristique de ¢, c’est-a-dire les
valeurs propres de la matrice ¥ de ¢ qu’on serait amené & chercher.

Remarque II : Nous venons de généraliser les propriétés bien
connues : une conique a toujours au moins un couple de directions
conjuguées rectangulaires. Une quadrique a toujours au moins un triplet
de directions conjuguées deux a deux rectangulaires. Ces directions four-
nissent une base orthonormée de I’espace par rapport a laquelle 'ensem-
ble des termes du 2° degré de 'équation de la conique ou de la quadrique
se présente comme une somme de carrés.

Ezxercice 56.

Considérons fQx -+ g, hx -+ y), = et y étant deux éléments de E et
A un nombre réel.

fOx + y, 2z + ) = ¥f(z, ) + Mflx, p) + [y, ©] + @, .

Or: flx, y) + fy, x) = flz, y) + flx,y) = 2 Rf(z, y)
d’otr : fOx 4y, A + y) = flx, ©)32 + 2 R flx, Pr -+ f(y, ).

Ce trinome en ) doit étre positif ou nul quel que soit A. Ceci exige :
[® fx, P ]* < fx, ) [y, ) 1.
On peut dire alors :
Vi@, x)=0 => x=0 par hypothése.
VTOZ @ = VIPIE D = N VTG D-

fe4+yg,x+y =fx )+ @y + 2 R f, )
Sfle,2) + f(y, y) + 2 V fx, ) Vi,
Viet+ygz+y <V + Vigy
soit I'inégalité triangulaire. Vf(x, ) a bien les propriétés d’une norme.

Pour remplacer, dans le premier membre de I'inégalité (1), la partie
réelle par le module, cherchons a remplacer x par un nombre kx tel que
le deuxi¢éme membre ne change pas et tel que f (kx, y) soit réel. La pre-
miére de ces conditions sera réalisée en prenant pour k un nombre de
module 1, soit e :

Enfin :

fletx, etx) =f (x,2),
o g JE T =ef @ ).
I1 suffira de choisir 6 opposé a ’argument de f (x, y) pour que

Rf (e z, y) = |f (z, .
Appliquée 4 e* x, y, I'inégalité devient :
If @, pl2<f@x [y y.
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ERRATA DU TOME I

Relation avec le complémentaire.
2¢ ligne :

(au) = (an (B
3¢ ligne :

(anB) = (au (B

Ligne 22 du texte :
lire E—> E/R —> f(E)
au lieu de E > f(E) F.

Section 4.

6 lignes avant la fin :
lire A—'=1b; 3a&€ A e=uab]
au lien de A—1=1{b; dJa€ A c=ab}.

Numéroter (1) I'égalité

P5°%Pa = Pba
de la ligne 17.

8¢ ligne a partir du bas :
lire: 2) ay1€g = @) l=yrl€g
au lieu de: (2) a1 € g = (g ) =yr1€g.

§ 4, Section 1 : deux derniéres lignes :

lire : Tout homomorphisme de corps est injectif ou nul.
au lieu de : 1l n’y a_pas d’homomorphisme de corps qui ne
soit un isomorphisme.

Exercice 61.
Remplacer croissante par monotone.

Solution de I'exercice 19.

Cas n = 6. Les deux premiéres structures indiquées sont iso-
morphes ; en effet, le groupe multiplicatif des entiers
modulo 7 est cyclique de générateur 3 (ou 5) et est I'image
isomorphe du groupe additif des entiers modulo 6 par P'iso-
morphisme f defini par f(p) =37, Il n’y a donc que deux
structures distinctes de groupe & 6 éléments.

A noter que dans l’exercice 57, il est prouvé plus générale-
ment que le groupe multiplicatif de tout corps commutatif
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fini est cyclique. Le groupe multiplicatif des entiers modulo p,
avec p premier, est donc toujours isomorphe au groupe addi-
tif des entiers modulo p — I et admet autant de générateurs
qu’il existe de nombres premiers avec p—1 et inférieurs a

p—1 (¢(p—1), fonction d’Euler).

ligne 21 :
lire " =and-t+anZ+ o
au lien de 9" =a" o 4 9.
ligne 26 :
lire xrs=2r(P-+n)+Q PE g«
au lieu de 2» = x"1 P + Q.
Exercice 61.
8° ligne :
lire : Si f est croissante

au lieu de : Puisque f est croissante.

Dans la remarque, 1" ligne :

lire : monotone

au lieu de : croissante.
ligne 14 :

lire Ap -} ngq
au lieu de Ap + uq).
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