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Probléeme 1

Ce probléme a pour objet une approche du paradoxe de Bertrand.

Notations

- ==

Dans le probléme, le plan est rapporté 4 un repére orthonormé (O ; i, j ) direct.

@ désigne le cercle de centre O et de rayon R, R étant un réel strictement positif donné.

Partie [

Etude des propriétés des triangles équilatéraux inscrits dans le cercle C

1. Soit A un point donné du cercle C.
Construire 4 la régle et au compas un triangle équilatéral ABC inscrit dans le cercle G

Préciser les étapes successives de la construction.

Dans toute la suite du probléme, A, B, C désignent trois peints du cercle C tels que le
triangle ABC soit équilatéral.
On note A’ le milieu du segment [BC] et A" le point diamétralement opposé au point A

sur le cercle C.
2. On se propose de déterminer la longueur L des cdtés du triangle ABC.

2.1. Déterminer le quotient de longueurs %ﬁ? :
2.2. En déduire la longueur AA’ en fonction de &.

2.3. Démontrerque L =R -.@ ;

3. Soit U un point du cercle € distinct de A. On choisit V et W deux points du cercle C tels que
le triangle UV'W soit un triangle équilatéral inscrit dans le cercle C.

3.1. Démontrer que les triangles ABC et UVW sont isométriques.

3.2. Préciser une isométrie du plan transformant le triangle ABC en le triangle UVW en

distinguant les cas de triangles directement ou non directement isométriques.

4. Justifier les quatre caractérisations de la droite (AA") comme droite remarquable du triangle

ABC.



5. Déterminer la longueur de chacun des arcs du cercle C de part et d’autre de la droite (BC).

Partie IT

Quelques comparaisons de longueurs de segments
Dans cette partie, les points A, B et C sont fixés sur le cercle C.

1. Soit P un point du cercle C, distinct du point A. On note I le projeté orthogonal du point O
sur la droite (AP) et ] le projeté orthogonal du point O sur la droite (AB).
1.1. Démontrer que si le point P appartient a I'arc

0 BC du cercle € ne contenant pas le point A, alors
IA = JA.
1.2. En déduire que, si le point P appartient a |’arc

BC du cercle € ne contenant pas le point A, alors

H\/C )
B —
1.3. Montrer que si le point P appartient a I'arc BC

du cercle C contenant le point A, alors AP < L,

2. Soient M et N deux points distincts du cercle € tels que la droite (MN) soit perpendiculaire
A a la droite (AA"") au point I du segment [OA'].

Soient M’ et N' deux points distincts du cercle de € tels

que la droite (M'N') soit perpendiculaire a la droite

(AA") au point J du segment [A'A"].

M
a\< ;. _>{ Démontrer que : M'N' < BC < MN.

3. Soient S et T deux points distincts du cercle C, tous deux distincts du point A.
On note 8 la mesure en radians de [’angle géometrique ATS ;onadonc:0<0 <.

On note K le milieu du segment [AS].
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3.1. Calculer les longueurs AK et AS en fonction de R et 8 en distinguant les trois cas

suivants : EH:E, B=E, EFPE.
2 2 2
3.2. Démontrer que si 0 < g alors AS<L.
2n

3.3, Comparer les longueurs AS et L lorsque 6 > .

4. Soit D un point du cercle € distinct des points A et A",

On note p le nombre réel égal a la longueur AD, On appelle T le cercle de centre D et de
rayon p.

4.1. Démontrer que le cercle I coupe le cercle
C en deux points distinets, le point A et un autre
point noté F.

4.2, Démontrer que la droite (OD) est la
mediatrice du segment [AF].

On note G le milieu du segment [AF].

4.3. Soit ' le point de ¢ diamétralement

opposé 4 D.
Calculer I'aire du triangle ADD’ en fonction de

\_y’c
s Retde p.



4.4. En déduire la longueur AF en fonction de R et de p.
4.5. Résoudre I'inéquation suivante :

V4R - x* >R23 pour x nombre réel de ["intervalle ]0, 2R][.

4.6. Démontrer que 'ensemble € des nombres réels p de I'intervalle ]0, 2R[ tels que
AF = L est le segment [R, Rw‘i}.

5. Soit E un point du disque de centre O et de rayon R, distinct du point A.

La droitc (AE) coupe le cercle C en un point E' autre
que le point A.

5.1, Démontrer que AE" > L si et seulement si le

point E appartient au domaine grisé sur la figure ci-

contre,

5.2. Déterminer 'aire du domaine grisé, ensemble

des points E du disque tels que la corde [AE']

associée soit de longueur supérieure ou égale a L.

Partie III
Le paradoxe de Joseph Bertrand (1822 - 1900)

Joseph Bertrand fut €léve et professeur a I'Ecole polytechnique, puis professeur au Collége de
France. Nous lui devons le paradoxe abordé aujourd hui qui, au méme titre que « I’aiguille de
Buffon », a contribué & établir la nécessité de préciser le sens de la phrase « choisir au
hasard » quand le choix s’opére dans un ensemble infini.

L*énoncé du probléme posé par Joseph Bertrand peut étre donné sous la forme suivante :

« Tragons au hasard une corde dans un cercle. Quelle est la probabilité pour qu'elle soit plus

longue que le coté d'un triangle équilatéral inscrit dans ce cercle 7 »

Nous allons voir que selon la facon de modéliser le probléme, le sens donné au terme

« choisir au hasard » varie et les résultats relatifs aux probabilités sont différents.

Dans ce gui suit, on adopte les conventions suivantes :

- 5 — LT
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# « Choisir au hasard » un réel x dans un intervalle Ja, b [ (avec a < b) signifie que la

probabilité que pour tout segment [¢, ] inclus dans I'intervalle Ja, b [ le réel x appartienne

au segment [¢, d] vaut 7
-a

» « Choisir au hasard » un point M dans un segment [PQ] (avec P # Q) signifie que pour
tout segment [XY] inclus dans le segment [PQ], la probabilité que le point M appartienne
au segment [XY] vaut ﬁ
PQ

# « Cheoisir au hasard » un point M sur le cercle € signifie que pour tout arc XY du cercle 1

longueur de XY

la probabilite que le point M appartienne a I’arc XY vaut e :
perimetre du cercle

"l_':l'

« Choisir au hasard » un point M dans un sous-ensemble € du plan dont on peut calculer
I'aire (et dont 1’aire est non nulle) signifie que, pour tout sous-ensemble A de Q dont on
peut calculer I"aire, la probabilité que le point M appartienne au sous-ensemble A vaut

aire de A
aire de 2

1. Premier modéle proposé

On fixe un point A sur le cercle C.
On «choisit au hasard » un point P du cercle C.

Calculer la probabilité que la corde [AP] du cercle € ait une longueur supérieure ou égale 4 L.

2. Deuxiéme modéle proposé

On fixe un diameétre [AA"] du cercle C.
On « choisit au hasard » un point I du diamétre [AA'"] puis on trace la corde [MN] du cercle €

perpendiculaire au diamétre [AA'"] au point L.

Calculer la probabilité que la corde [MN] ait une longueur supérieure ou égale & L.

3. Troisieme modéle proposé

On fixe un point T sur le cercle C.



On « choisit au hasard » un réel 0 dans 'intervalle ]0, n[ puis on construit une corde [AS] du

cercle C telle que 1’angle géométrique ATS ait pour mesure 0.

Calculer la probabilité que la corde [AS] ait une longueur supérieure ou égale a L.

4, Quatrieme modéle proposé

On fixe un point D du cercle C.
On « choisit au hasard » un réel p de I'intervalle ]0, 2R[. Alors le cercle C et le cercle de

centre D et de rayon p se coupent en deux points distinets notés A et F,

Calculer la probabilité que la corde [AF] du cercle C ait une longueur supérieure ou egale a L.

5. Cinquiéme modéle proposé
On fixe un point A sur le cercle C.

Puis « on choisit au hasard » un point E a I'intérieur du disque de centre O et de rayon R.

La droite (AE) coupe le cercle € en un point E', distinct du point A.

Calculer la probabilité que la corde [AE'] du cercle C ait une longueur supérieure ou egale a L.

EE SR EEE L L BT L]
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Probléme 2

Etude d’une courbe plane définie par une équation implicite

Présentation du probléme

On munit le plan d’un repére orthonormé (O ; 7 , j ). On considére la courbe I' du plan

—- -

definie par I’équation suivante dans le repére (O ;i , j):
y+xy-e=0

ce qui signifie qu'un point M du plan de coordonnées (x, y) dans le repére (O ;7 ,j) estun

point de la courbe I si et seulement si _y3 +xy—-e =0

Un logiciel de tracé de courbes nous montre (approximativement) les points de la

courbe 'pour 4 <x<4et-2<y<3:

B ol

Le but de ce probléme est I'étude de 1'ensemble des points de I" d'ordonnée strictement

positive.



La partie I prouve I'existence d’une fonction ftelle que I’ensemble des points de I” d'ordonnée
strictement positive est une courbe I'; d’équation y = j'(x).
La partie I étudie les variations de la fonction f et la partie III permet la mise en évidence

d'une courbe asymptote & la courbe I';.

On pourrait également prouver ["existence d'une fonction g telle que "ensemble des points de
[ d'ordonnée strictement négative est une courbe I'; d’équation x = g () mais cette étude

n'est pas developpée dans ce probléme.

Partie I

Définition de la fonction f

1. Justifier I"existence d'un unique point de I" d*abscisse x = (.

2. Démontrer qu’aucun point M de [ n’a une ordonnée nulle c'est-a-dire que intersection de

I" avec I'axe x’Ox d’équation y = 0 est vide.

3. Dans cctic question on note ¢ 3 la fonetion définie pour tout nombre réel ¢ de I'intervalle

10 ; + cof par : er()=1> +2t-¢.

3.1. Soit ¢ un nombre réel strictement positif vérifiant I’équation @1 (1) = 0, 5’1l en existe.
Que peut-on dire du point M de coordonnées (2, 1) ?

3.2. Justifier que la fonction @3 est deérivable sur 'intervalle ]0 ; +oof et calculer sa
dérivée.

3.3. Dresser le tablean de variations de la fonetion ¢a.

34. En déduire qu’il existe un unique nombre réel y; strictement positif tel que

@z (y2) = 0.

3.5. A 'aide de la calculatrice, justifier I’encadrement suivant :
B sl
2 7 4

4. Dans cette question on note @ _; la fonction définie pour tout nombre réel ¢ de I'intervalle
10 ; +oof par: paD=£ =2t=-&2

4.1, Dresser le tableau de variations de la fonction ¢ ...

-9 - ]
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4.2. En déduire qu’il existe un unique nombre réel y_» tel que @-20-2)=0.

4.3. Prouver que 1,45 est une valeur approchée 4 5.10™ prés du nombre réel -3,

5. Dans cette question, x est un nombre réel quelconque fixé.

On note @, la fonction définie pour tout nombre réel ¢ de I'intervalle 10 ; +oo[ par :
(D=0 +xt-¢.
5.1. Justifier que la fonction 7, est dérivable sur I'intervalle ]0 ; +eo[ et calculer sa
dérivée.
5.2. Dresser le tableau de variations de la fonction @, dans chacun des deux cas
suivants :

* x<0.

¢ x>0.

5.3. Déduire de cette étude que, pour tout nombre réel x, il existe un unique nombre réel

Ve strictement positif tel que @, () = 0. Ce nombre réel yy est noté £(x).

x désignant un nombre réel fixé, f (x) est donc déterminé par les conditions suivanteys :

(1) V@I +xf(x)—e"=0 et f(x)>0

Ainsi la fonction f est définie sur IR et @ valeurs dans IR'*. La courbe T représentative de

la fonction f dans le repére (0 ;i , ;) est ensemble des points de la courbe T d’ordonnée

strictement positive,

6. Quelques études de signes

6.1, Démontrer que, pour tout nombre réel x, ona: 3 [;"(::f:}]2 +x>0.

6.2. Démontrer, 4 1"aide de la question (1.5.2), que pour tout nombre réel x et pour tout

nombre réel 1 strictement positif, les expressions £ + x1 — " et 1 — £(x) sont de méme

signe et 5" annulent simultanément,

7. Calcul de quelques valeurs de f°
7.1. Déterminer f(0).
7.2. Donner une valeur décimale approchée a 1072 pres de f(2) et de /(—2).
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Partie II
Etude des variations de la fonction f

1. Nous admettons que la fonction . définie sur IR et a valeurs dans IR"#, est dérivable sur R.

1.1. Démontrer, & I'aide des conditions (1) et de la question 1.6, qu'on a pour tout
nombre réel x ;
g
3G +x
1.2. En déduire que pour tout nombre réel x, f* (x) est du signe de 2 +x — 1.
1.3. Etudier les variations de la fonction u définie pour tout nombre réel x par :
u(x)=e>+x-1.

1.4. En déduire le signe de /" (x) selon les valeurs du nombre réel x.

2. Calcul des limites de la fonction faux bornes de son ensemble de définition.
2.1. Démontrer que f(x) tend vers + o lorsque x tend vers — .

* — x? lorsque x tend vers + w. En déduire qu’il existe

2.2, Déterminer la limite de ¢* —x
un nombre réel strictement positif 4 tel que, pour tout nombre réel x supérieur ou égal a
A.ona: e* >x* + ¥,

2.3. Démontrer que pour tout nombre réel x supérieur ou égal 4 4, on a : Fx)=x
2.4. En déduire que la fonction fa une limite lorsque x tend vers +o et déterminer cette

limite.

3. Dresser le tableau de variations de la fonction £,

Partie I11

Etude d’une courbe asymptote a la courbe I';

Soient fi et fa deux fonctions définies sur lintervalle J— oo 0f & valewrs dans R.

On dit que les courbes d'équations y = fi (x) et y = f> (x) sont asymptotes ! 'une de l'autre au
voisinage de x = —oo guand Eﬂ (H(x)=1(x)n=0.

St de plus pour tout nombre réel x de l'intervalle J—oo; 0, ona fi (x) <f2 (x), on dit que la

courbe d'équation y = f2 (x) est au dessus de la courbe d éguation y=f(x).

=L

= s
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1. Recherche d’une courbe asymptote a I'; au voisinage de x = —,
1.1. Démontrer que, pour tout nombre réel x, ona

EI

flx)= 7

. A

1.2. Démontrer que la courbe d’équation y = +/—x est asymptote & la courbe I repré-
sentative de la fonction f au voisinage de x = —c0, et déterminer la position relative de

ces deux courbes lorsque le nombre réel x décrit I'intervalle oo ; 0[.

2. Tracer dans le repére (O ; 1, j) la courbe I} et la courbe d’équation ¥ = +/—x, avee une

unité graphique de 2 cm.
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