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La dérivée dans le programme de première S 
 

L’acquisition du concept de dérivée est un point fondamental du 
programme de première. 

 
 
 
 
 



L’intégrale dans le programme de terminale S 



 
 

Lien entre l’aire sous la courbe 𝑦 =  𝑓(𝑥)  et la dérivée de 𝑓  
 

si f est croissante et continue, à l’aide des deux figures ci-dessous  
 (où ℎ >  0),  on peut montrer que : 

 
A(x) est dérivable  et que  A’(x) = f(x). 

 
 



Démonstration de la dérivabilité de 𝐴  
(𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑓 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒) 







La notion de vitesse instantanée 

• Dans Galilée (1564-1642) la vitesse instantanée apparait comme une 
grandeur susceptible d’un traitement mathématique. 

• Dans Neper (1550-1617) la définition des nombres logarithmes est 
donnée, dans « Mirifici logarithmorum canonis descriptio » publié en 
1614, à partir de deux mouvements rectilignes, dont l’un est uniforme 
mais pas l’autre, … avec l’exigence qu’au départ les deux mouvements 
aient la même vitesse. 

• Pour les grecs la vitesse est une grandeur mesurable, mais ce n’est pas une 
grandeur mesurable, car suivant la théorie des proportions (telle qu’elle 
est exposée dans les éléments d’Euclide), on ne peut concevoir que des 
proportions entre grandeurs de même nature. 

• Par contre on peut faire des comparaisons de vitesses à partir de la 
distance parcourue dans un même laps de temps :  

  « Achille se déplace plus vite que la tortue … » 

 



Newton (1643 – 1727) – La méthode des fluxions et des suites infinies - 1736 

  

http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:GodfreyKneller-IsaacNewton-1689.jpg


Traduction en français par M. de Buffon,  
intendant du jardin du Roy, parue en 1740  

 

 











La notion  de fluentes et de fluxions chez Newton 

Pour Newton les grandeurs évoluent avec le temps; 

ce sont les fluentes, il les notes  𝑥, 𝑦, 𝑧, …  

et les vitesses des fluentes sont les fluxions,  

elles sont notées  𝑥 , 𝑦 , 𝑧 , … 

 

Problèmes : 

 "étant donné les  quantités fluentes, retrouver la relation entre leurs 
fluxions". 

 

Par exemple : si les fluentes sont liées par la relation :  𝑦 = 𝑥𝑛 



La méthode des fluxions appliquée à 𝑦 = 𝑥𝑛 

Soit 𝜏  un intervalle de temps infiniment petit,  

𝑥 . 𝜏  et 𝑦 . 𝜏 sont les accroissements infiniment petits de 𝑥 et 𝑦 . 

 

En remplaçant 𝑥 et 𝑦 par  𝑥 + 𝑥 . 𝜏  et  𝑦 + 𝑦 . 𝜏  dans 𝑦 = 𝑥𝑛 on a : 

𝑦 + 𝑦 . 𝜏 = (𝑥 + 𝑥 . 𝜏)𝑛 

 

puis en développant par la formule du binôme (qu’il a lui-même démontrée) 

𝑦 + 𝑦 . 𝜏 = 𝑥𝑛 + 𝑛𝜏 . 𝑥𝑛−1𝑥 +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝜏2𝑥 2𝑥𝑛−2 + … 

 

en retranchant   𝑦 = 𝑥𝑛  et en divisant par 𝜏  

𝑦 = 𝑛 𝑥𝑛−1𝑥 +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝜏𝑥 2𝑥𝑛−2 + … 

Enfin en négligeant les termes contenant 𝜏 on a : 
𝑦 = 𝑛 𝑥𝑛−1𝑥  

 

 

 

 

 

 

 

 



La méthode des fluxions appliquée à l’aire sous la courbe 

Soit 𝜏  un intervalle de temps infiniment petit,  

𝑥 . 𝜏  et 𝑧 . 𝜏  accroissements infiniment petits de 𝑥 et 𝑧 ,  

𝑥 = 𝐴𝐵  et 𝑧  est l’aire sous la courbe 𝐴𝐵𝐷  . 

 

On peut donc écrire :        𝑧 + 𝑧  𝜏 = 𝑧 + 𝐵𝐷 𝑥  𝜏 + 𝐷𝐹𝐷′ 

 

en désignant par 𝐷𝐹𝐷′ l’aire du triangle curviligne de sommet 𝐷, 𝐷′ (point de la courbe infiniment 
près de 𝐷) et 𝐹 (point d’intersection de la parallèle à 𝐴𝐵 passant par 𝐷  et de la parallèle à 𝐵𝐷 
passant par 𝐷′). 

 

En désignant par 𝑦 la fluente 𝐵𝐷 (ce que Newton ne fait pas dans ce passage mais utilise ailleurs, 
notamment dans l’exemple 5) puis en négligeant le terme 𝐷𝐹𝐷′ qui est, évidemment, majoré par   
𝑥 𝜏 × 𝑦 𝜏  on obtient le résultat cherché :  𝑧 = 𝐵𝐷 𝑥 . 

 

 

 

 

 



Les courbes dans l’antiquité et au 17ème siècle 

• Les textes géométriques anciens comportent l’étude de certaines courbes, 
comme le cercle par Euclide, les coniques par Apollonius, la spirale par 
Archimède. Il s’agit d’étudier les propriétés des tangentes ou d’obtenir la 
quadrature d’une portion de ces courbes... 

• Au 17ème siècle apparaissent l’étude de la cycloïde par Roberval et la 
détermination de la chaînette par Leibniz. 

• On passe progressivement à une théorie générale des courbes 
exprimables par une équation, comme le propose Descartes dans « La 
Géométrie » en 1637. 

• Toutefois, Descartes exclut de son étude les courbes qui sont obtenues par 
des mouvements, courbes qu’il nomme "courbes mécaniques" et qui lui 
font horreur. 

 



Descartes : « Quelles sont les lignes courbes qu'on peut recevoir en 
géométrie» dans La Géométrie 1637 

 

 



Descartes : "Quelles sont les lignes courbes qu'on peut recevoir en 
géométrie",  dans La Géométrie 1637 

 
Les Anciens ont fort bien remarqués qu'entre les problèmes de 
géométrie, les uns sont plans, les autres solides et les autres linéaires, 
c'est-à-dire que les uns peuvent être construits en ne traçant que des 
lignes droites et des cercles ; au lieu que les autres ne le peuvent être, 
qu'on n'y emploie pour le moins quelque section conique ; ni enfin les 
autres, qu'on n'y emploie quelque autre ligne plus composée. 
 
Mais je m'étonne de ce qu'ils n'ont point outre cela distingué divers 
degrés entre ces lignes plus composées, et je ne saurais comprendre 
pourquoi ils les ont nommées mécaniques plutôt que géométriques. 
 
Car de dire que ç'ait été à cause qu'il est besoin de se servir de quelque 
machine pour les décrire, il faudrait rejeter par même raison les cercles et 
les lignes droites, vu qu'on ne les décrit sur le papier qu'avec un compas 
et une règle, qu'on peut aussi nommer des machines. 
 



La trajectoire d’un projectile selon Tartaglia (1499 - 1557) 
dans une édition de 1606 



 



Descartes conclut que la courbe est une hyperbole 
d’équation : 

𝑦2 = 𝑐 𝑦 −
𝑐

𝑏
𝑥 𝑦 +  𝑎 𝑦 − 𝑎𝑐  



Le logarithme et le sinus au XVIIe siècle 

The definition of a logarithm is very different from that now so familiar.  

In the first place Napier speaks always of the logarithm of a sine, not of a number. 

 

It is to be remembered that in his day, and for long after, the sine was a line, not a 
ratio, and the whole sine meant the radius of the circle whose half-chords were the 
sine.  

 

In the second place he makes use of two moving points to define a logarithm.  

 



Les tables de logarithmes de Neper 

 



Deux définitions données par Neper 
dans "Mirifici logarithmorum canonis descriptio" 

(extrait de la traduction anglaise de 1616) 

Def. 5. & postulate. 

 

When some motion can be given that is either slower or faster,  

by necessity it follows that for any motion, some other motion can be given at the 
same speed (that we define to be neither slower nor faster ). 

 

 

Def. 6.  

Hence the Logarithm of any sine is the number that very nearly defines the line that 
has increased equally, in the same time that the line for the sine of the whole has 
decreased proportionally into that sine, and with both motions understood to be 
synchronous, and starting with the same speeds. 



Neper et les nombres décimaux 
(extrait de la traduction anglaise de "Mirifici  logarithmorum canonis descriptio" de  1616) 

 
In numbers distinguished thus by a period in their midst, whatever is written after 
the period is a fraction, the denominator of which is unity with as many cyphers 
after it as there are figures after the period. 

 

 Thus   10000000.04   is the same as    10000000
4

100
 ; 

 

    also    25.803   is the same as     25
803

1000
  



Leibniz (1646 – 1716) - Acta Eruditorium - 1691 



Leibniz et la notation différentielle 

Leibniz est avant tout un philosophe, qui ne découvre les dernières avancées en 
mathématiques qu’en 1672, lors d’un séjour à Paris, où il rencontre Huygens . 

 

Il lit, avec avidité, les œuvres de Descartes, Pascal, Wallis et bien d’autres. 

Il fait le lien entre le problème des tangentes et celui des quadratures, en remarquant 
que la tangente dépend du rapport des différences des ordonnées et des abscisses , 
tandis que la quadrature est la somme des ordonnées. 

 

Il émet l’hypothèse philosophique que l’univers est constitué d’infiniment petits dont 
nous ne percevons que la somme. 

Il invente la notation 𝑑𝑥 , 𝑑𝑦  et, utilisant un symbole de sommation ayant la forme 
d’un  "S"  étiré, conclut :   𝑑𝑦 = 𝑦 . 

Il développera une algèbre des infiniment petits en calculant : 

𝑑 𝑥 + 𝑦 , 𝑑 𝑥. 𝑦 , 𝑑 𝑥𝑛 , 𝑑
𝑥

𝑦
 



Leibniz et le calcul de la dérivée de 𝑥2 

Faisant l’analogie avec la géométrie, Leibniz explique que le  𝑑𝑥 est à 𝑥 ce que le point 
est à la droite. 

Les valeurs différentielles ne sont pas de vraies valeurs , mais par contre leur rapport a 
un sens. 

Par exemple, dans la recherche de la tangente à la courbe d’équation 𝑦 = 𝑥2,  il 
procède ainsi : 

𝑑𝑦 = 𝑥 + 𝑑𝑥 2 − 𝑥2 = 2 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑑𝑥 2 

 

il s’autorise la division par 𝑑𝑥 pour obtenir : 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2 𝑥 + 𝑑𝑥 

et, en négligeant  𝑑𝑥  trouve : 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2 𝑥 

 



 

 



Le mirliton d’Archimède  (-287 ; -212) : 
« Pour un cercle de rayon quelconque, l’aire du disque, le carré construit sur 

son rayon, la longueur de la circonférence et son diamètre 
sont d’égales proportions » 



Le mirliton d’Archimède (-287;-212) : 
 

« Pour un cercle de rayon quelconque, 

 l’aire du disque, le carré construit sur son rayon,  
la longueur de la circonférence et son diamètre 

sont d’égales proportions » 



𝜋 selon Archimède 



Un autre résultat établi par Archimède : 
   

L’aire du segment de la parabole est égale  
aux quatre tiers de l’aire du triangle inscrit  

 



Cavalieri (1598-1647) la théorie des indivisibles 

Le principe de la méthode, pour le 
calcul des volumes, est illustré ci-
contre :  

le volume occupé par les pièces est 
le même, que celles-ci soient 
rangées en un cylindre ou décalées. 

 

Il s’applique aussi aux aires. 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Cavalieri's_principle.jpg


L’aire d’un disque par la méthode des indivisibles 

Le disque est constitué de cercles concentriques (les indivisibles). Si on les 
sectionne suivant un rayon et qu’on les étale à plat, on forme un triangle de 
même aire que le disque. 

On obtient ainsi le résultat d’Archimède :   

         
𝐴𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑢 𝑑𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒

𝐴𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑢 𝑐𝑎𝑟𝑟é 𝑑𝑒 𝑐ô𝑡é 𝑙𝑒 𝑟𝑎𝑦𝑜𝑛 
=

𝐿𝑜𝑛𝑔𝑢𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑜𝑛𝑓é𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒

𝐷𝑖𝑎𝑚è𝑡𝑟𝑒
. 



La théorie des indivisibles appliquée à  
la spirale d’Archimède 



La théorie des indivisibles appliquée à la spirale d’Archimède 
 

L’aire de la spirale est la même que l’aire du segment de parabole. 

Si  𝑂𝐴 = 𝑎,  le sommet de la parabole a pour ordonnée  
𝜋𝑎

2
 

l’aire du triangle inscrit est   
𝜋𝑎2

4
 et donc l’aire de la spirale est   

𝜋𝑎2

3
 . 

Ce résultat était déjà connu par Archimède mais obtenu très péniblement. 



1628 - Roberval : calcul de l’aire de la cycloïde par 
par la méthode des indivisibles 

La courbe bleue, appelée compagne 
de la cycloïde par Roberval, est en 
réalité une sinusoïde. Elle partage le 
rectangle 𝐴𝐵𝐶𝐷 en deux parties 
égales. 

Par une symétrie, Roberval constate 
que l’aire sous la demi-cycloïde est 
égale à l’aire sous la compagne, plus 
l’aire entre la demi-cycloïde et la 
compagne, ce qui donne 3𝜋𝑟2  pour 
l’aire de la cycloïde. 



Le paradoxe de la théorie des indivisibles 

     Soit un rectangle divisé en deux par 
une de ses diagonales. 

     En considérant, pour l’un des 
triangles des indivisibles horizontaux,  

et pour l’autre des indivisibles 
verticaux, on arrive à la conclusion que 
ces deux triangles (égaux) ont des aires 
dans la même proportion que les côtés 
du rectangle.  



1628 - Roberval, la construction de la  
tangente à la cycloïde 

 En considérant que le mouvement du point  𝑀 est composé d’un 
mouvement de translation et d’un mouvement de rotation "de même 
vitesse", Roberval en déduit que la tangente à la cycloïde est la bissectrice de 
l’angle dont les cotés sont  : 

- la tangente au cercle au point 𝑀 et  

- la parallèle à 𝐴𝐵 passant par 𝑀. 



La correspondance de Newton et Barrow,  juin 1669 



La correspondance entre Newton et Leibniz, 1676 

 



La table des matières de l’édition anglaise 





La méthode de Newton exposée sur un exemple : 
l’équation   𝑦3 − 2 𝑦 − 5 = 0 



La méthode de Newton exposée sur un exemple : 
l’équation   𝑦3 − 2 𝑦 − 5 = 0 
(dans la traduction de Buffon) 





Les calculs de Newton 
avec Maple 

La fonction 𝑓 𝑡 = 𝑡3 − 2𝑡 − 5 . Les calculs de Newton 

• 𝑦 = 2 + 𝑝 , report dans 𝑓(𝑡) puis suppression 
des termes d’ordre 2 dans le développement de 
𝑓 2 + 𝑝 = −1 + 10 𝑝 + 6 𝑝2 + 𝑝3. 

• 𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑐ℎé𝑒 𝑑𝑒 𝑝 ∶  
1

10
 

• 𝑝 = 0.1 + 𝑞, report dans 𝑓(𝑡) puis suppression 
des termes d’ordre 2 dans le développement de 
𝑓 2 + 0.1 + 𝑞 = 𝑞3 + 6.3 𝑞2 + … 

 

 

 

 





Le développement en série, donné par Newton,  
dans la théorie des fluxions et des suites infinies  





La définition de la dérivée, selon Newton,  dans Philosophiae Naturalis 
Principia Mathematica (1687) 

 Les rapports ultimes dans lesquelles les quantités disparaissent ne 
sont pas réellement des rapports de quantités ultimes, mais les limites vers 
lesquelles les rapports de quantités, décroissant sans limite, s’approchent 
toujours, et vers lesquelles ils peuvent s’approcher aussi près qu’on veut. 

 

 Cette vision de Newton est relativement proche de notre définition 
moderne de la limite et de la dérivée. 

 Toutefois, Newton ne généralisera pas cette "définition" de la limite qu’il 
réservera au rapports de  fluxions. 

 L’insatisfaction de Newton sur la notion de quantités infinitésimales, que 
certains nomment "fantôme de quantités disparues" , est sans doute à l’origine de 
la parution tardive de  La méthode des fluxions et des suites infinies, 
(commencée en 1664, achevée en 1671 et publiée en 1736). 

 

 



L’exemplaire personnel de Newton  
annoté par lui-même (édition de 1687) 



Sommaire de l’Analyse des infiniment petits  
du marquis Guillaume de l’Hospital - 1696 

 



1691 – Leibniz : Etude de la chaînette 



1691 – Leibniz : Etude de la chaînette 



Illustration de la mauvaise conjecture de Galilée sur la chaînette : 
en bleu la chaînette,  en rouge une parabole  



1691 – Leibniz : Construction de la logarithmique  
et de la chaînette 



Après plus de trois siècles, les noms de Newton et Leibniz sont 
encore présents dans : 

 

  La formule du binôme (de Newton) 
        

  𝑎 + 𝑏 𝑛 =  
𝑛
𝑘

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘𝑛
𝑘=0   

 

 La résolution numérique des équations (par la méthode de 
Newton). 

 

 La dérivation itérée d’une somme (formule de Leibniz) 

  𝑓 + 𝑔 (𝑛) =  
𝑛
𝑘

𝑓(𝑘)𝑔(𝑛−𝑘)𝑛
𝑘=0  

 



ΦΩΚΑΕΙΣ  ΟΙ  ΕΝ  ΙΟΝΙΑΙ  ΕΜΠΟΡΙΑΙ  ΧΡΩΜΕΝΟΙ  ΕΚΤΙΣΑΝ  ΜΑΣΣΑΛΙΑΝ 
 

Les phocéens qui commerçaient en Ionie fondèrent Marseille. 


