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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

1. a. Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-dessous.

1er feu 2¢ feu

11
vert 20

, /
8
9
vert rouge ou orange 5;
19
vert 20

1
8

rouge ou orange \

1
rouge ou orange 35
b. D’apreés'arbre:

D=0 =
_y_1.19 , 7.9 _ 19463 _ 82
* PX=D=gx5+§%3%= 160 = 160’
oy 7 11 _ 77
* PX=2)= 55 = Te0-
. 1+82+77
Onab1enp(X=0)+p(X=1)+p(X=2)=T=
_ 1 82 77 _ 82+154 _ 236 _ 59 ,_
C.E(X)—OXm'Fle"‘sz— 160 _W—E~l,5.

Sur 20 feux rencontrés on aura a peu pres 15 feux verts.

oz , 1 9
2. a. D’apresl’énoncé pg, (Eps1) = 20 et pE(EnH) = 20

b. D’apreés la loi des probabilités totales :

P (Ens1) = p Enst 0 En)+ p(Enet 0 B ) = p(En) % pis, (Eni1) +

(E_) Enit) = P % e (= py) X — =
X P = —_ — _— = — R .
PAEn) 2 PR Enet) = P g H 1 =P 50 = 20 Pn T o0
1
P tout naturel n > 1, = —pn+—qan.
our tout naturel n> 1, pp+1 2Opn 20q”
1 +9(1 ) (1 9)+9 9 8
C. =— —(1- = ——— |+t —==—=——p,.
Pt = 5 Pnt g WPl =Pnl50 7 50) T 20 T 20~ 207"
9 2
I7n+1—20 SPn-
9 2 63
3. a. Onau,41 =28pp4+1 —9=28 E_Ep” —E—Q——XZSpn—
18 2 2(28 9) 2
— — =X = —— — = ——Uyn.
5 5 coPmTTg\=oPn 5"
2
Quel que soit n > 1, I'égalité u,,; = —gun montre que la suite (u,) est

2
une suite géométrique de raison ot de premier terme u; = 28p; —9 =
7 11

1
28x=—-9==—-9=——,
8 2 2

2 5
Un+9 _Un 9 _ 1 [ 11 ( 2)"—1] 9
28 28 28 28 5

L 11 2\ !
b. Onsaitqu’alorspourn>1, u,=——x|—= .

Oru, =28p,-9 < p,= 28



2 n—-1 11 2 n—-1
c. Comme —-1< —-<1,onsaitque lim (——) =0et lim ——x(——) =
5 n—+oo 5 n—+oo 5

0, donc par limite de somme :

li -2 = 0,32
e P = g T oe
Sur un grand nombre de feux rencontrés la probabilité qu’Amélie ren-

contre un feu orange ou rouge est donc a peu prés de 1 sur 3.

EXERCICE 2 5 points
Enseignement obligatoire

1. Dansle plan complexe (£?) rapporté aurepere orthonormal direct (O, ;, 7),
on considere les quatre points A, B, C et D d’affixes respectives 3, 4i, —2 + 3i

etl—i.
a.
_7 £
b. Le milieu de [AC] a pour coordonnées (32;2 ; %) = (% ; %)
Le milieu de [BD] a pour coordonnées (%1 ; 451) = (3 ; 3).
Le quadrilatere ABCD a ses diagonales qui ont le méme milieu : c’est un
parallélogramme.

Z2—(1+43)z-6+9i=0 (1) et Z2—(1+30)z+4+4i=0 (2

2. a. z; € Restsolution de (1) si et seulement si :

zf—z_G 0 zf—zl—G =0
—

-3z1+9 0 21 = 3

Z2—(1+31) 21 -6+9i=0=> {

z1 = 3 est solution de (1).
zp = ai (a € R) est solution de (2) si et seulement si :



2
2 . . 2 . . —-a“+3a+4 =
zz—(1+31)zz—6+91—00u—a —(a1—3a)+4+41_0:>{ —a+d _
-d*+3a-6 = 0
a = 4

2o = 4i est solution de (2).
b. (z—3)(z+2-3i)=2%2+22z-3iz2—-32—6+9i = 2% — z(1+3i) -6+ 9i.
(z—4i)(z—1+i)=2%—z+zi—4zi+4i+4= 22— z(1 +3i) +4i+4.
(22— (1+31)z-6+9i) (2° - (1+3i)z+4+4i) =0.

(22— (1+3D)z—6+9i) (2 - (1+3D)z+4+4i) =0 <

z—3 = 0
Z2-(1+30)z-649 = 0 z—1+i = 0
2 . . — . .
zc—(1+3i)z+4+4i = 0 z—4i =0

z-14+4i = 0

L'équation a donc quatre solutions : 3; 4i; —-2+3i; 1—1.
d. Onadonc zp=1-i.
|z(2)|2 =1+1=2,donc |z(2)| =/2.
On adonc zp = \/Q(@ +1(§)) =V2(cos(—%) +isin(-%)) = V2e i,
4,

e. Puisque zo = v2e™ 1, alors 2 = (v2)" e ™"
Donc M, € y=x < —nf =7 +km, avecke Z, soit

1_1

174
En posant k' = —k, les solutions naturelles sont donc les nombres n =
—1+4k’ avec k € N,

3. a. Z/=22-(1+3i)z2-6+9i=2' = (x+iy)? = (1 +3i) (x +iy) —6+9i = x* — y* +
2ixy—x—iy+3xi-3y+6+9i=x?-y?—x-3y+6+i2xy-3x—y+9).

-n +k << —-n=1+4k < n=-1-4k,aveckeZ.

Onadonc:

X =x*-y*—x-3y+6 et y =2xy-3x-y+9.

b. f(M) appartient a'axe des ordonnéessi x' =0 < x*-y?>—x—3y+6=0.
Remarque : x> - y? —x-3y+6=0 > (x-1)? -1 _(y+3)*+246=
0= (x-1)*-(y+3)*+8=0.

En posant X = x—% etY = y+% (changement d’origine), I'équation s’écrit
X?-Y?=-8 = (X+Y)(X-Y)=-8.

C'est une hyperbole de centre le point Q3 ; -3).

Vérification : soit E(1,5; 1,5) un point de (H) ; son image f(E) a pour coor-
données (0; 7,5);

F(0,5; 1,5) un autre point de (H); son image f(F) a pour coordonnées
(0;7,5).

EXERCICE 2 5 points
Enseignement de spécialité

1. e Initialisation :On abien 5x1-8+3 =0, soit 5xp— yp +3 = 0, donc M € (A).
e Hérédité : Supposons que pour n naturel, on ait My, € (A), c’est-a-dire que
5Xn—yn+3=0.

20 8
- —xn+§yn+5 +3=

7
Calculons 5x,+1 — ¥n+1 +3=5(§xn+§Yn+1 3

35 20 5 8
Xp| = ——|+wmlz—2

+3=5x,—y, +3=0.
3 3 373 An = n




La relation est vraie au rang 0 et, si elle est vraie au rang n, elle est vraie au
rang n+ 1: on a démontré par le principe de récurrence que quel que le na-
turel n, 5x,—y,+3 =0, c'est-dire que tous les points M, appartiennent a la

droite (A).
7 1 56 8
. Xpel = gxn+§yn+l - 8xp1 = ?xn+§yn+8 .
20 8 20 8
Yn+v1 = ?xn'*'gJ/n'f'S Yn+1 = ?xn"'gJ/n'f‘S

(par différence) 8x,+1 — yn+1 = 12x, + 3.
Ona yp41 =5x,41 +3, donc
8xXp+1 —5Xxp+1 —3=12x, +3 < 3x,+1 = 12x, + 6 et enfin en simplifiant par
3:Xpe1 =4x,+2.
2. Initialisation : xo et yo sont des naturels.

Hérédiré : Supposons qu’il existe un naturel p tel que x,, et y, soient des na-
turels.

Xp EN=>4xy, eN=4x,+2 €N, soit xp+1 €N.
On a donc démontré par récurrence que tous les termes x;,; sont des naturels.
Or on a pour tout naturel n, y, =5x,+3;
Xpn €N=>5x, eN=5x, +3 €N, soit y, € N.
3. Montrer que :
a. On a pour tout naturel n, 5x, =y, —3;

* si y, est multiple de 3, y,, — 3 'est aussi; donc 5x,, est multiple de 3 et

comme 5 est premier avec 3, x, est divisible par 3.

* si x, est multiple de 3, y, = 5x, + 3 l'est aussi, soit y,, est divisible par 3.
b. Supposons que x; et y, aient un diviseur commun différent de 3; il existe

donc ke Z telque x, = kd etle Z tel que y, = ld.

Or y, =5x,+3 < ld =5kd+3 < (l-5k)d = 3 égalité qui montre

que d divise 3 qui n'a pour diviseurs que 1 et 3 : c’est impossible puisque

Xy et y, ne sont pas divisibles par 3.

On a donc démontré par I'absurde que s’ils ne sont pas divisibles par 3,
Xy, et y, sont premiers entre eux.

o . . . 1 0 1
4. a. Initialisation : 5 (4 x5 —2) = 5 x3=1=Xxp.
1
Hérédité : Supposons que pour n naturel, on ait: x, = 3 (4" x5-2).

1 1
Onaxn+1=4xn+2=4><5(4”><5—2)+2=§(4”+1 x5-2x4)+2=

1 1 1 1

5(4”+1 x5—2x4)+5 x 6= 5(4"+l x5-8+6) = 5(4"+l x5-2) : la rela-
tion est donc vraie au rang n + 1.

La relation est vraie au rang 0 et, si elle est vraie a u rang n, elle 'est au
rang n+ 1 : donc d’apres le principe de récurrence :

1
Quel que soit I'entier n, x, = 3 (4" x5-2).

b. D’apresla question précédente x, étant un entier 4" x5—2 est un multiple
de3 car3x, =4"x5-2.

PROBLEME 10 points

Partie 1

u(x) =2x3—1+2In|x.



1. x étant non nul, u est dérivable sur R* comme somme de fonctions déri-
vables et :

. 1 .
e six>0, u(x) =6x%+2— >0 car somme de deux termes supérieurs a zéro :
X

la fonction u est donc strictement croissante sur et sur |0 ; +ool.

s ! 2 1 2 1
e six<0,u(x)=6x"—-2—=6x"+2—
-X X
1
W) =0 < 6x2+2—=0 <= 6x°42=0 <= 3x3+1=0
X
1
GC=-s = x:—i/gz—o,(sgg;
3

Donc t/(x) >0 < x< — \/T

Donc u est croissante sur ] \/7 [ et décroissante sur ] \/— ; 0[
Comme lm})Zx —1=-1letque 11m21n |x| = —oo que x soit positif ou négatif,
X—

on a donc par somme de hmltes hII(l) u(x) = —oo.
e
3
D’autre part I'extremum relatif u(— {/g) =2 (— Y ) —1+2In |— \3/;‘ =

2 5 5 5 2 1
~=-142n({/4) = -2 +2In (/1) = -2 -2I38 = -2 -ZIn3= -2 (5+2In3)
3 3 3 3 3 3
=~ —2,399.
D’ou le tableau de variations :

wi—

_3/1
X —00 3 0 +00
3x3+1 — 0 + +
X — — +
u'(x) + 0 - +
-2,399 +00o
. / \ /
-0 -0

2. Par somme de limites, comme lim =x3= lim 2lnx= +00,
X—+00 X—+00

lim u(x) = +oo.
X—+00
3. a. Ona u(0,5) =~ —-2etu(l) =1.
est continue car dérivable et u(0,5) x u(1) <0 :il

1
Sur l'intervalle > i 1

existe donc un réel unique a €

tel que u(a) =

Comme u(x) <0sur]—oo; 0[, # ne s'annule donc qu’'en a.
b. Ona u(0,8) =~ —0,4 et u(0,9) ~ 0,2, onadonc 0,8 < @ <0,9, soit

—<a<—.
10 10
4. Des questions précédentes, on déduit que u(x) <0sur]—oo; O[etsur [0; af
et u(x)>0sur]a; +ool.

Partie 2

I
) =2x- r;lle

1
1. ¢ Limite en 0: comme limIln x = —oo et lim — = +o0o, lim f(x) = +o0.
x—0 x—0 X x—0

In|x
e Limiteen +oo:ona lim #—0 donc hm f(x) +00.
X—+o0 X
In|x|
e Limiteen —oco:ona lim —2—0 donc hm f(x) —00.
x—+00 X



Inx
2. ¢ Pourx>0: f(x)=2x——2,donc:
X

, %XXZ—ZXIHX x—2xlnx 1-2Inx 2x*—1+2lnx
f (x) = 2 - = 2 - = 2 —_ = =
x4 x4 x3 x3
u(x)
f@==5"
Le signe de f’(x) est donc celui de u(x) pour x > 0.
In(—
e Pour x<0: f(x)=2x— sz), donc
X
-1 xx2-2xIn(-x) —x—2xIn(-x) —1-2In(-x)

_ x _ _ _
flx)=2- = =2- o =2- = =
2x° +1+2In(-x)  -2(-x*+1+2In(-x)  2(-x)>-1+2In(-x) _

3 - 3 - _(_x)B
2-x)3-1+2In(-x) _ u(x)

(=x)3 K3

Le signe de f’(x) est donc I'opposé du signe de u(x) pour x < 0.
3. ¢ Sur]-o0; 0[, f'(x) >0, donc f est croissante

e Surl]0; al, f'(x) <0, donc f est décroissante

e Sur]a; +ool, f'(x)>0donc f est croissante
4. a. a est défini par u(a) =0 < 2a®-1+2Inja|=0 < 2a°-1+2lna =

0 < 2Ilna =1-2a® puisque a >0 ou encore 2Ina = 1 — 2a3.

L_ 3

2

Ina 1
fl@)=2a-— =2a- =20-5;5+a=3a-5—
a

a? 2a2’
b. 0,8<a<0,9=>2,4<3a<2,7 (1);

0,8<a<09=0,64<a%<0,81—0,128<2a?<1,62=>
1 1 1

— < — <.
1,62 2a% 1,28

1 1
Comme —— = 0,617 et —— = 0,781, on peut donc écrire que
1,62 1,28

) ’

1 1
0,6 < — < 0,8 = -0,8 < —— < —0,6 et en ajoutant membre avec le
2a2 2a?

1

premier encadrement (1) 2,4—-0,8 <3a — Ey) < 2,7-0,6 soit finalement :
a

1,6 < f(a) <2,1.

Partie 3
1. Onax'=-xety =y.
2. a. Puisquex=—-x'ety=1y' ’—2(—x’)—Msoit'
. a. Puisq y=v.y )z SOt
In|x'|
=2y - ——
Y (x')?

b. On avu ala question 1. que la courbe I est la symétrique de la courbe €
par rapport a I'axe des ordonnées.
In|x|
2

In|x|
)

Soit p la fonction définie sur R+ par: d(x) =2x —

4x qui est donc négative sur | —oo ; 0] et positive sur ]0 ; +ool.
Ceci signifie que sur | —oo; 0[ la courbe € est sous la courbe I et que sur
10 ; +oo[ la courbe € est au dessus de la courbeI'.

Partie 4
m 1 m m]
1. A(m) l’intégralef 2x— (Zx— i;') f(x)] dx =f i;' dx =f n_zx dx
1 X 1 X 1 X

puisque m > 1> 0.



’

1
Soit u(x) =Ilnxet v'(x) = —,dou:
x

, 1 1
ux)y=—etvx)=——.
X X

Toutes ces fonctions sont continues car dérivables sur [1 ; +oo[; on peut donc

intégrer par parties :
Inx]™ m ] Inx 1™ Inm 1
Am)=|-—| +| Sdr=|-—-=| =———-—+0+1=
X 11 1 X X X[ m
Inm+1
Am)=1— ———-.
Inm+1 Inm 1
. Aim)=1- =1- -—
m m
. . 1 . nm . .
Onsaitque lim — =0, lim —— =0, d’ou par somme de limites
m—+oo m m—+oo m
lim A(m)=1.
m—+o0o



