La résolution du probléme de la chainette par Leibniz

(a partir de 'analyse donnée par Jean de Bernouilli
dans " lectiones calculi intégrali ")

Attention : Pour rester fidéle au texte de Leibniz, dans la figure ci-dessous, les axes sont permutés par
rapport @ I'usage actuel. Par contre les deux vecteurs représentant les tensions du fil sont destinés &
la compréhension du probléme, mais ne figurent pas dans l'original.

x

1/ Le probléme de statique :
La portion SC du fil est soumise a trois forces

- latensiondufilen S, d’intensité a et dirigée par latangenteen S

- latensiondufilen C,d'intensité T et dirigée par la tangenteen C

- le poids du fil, d’intensité u s et dirigé par verticale descendante (non représenté sur la
figure, ol u est densité linéique du fil et s la longueur du fil entre S et C).

On prendra, par commodité, comme l'indique Leibniz, les unités de telle sorte que u = 1.

1

]

En projections horizontale et verticale I'équilibre se‘traduit par :

a=TXxXcos(CDH) et s =T X sin(CDH)
s CH
(o] déduit : — =tan(CDH) =—.
nen ui 2 n( DH

2/ V’équation différentielle de la chainette :

Leibniz tire de I'étude précédente la relation :

S R — d eduity  dy = e (2)
-=— ui "traitée avec adresse" se réduit a = —_—— .
a y d Y VxZ-qg?

Le "traitement avec adresse”, que ni Leibniz, ni Bernouilli ne détaillent, est laissé a I'initiative
du lecteur et devait ressembler a ceci :

ds? = dx? + d_‘yz (Pythagore appliqué au triangle rectangle curviligne infinitésimal)

- '&; = (3).

dy?  ds?-dx? ds\?2 ds\2  aZ+s?
= = -1 dob =
dx s2

a?

s dx? dx?

Il est raisonnable de ne s’intéresser qu’a la branche SC du fil, puisque V'autre branche est symétrique.
Dans ces conditions la longueur s est une fonction croissante de x et la relation (3) se raméne & :
dx s

— = ———= quiparintégrationdonne: x =vaZ+sZ puis s%=2x%-—a? dontle
ds fa?+s2 qui p g p ’

adx
report dans (1) fournit I’équation différentielle de la chainette : dy = ﬁ .

3/ Uéquation cartésienne de la chainette :

De la relation (5) on tire: ds = 2xdx _xdx (5"
2 .’x2+a2 s

dx _ds _ d(x+s)

Puis alaide de {1)etde(5’) ona: —=—=—=
s x xX+s
. . a_v a_vy_aty .
(la derniére égalité résultant de -5 = il ——B+ 3 ) ce qui permet de

conclure :
y=aln(x+s)+K
La constante K s’obtient par la condition : y = 0 pour s = 0 (qui correspond d’aprés (5)4 x = a ).

Leibniz suggére de prendre a = 1, donc la constante K est nulle, ce qui donne, pour les points de
la courbe SC larelation: y =In(x +s) quel'on peut encore écrire: x +s =e”.



Comme (x—s)(x+s)=x2+s2=qa%=

-y =-In(x +5) =1In (ﬁ) =In(x —s),

1,ona:

donc x-—-s=e™.

eY+e™V
2

Ainsi, la courbe donnant le profil de la portion SC du fil a pour équation: x = —— .

4/ La construction de la chainette :

Une fois construite fa "logarithmique" (terme employé par Leibniz pour désigner notre
exponentielle) la chainette s’obtient par la construction suivante :

"pour obtenir le point d’abscisse y de la chainette, projeter sur I'axe vertical les deux
points d'abscisses y et -y de la logarithmique, puis prendre le milieu du segment de ces
deux points ; son ordonnée x est 'ordonnée du point de la chainette d’abscisse y.

Pour le tracé de la logarithmique, Leibniz se donne un nombre k > 1, et construit les points
$(0.1), A(1,k), A (—1,%) , puis pour p < n les points A,(p, k?) et A',(—p, k—lp)

Pour avoir un tracé plus précis, on peut intercaler entre S et A un point B(%,\/f) etle

point B'(—%,-—}—E) entre S et A’ et compléter par B,,(%,\/F ")et B’pr(—g,j‘;-g) .

Le Probléme de la Courbe Funiculaire ou Chain un
double intérét, premi¢ celui d'étendre l'art di
autrement dit I'Analyse 29, yusqu'l présem incapable daborder

i

bl de telles q , deuxi celui de faire

la technique des constructi Je me suis aperqu en effet
que . 1a fécondité de cette courbe n'a d'égale que la facilité de sa
réalisation, ce qui la met en téte de toutes les Transcendantes. De fait,
nous pouvons l'obtenir et 1a tracer A peu de frais, par une construction
de type physique, en laissant pendre un fil ou mieux une chafnette (de
longueur invariable). Et d2s que nous disposons, grice 2 elle, de son
tracé, nous p faire apparaftre toutes les moy propor-
tionnelles et tous les Logarithmes que nous pouvons souhaiter, ainsi
que 1a Quadrature de I'Hyperbole. Galilée fut le premier 2 y réfléchir,

mais sans parvenir A en ir la nature : contrai 2 ses
eon)ecmres. n ne sagn pas en effet de la Parabole. Joachim Jung,
et Mathématicien de ce sidcle qui, bien avant

De:cnms avait eu de nombreuses et lumineuses idées pour la réforme
des sciences, se lmcadmle:ulcms.ﬁtdesexpenam et disqualifia
h parabole, mais sans lui substituer la véritable courbe 2!. Depuis lors

p s'étaient és A cette ion, mais p ne l'avait
résolue.yusqu'lcequ é un Mathématicien trds savant me
donne l'occasion de la traiter. En effet le célebre Bernoulli, aprés
avoir dans différents problémes employé avec succds cette Analyse des
infinis, s'exprimant par le calcul différentiel, que j'ai contribué 2
muodmre.mademndép:bhqmandamles Acta de Mai de I'année
dernie pzlset i , en en faisant I'épreuve, si
notre caicul p s'étend! i comme celui de la
délmmmuon de 1a Chafnette. Ayant wmé I'expérience pour lui faire
plaisir, non seulement je parvins au résultat en étant, si je ne m'abuse,
le premier 2 résoudre ce cél2bre probléme, mais je notai de surcroft les
remarquables applications de la courbe ; voild pourquoi, 2 V'exemple
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Leibniz, extraits de Acta Eruditorum - 1961

tuellement en emploieraient d'autres que celie dont Bernoulli et moi-
méme usons. Deux seulement firent savoir dans les délais qu'ils avaient
réussi, Christian Huygens, il est inutile d'insister sur ses grands mérites
envers la République des Lettres, et Bernoulli lui-méme, en colla-
boration avec son jeune frire, dont l'intelligence n'a d'égale que
P'érudition ; la contribution de Bernoulli fait apparaftre qu'il n'est
aucune brillante trouvaille qu'on ne puisse encore attendre de lui. Je
juge donc qu'il a de facto prouvé, comme je I'avais annoncé, que notre
méthode de calcul s'étend bien jusque 1A et ouvre désormais la voie aux

entre autres de Blaise Pascal, j'ai convié les Mathémati ale
chercher 2 leur tour, dans un délai convenu, pour mettre leurs
Méthodes 2 I'épreuve, et voir A quoi aboutiraient ceux qui éven-

probi2mes réputés fois les plus red Mais il m'app
d'exposer mes propi itats ; on verra 2 quoi ont abouti les autres
en se reportant 3 leurs solutions. .

Voici une construction Géométrique de la courbe, sans l'aide
d'aucun fil ni d'aucune chafnette, et sans présupposer aucune qua-
drature, construction qu'on doit 2 mon sens juger la plus parfaite qu'on
puisse obtenir pour les Transcendantes et la plus conforme 2 I'Analyse.
Soient deux segments quelconques ayant entre eux un rapport
déterminé invariable, représenté ici par D et K, dés qu'on connait le
rapport de ces deux segments tout le reste en découle par simple
application de la Géométrie ordinaire.
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Figure extraite de la traduction frangaise de I'article paru dans Acta Eruditorum en 1691

On pourra observer que, sur la figure ci-dessus, le nombre k est donné par la proportion entre les
deux segments notés D et K.
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