
EXERCICE 4 

Dessinez un cube C (un dessin même approximatif en perpective suffira). 
Soient A un de ses sommets et B le sommet opposé, c'est-à-dire que le milieu du 
segment [AB] soit le centre du cube. 
Considérons un autre cube C' admettant aussi (A, B) comme couple de sommets 
opposés. 
Certaines arêtes de C rencontrent des arêtes de C'. Justifiez le fait que, en dehors de 
A et B, on obtient ainsi six points d'intersection entre une arête de C et une arête de 
C'. 
Placez l'un d'eux sur le dessin et expliquez comment placer alors les cinq autres. 
V étant le volume de C, quelle est la valeur minimale du volume de la portion d'es- 
pace commune aux cubes C et C'? 

SOLUTION 
(D. Roux) 

Désignons les 6 sommets du cube C autres que A et B par 
les numéros 1,2,3,4,5,6.  
De même, notons les 6 sommets du cube C' (qui est égal 
en dimensions au cube C) autres que A et B par l', 2', 3', 
4', 5',  6'. 

3 

Les points 1, 3, 5, l', 3', 5' appartiennent à un cercle d'axe 
(AB). 
Les points 2, 4, 6 , 2', 4', 6' appartiennent à un cercle égal 
au précédent et aussi d'axe (AB). 0 Lorsqu'on projette la figure formée 

par C et C' sur un plan P perpendi- 
5' e 3 culaire à (AB), on obtient deux 

hexagones réguliers de même centre 
6 b 2' cl. 

6' Les segments [l 1'1 et [2 6'1 sont dans des plans parallèles au 
I 1' plan P et ont des projections qui sont des segments paral- 

lèles, donc ces deux segments sont parallèlles. 
Donc (1 2) et (1' 6') sont deux droites coplanaires, elles se coupemt en un point a. 
De même on obtient b, c, d, e, f. 



Les points a, b, c, d, e, f partagent les arêtes du cube C 6 
auquel ils appartiennent dans le même rapport car il en B 
est de même pour les projections sur P et que ces arêtes 1 
de C font toutes le même angle avec P. 
[Remarque : ces raisonnements pourraient être simpli- 
fiés si l'on pouvait utiliser les isométries de l'espace : 
réflexion par rapport au plan médiateur de [ l  1'1, rota- 
tion d'axe (AB) d'angle 2x131 A 

J 

Soit 1 la longueur de l'arête de C. Posons x longueur al.  
O n a : x = a l = b 2 = ~ 3 = d 4 = e 5 = f 6  et I - ~ = a 2 = b 3 = ~ 4 = ~ 4 = d 5 = e 6 = f l .  

Ayant les points a, b, c, d, e, f, communs entre les arêtes de C et de C', les segments 
[ab], [bc], [cd], [de], [efl, [fa] qui les joignent sont communs à des faces de C et C' 
ainsi que les segments [Aa], . . . [AQ, [Ba], . . . [Bfl. La portion d'espace commune à 
C et C' a des faces triangulaires (il y en a 12). Les côtés de chacun de ces triangles 
sont 3 des 18 arêtes qui viennent d'être obtenues. Par suite pour obtenir le volume 
de C n C' il faut retirer à C 6 tétraèdres isométriques : (Aaf), (Abc), (Ade), et 
(Bab), (Bcd), (Bef). V = l 3  ; le volume de C n C' est 

1 Le minimum cherché est 3Vl4, il est obtenu pour x = - (seul cas où a, b, c, d, e, f 
2 

sont coplanaires). 

SOLUTION 2 
(E. Trotoux - Lycée De Gaulle Caen) 

Dans un premier temps, on peut observer que les cubes C et C' sont superposables 
par pivotement ' de C autour de l'axe (AB). Les diagonales d'un cube étant des axes 
d'ordre trois, on peut se limiter à un pivotement d'angle dont la mesure en radians 
est strictement comprise entre O et 2~13.  

Ensuite, on peut remarquer que les sommets de Cet  C' autres que A et B sont situés 
dans les plans parallèlles (EGD) et (HCF) (En effet, les plans orthogonaux à (AB) 
sont globalement invariants par les pivotements d'axe (AB)). Il en découle un 
régionnement de l'espace en trois régions, également globalement invariantes par 
les pivotements d'axe (AB), de frontières les plans (EGD) et (HCF). De cela on 

(*) NDLR : les deux facteurs du produit x ( 1 -  x) ont leur somme constante : leur produit est 
maximum (donc celui de CnC') quand ils sont égaux. Ce théorème, démontrable dès la 4""' 
intervient si souvent qu'il gagnerait à être connu. 

ce terme est peut-être plus intuitif que celui de "rotation" qui se réfère au plan pour l'élève 
de première S. 
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Déterminons alors h en fonction de t. Pour cela plaçons-nous dans le plan (AKB), 

posons x = An, et utilisons le théorème de Pythagore : 

A E ~ = A E ~ + E E : = ~ + ? ~ ~ B E ~ = B H ~ + H E ~ = ~ + ( ~ - ~ ) ~ ~ ' O Ù  

2 2 
3 + t  -(1-t) l + t  Par élimination de h, on trouve : x = 

2 6  - $3 
et, par substitution, 

2 2t2 - 2t + 2 
on en déduit que h = 

3 
. En reportant cette valeur dans l'expression de 

2 O . 2 o t -  3t2 
sin ' , on obtient d'abord : - - 

2 2 2(2t2 - 2t + 2) 

2 e 2 2 -2 t - t  
puis, enfin, à l'aide de cos(0) = 1 - 2 sin 2 , la relation : cos(0,) = 

2( t2- t+  1)' 

2 -2 t - t  2 

L'étude sur ]O , 1 [ sur de la fonction t H révèle une bijection dérivable 
2( t2- t+  1) 

strictement décroissante de ]O , I[ sur 12, 1 [ . La fonction cos définit une bijec- 

tion strictement décroissante de ] 0,- 3 [ sur 19.1 [ NOUS pouvons alors conclure 

qu'il existe un unique réel to de ]O , 1 [ tel que O,, = O où O est la mesure de l'angle du 
pivotement qui superpose C sur C'. On peut calculer to algébnquement en fonction 

de cos0 par résolution d'une équation du second degré. 

Revenons à notre préoccupation initiale. Considérons le point XIo défini par la 

valeur to obtenue plus haut et prouvons que ce point appartient à [E'H']. Voici au 
moins deux argumentations envisageables. 

La première : 

On vérifie que E'H' = E7Xt0 + XIOH' par le calcul de 
E'X,, et de XIOH'. 
En projetant orthogonalement (Le. parallèlement à 

G 

(AB)) les points Et, , Xto et QI, sur le plan (EGD) en 
Uo, Vo et Wo, on obtient deux triangles W,U,E et 
WOU&' qui se correspondent par la rotation plane 

de de centre W, et d'angle O. En effet, les plans 

(EGD) et (Ela XtoQto) sont parallèles donc les angles se conservent dans la projec- 
tion. On a donc U,E = VoE' et par suite les triangles rectangles EIoUoE et X,,V,E' 
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1 donne la valeur attendue (O = 63 )  pour t = -. 
2 

COMPLÉMENTS ET COMMENTAIRES 
Clermont-Ferrand 

La première question consiste à démontrer que les arêtes des deux cubes se coupent 
en 6 points exactement (hormis les extrémités de la diagonale commune). 
Les deux cubes << emprisonnent B un volume commun (voir la figure no 1) . 
La deuxième question consiste à calculer le pourcantage du volume du cube no 1 
minimal emprisonné. 

figure 1 

Voici, à l'aide d'un logiciel de géométrie la visualisation de la réponse à la première 
question. Comptez les points d'intersection.. . 

I I 

Les deux cubes sont Le cube n02 tourne Dans cette position, le 
superposés volume emprisonné est 

minimal 

(4) Le cube no 2 tourne encore 

(5) Le cube no 2 se confond avec 1, 
cube no 1. 

1 

i 
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On a pu cependant remarquer quelques figures correctes et même deux ou trois soi- 
gnées et précises, par contre d'autres étaient fantaisistes voire paradoxales. Dans 
quelques copies apparaissaient l'idée sous-jacente d'axe d'ordre 3 et celle qu'une 
rotation d'angle n13 permet d'obtenir la configuration qui donne la valeur minimale 
du volume de la partie commune aux deux cubes. 

J. Cl. Emeiliat (Rennes) 

C'est certainement le plus difficile des quatre exercices. L'élève qui est capable de 
faire cet exercice est, à coup sûr, très brillant. Il faut bien sûr avoir une bonne vision 
dans l'espace et penser à projeter les deux cubes sur un plan perpendiculaire à leur 
axe commun (ce qui donne deux hexagones). Ceci permet de déterminer où sont les 
points d'intersection, mais le travail est loin d'être fini quand on a fait cela ! 

Quant à la recherche de la position qui donne le volume minimal, c'est pratiquement 
infaisable si on ne voit pas que le volume est égal au cube dont on a retiré six petits 
tétraèdres. 

Bref, un bel exercice de géométrie pure. 
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