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EXERCICE 1

Lespace vectoriel euclidien &3 étant muni d'une base orthonormée ( 1, ], k ), on appelle ¢ I'appli-
cation linéaire de &3 dans lui méme définie par

o(7) = 2T+T-%
0] 7 = _z)+27+7c)
0] 7(?) = —_l)+7+27c)

1. @ est-elle bijective?
2. Déterminer I'image et le noyau de ¢ et vérifier qu'ils sont orthogonaux.

3. Montrer que larestriction de ¢ alm ¢ est celle d'une homothétie vectorielle dont on indiquera
le rapport (Im cp représente I'image de ¢).
En déduire que ¢ est la composée d'une homothétie vectorielle et d'une projection vectorielle.
Montrer qu'il en est de méme pour ¢’, o1 ¢’ est définie pour 1 de N* par
ol =9
VneN*: "1 = @"og.

EXERCICE 2

Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation

PO (1 —21\/5) 2 -2iv2=0.

Représenter chacune des solutions dans le plan complexe (plan affine euclidien muni d'un repere
orthonormé direct).

PROBLEME
On s’intéresse dans ce probléme al’ensemble des solutions de I'équation différentielle
() ¥y -2y=8x*-8x,
c’est-a-dire a 'ensemble . des fonctions f dérivables sur R et vérifiant
VxeR, f'(x)-2f(x)=8x*-8x.
Partie A

On rappelle que 'ensemble &' des fonctions dérivables sur R est un sous-espace vectoriel de 1'espace
vectoriel & des applications de R vers R (muni de '’addition de ces applications et de leur multiplica-
tion par un scalaire).

1. a. & est-il un sous-espace vectoriel de &'?

b. Montrer qu’il existe dans . une fonction polyndme du deuxiéme degré et une seule : pré-
ciser cet élément de .&.
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2. a. Vérifier quesi f et g sont des éléments de ., alors leur différence f — g est élément de %3,
ol .}, désigne I'ensemble des solutions de I'équation différentielle

@ y-2y=0,

c’est-a-dire 'ensemble .4}, des fonctions & dérivables sur R et vérifiant

VxeR, K (x)-2h(x)=0.

b. Prouver que .%}, est un espace vectoriel sur R, dont la fonction
hy : x— e2* constitue une base.

N.B. - On sera amené a poser h = u x h; et montrer que h € .4, si, et seulement si, u est une

fonction constante.

3. En déduire que

S ={feF:(@AmeRtel queVxeR, f(x) = me** —4x*}.

Partie B

—

On considere dans le plan affine euclidien muni d'un repere orthonormé (O A | ) la famille des
courbes représentatives des fonctions

fm: x— me** — 4x* (ol mest un parametre réel).

1. Montrer que par tout point M du plan passe une courbe de la famille et une seule, et vérifier
que pour une méme abscisse xp 'ordonnée f;, (xp) du point de la courbe représentative de f;,
est une fonction croissante de m.

On désignera par C;; la courbe représentative de la fonction f;;, (le parametre réel m étant
fixé), ou encore par Cppq la courbe de la famille passant par le point M.

2. a. Ftudier les variations de la fonction

@: x— 4xe 2"

et construire sa courbe représentative.

b. En déduire, selon la valeur du parameétre m, les variations de la fonction f;,;,. (On sera
amené a discuter le signe de (m — ¢(x)).
3. a. Selonlavaleur de m, la courbe C,,, posséde au plus deux points ol1 la tangente est parallele

alaxe (O, 1 ) ; montrer que lorsque m décrit RI'ensemble des points ainsi obtenus est une
parabole (P) dont on donnera une équation cartésienne et dont on indiquera le sommet S.

b. Montrer que la tangente a C,;, en son point d’intersection avec I'axe (O, J ) passe par le

1
point I de coordonnées (_E ; 0).

4. a. Tracer sur un méme graphique et avec soin, en prenant 4 cm pour unité de longueur,
— laparabole (P).
— la courbe Cy (correspondant a m = 0),
— la courbe C% (dont on vérifiera qu’elle passe par le sommet S de (P)).

b. Déterminer 'aire de la partie du plan comprise entre la droite D, d’équation x = —a (ot @
est un réel positif donné), la courbe Cy, la courbe C;. et I'arc (OS) de la parabole (P).
Quelle est la limite de cette aire lorsque a tend vers +co?

c. Construire encore sur ce graphique la courbe Cpy; passant par le point A de coordonnées
(1;0).
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