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Loi normale et loi binomiale
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On jette un dé non pipé 12000 fois. Quelle est la 
probabilité d’avoir entre 1950 et 2050 fois le numéro 6?

On jette un dé 1 200 000 fois. Quelle est la probabilité 
d’avoir entre 199 000 et 201 000 fois le numéro 6?

La loi binomiale est une loi conceptuellement simple mais 
qui conduit vite à des calculs inextricables, notamment à la 
main mais aussi avec un outil de calcul moderne
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Quelle loi continue peut approximer la loi binomiale?
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Des diagrammes en bâtons vers  un histogramme… (fichier)
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Qu’observe-t-on? (fichier)
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Centrer et réduire la loi binomiale…

Fichier ggb

Pour un réel p dans l'intervalle ]0,1[ et un entier naturel n, on note Xn la variable aléatoire qui 
suit la loi binomiale de paramètres n et p. 
Xn prend ses valeurs dans {0, 1, …. , n} et E(Xn) = np , V(Xn) = np(1 – p) ,  ( ) ( )1X np ps s= - =

La variable centrée réduite associée à Xn est donc n
n

X np
Z

s
-=

C’est une variable discrète d’espérance 0 et d’écart-type 1. 

La variable Zn prend les valeurs  pour  entier allant de 0 à .
k np

k n
s
-

Ces valeurs ne sont pas entières mais réparties régulièrement entre 
( )1

 et 
n pnp

s s
--

l’écart entre deux valeurs consécutives étant  
1

.
s
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Tiré du document d’accompagnement : 

(de Moivre-Laplace)
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Correction de continuité

Plus loin avec l’approximation proposée dans l’exercice…

Ce qui revient d’ailleurs à approximer P(X=7) par                         
 
et non par                   … qui vaut 0…

 
7,5

6,5
f x dx

 
7

7
f x dx



Soit X une variable aléatoire réelle d’espérance mathématique  
et d’écart-type .
La variable aléatoire centrée réduite R associée à X est définie 
par:

X
R

m
s
-=

Il est bien clair que :

( ) 0E R = et ( ) 1Rs =
Centrée Réduite
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Centrer , réduire: un exemple…

On peut aussi envisager l’exemple des notes à un contrôle 
dans une classe.
Quelle est la meilleure « performance »?
Un élève qui a 10,2 avec un moyenne et un écart-type de 
classe de 9 et 3,5…
Ou un élève qui a 9,3 avec un moyenne et un écart-type de 
classe de 8 et 1,9?
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Définition
Une variable aléatoire X suit une loi normale de paramètres 
µ et 2, notée N(µ ,2) lorsque la variable aléatoire centrée 
réduite  associée Y = (X – µ)/ suit la loi normale N(0,1).

On a :
X = Y + µ

D’où l’on déduit que
 E(X) =  µ et V(X) = 2.



IREM de Rouen - Groupe Probabilités et 
statistiques

Retour sur le théorème de Moivre Laplace

( )

( )

n n n
n

n n n

n n
n n n

n n

a µ X µ b µ
P a X b P

a µ b µ
P N P a Y N µ b

s s s

s
s s

æ ö- - - ÷ç£ £ = £ £ ÷ç ÷ç ÷è ø
æ ö- - ÷ç» £ £ = £ = + £÷ç ÷ç ÷è ø

Xn désigne une loi binomiale d’espérance µn et d’écart-type 
n ; N est la loi normale centrée réduite. Alors

Il est alors clair que la variable aléatoire Yn suit une loi 
normale de paramètre µn et n

2

On peut donc directement approximer la loi binomiale par 
la loi normale qui possède la même espérance et la 
même variance.
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Intervalles de fluctuation et 
prise de décision
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Théorème
Si la variable aléatoire Xn suit la loi binomiale de paramètres n et p, avec 
p dans l’intervalle ]0 ; 1[, alors pour tout réel  dans l’intervalle ]0 ; 1[, 
on a: 

lim 0,95n
nn

X
P I
n®+ ¥

æ ö÷ç Î =÷ç ÷çè ø

où  In désigne l’intervalle 
( ) ( )1 1

1,96 ; 1,96
p p p p

p p
n n

é ù- -ê ú- +ê ú
ê úë û

On pose parfois               ; Fn correspond à la fréquence du succès pour la loi binomiale 
considérée.

n
n

X
F

n
=
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Regardons maintenant  le premier membre et plus précisément l’expression dont on 
prend la limite: 

( ) ( )1 1
lim 1,96 1,96 0,95.n
n

p p p p
P p F p

n n®+ ¥

æ ö- - ÷ç ÷ç - £ £ + =÷ç ÷ç ÷÷çè ø

où                            et où Z suit la loi normale centrée réduite.

Autrement dit : 

Démonstration (ici exigible en terminale S)
D’après le théorème de Moivre-Laplace, on a           
                                            

   lim 1,96 1,96 1,96 1,96

0,95

n
n

P Z P Z
 

      



 1
n

n

X np
Z

np p






 
 

    
   

1,96 1,96 1,96 1,96
1

1,96 1 1,96 1

1 1
1,96 1,96

n
n

n

n

X np
P Z P

np p

P np np p X np np p

p p p p
P p F p

n n
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Les conditions communément admises pour pratiquer cette  
approximation sont:

n  30, np  5 et n(1 – p)  5.

On admet donc que, sous certaines conditions, notamment pour n suffisamment grand 
on peut approcher le terme de rang n de la suite    

par sa limite 0,95.

( ) ( )1 1
1,96 ; 1,96n

p p p pX
P p p
n n n

æ öé ù- - ÷ç ê ú÷ç ÷Î - +ç ê ú÷ç ÷ê úç ÷è øë û

Visualisation à l’aide de geogebra
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( ) ( )1 1
1,96 ; 1,96

p p p p
p p

n n

é ù- -ê ú- +ê ú
ê úë û

Au seuil de 95%, on prendra

( ) ( )1 1
2,58 ; 2,58

p p p p
p p

n n

é ù- -ê ú- +ê ú
ê úë û

Au seuil de 99%, on prendra
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On peut aussi connaître cet intervalle, valable pour n grand et f pas trop 
petit:

( ) ( )1 1
1,96 ; 1,96

f f f f
f f

n n

é ù- -ê ú- ´ + ´ê úê úë û

On redonne en terminale l’intervalle de confiance de 
seconde:

1 1
;f f
n n

é ùê ú- +ê úë û
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Intervalle de fluctuation ?

Intervalle de confiance ?

La proportion p dans la population est connue ou encore on fait une 
hypothèse sur sa valeur.

On cherche à estimer une proportion p inconnue

Fichier geogebra
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Probabilité ou confiance ?

Avant le tirage d’un échantillon, la procédure d’obtention de l’intervalle 
de confiance a une probabilité 1 –    que cet intervalle contienne le 
paramètre inconnu.

Après le tirage, le paramètre est dans l’intervalle calculé avec une 
confiance de 1 – . 

L’expression « p a 95% de chances d’appartenir à un intervalle de 
confiance comme [0,504 ; 0,696] » n’a pas de sens: cette expression ne 
contient plus rien d’aléatoire, p est ou non dans cet intervalle sans que 
le hasard n’intervienne.
Mais on sait que si on répète l’estimation un grand nombre de fois, 95% 
des intervalles de confiance générés contiendront la probabilité cherchée. 
C’est là où se niche la confiance.
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On a alors une probabilité supérieure ou égale à 0,95 d’exhiber une 
fourchette contenant la valeur p à estimer.

   1 11 1
1,96 1,96 0,95

p p p p
P F p F P F p F

n n n n
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Le théorème central limite

Soit X1, X2,…, Xn une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement 
distribuées (c’est-à-dire ayant toutes la même loi de probabilité), possédant une 
moyenne µ et une variance 2 finie, alors quand n tend vers l’infini, la variable aléatoire

 XT = X1 + … + Xn est telle que                  converge en probabilité vers la loi normale 

centrée réduite.

TX nµ

ns
-
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n=1

n=10
n=100

n=2
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n=1

n=10
n=100

n=2
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