     Méthode de résolution des équations  x3+px+q=0   p,q réels
                                                                 
   D'abord  sur des cas particuliers ,sans considération des racines particulières évidentes .Une fois les racines trouvées on peut toujours vérifier.   Ensuite ,la méthode générale . 

Exemple 1       x3+6x-7=0  (1)
On pose     x=u+v     (1) devient successsivement  (u+v)3+6(u+v)-7=0
  u3+3u2v+3uv2+v3+6(u+v)-7=0                 u3+v3+(u+v)(3uv+6)-7=0
On impose à  u,v  de vérifier  3uv+6=0 autrement dit   uv=-2
Pour u  et v les conditions sont alors  u3*v3=-8  et u3+v3=7  cela signifie que u3 et v3
sont les solutions de  X2-SX+P=0   ici  X2-7X-8=0    discriminant Δ =(-7)2-4*(-8)=81=92
 X1=(7-9)/2=-1   et  X2 =(7+9)/2=8  On peut prendre u3=8 =(2)3  et  v3=-1=(-1)3
Dans l'ensemble des complexes  3 possibilités pour u et 3 pour v.
         u1=2        u2=2e2iΠ/3         u3=2e4iΠ/3=2e-2iΠ/3
         v1=-1       v2 =-1*e2iΠ/3=-1*e-4iΠ/3          v3 =-1*e4iΠ/3=-1*e-2iΠ/3
pour x on a toutes possibilités de sommes u+v respectant  uv=-2    
 x1=u1+v1=1              x2 =u2 +v3 =2*(-0,5+i*30,5/2)-1*(-0,5-i*30,5/2)=-1/2+1,5*30,5i
 x 3 =u3 +v2 =2*(-0,5-i*30,5/2)-1*(-0,5+i*30,5/2)=-0,5-1,5*30,5i

Exemple 2     x3-12x+16=0  (2)
On pose    x=u+v     (2) devient  successivement  (u+v)3-12(u+v)+16=0
u3+3u2v+3uv2+v3-12(u+v)+16=0       u3+v3+(u+v)(3uv-12)+16=0
On impose à u,v de vérifier  3uv-12=0  autrement dit  uv=4
Pour  u et v les conditions sont alors  u3*v3=64  et u3+v3=-16 cela  fait que u3 et v3
sont les solutions de  X2+16X+64=0  ou (X+8)2=0  On a donc u3=-8=(-2)3 et v3=-8=(-2)3
Dans l'ensemble des complexes  3 possibilités pour u et 3 pour v.
       u1=-2          u 2 =-2e2iΠ/3          u 3 =-2e4iΠ/3=-2e-2iΠ/3
       v1=-2          v 2 =-2e2iΠ/3          v 3 =-2e4iΠ/3=-2e-2iΠ/3
Pour x on a toutes possibilités de somme u+v respectant uv=4
x1=u1+v1=-4           x2 =u 2 +v 3 =-2*(-0,5+0,5*30,5*i)-2(-0,5-0,5*30,5*i)=2
x 3 =u 3 +v 2 =-2(-0,5-0,5*30,5*i)-2(-0,5+0,5*30,5*i)=2
On peut vérifier que x3-12x+16=(x+4)(x-2)2

Exemple 3    x3-6x+4=0  (3)
On suppose connu  cos(5Π/12)=(60,5-20,5)/4  et  cos(11Π/12)=-cos(Π/12)=-(60,5+20,5)/4  
On pose x=u+v  (3) devient  successivement (u+v)3-6(u+v)+4=0
u3+3u2*v+3uv2+v3-6(u+v)+4=0   u3+v3+(u+v)(3uv-6)+4=0
On impose à u et v de vérifier 3uv-6=0 autrement dit  uv=2
Pour u et v les conditions sont alors  u3*v3=8   et  u3+v3=-4   cela  fait  que u3 et v3
sont les solutions de  X2-SX+P=0   ici   X2+4X+8=0  de discriminant  Δ=42-4*8=-16=(4i)2
X1=-2+2i  et X2=-2-2i   on prend  u3 =-2+2i=(1+i)3    v3 =-2-2i=(1-i)3    (vérifier ces égalités)
Dans l'ensemble des complexes 3 possibilités pour u et 3 pour v.
u1=1+i=20,5*eiΠ/4              u2 =20,5*eiΠ/4+2iΠ/3=20,5*e11Π/12
u3 = 20,5*eiΠ/4-2iΠ/3=20,5*e-5iΠ/12                 v1=1-i=20,5*e-iΠ/4
v2 =20,5*e-iΠ/4+2iΠ/3=20,5*e5iΠ/12                 v3 =20,5*e-iΠ/4-2iΠ/3=20,5e-11Π/12
Pour  x  on  a  toutes  les  possibilités  de  somme  u+v  respectant  uv=2
x1=u11+v1=2 
 x2 = u2 +v3 =20,5*[e11Π/12+e-11Π/12]=20,5*2cos(11Π/12)=-20,5*2cos(Π/12)=
-20,5*2*(60,5+20,5)/4=   tout  calcul  fait  =-1-30,5
 x3 =u3 +v2 =20,5*[e-5Π/12+e5iΠ/12]=20,5*2*cos(5Π/12)=20,5*2(60,5-20,5)/4=30,5-1 

 Exemple 4     x3-15x+4=0  (4)
 On pose x=u+v  (4)  devient (u+v)3-15(u+v)+4=0 ou u3+v3+(3uv-15)(u+v)+4=0  ou
On  impose  à  u,v de vérifier  3uv-15=0 autrement  dit  uv=5
Pour u et v les conditions  sont alors  u3+v3=-4 et  u3v3=125 cela signifie que u3 et v3
sont solutions de X2+4X+125=0   Δ=4²-4*125=-484=(-22i)²  
donc on peut prendre u3=-2+11i =(-2+i)3 et  v3=-2-11i=(-2-i)3   
Dans l'ensemble des complexes 3 possibilités pour u et  3 pour v
   u1=-2+i               u2=(-2+i)e2iΠ/3=(-2+i)(-0,5+30,5i/2)=1-30,5/2+i(-0,5-30,5)
   u3=(-2+i)e-2iΠ/3=(-2+i)(-0,5-30,5i/2)=1+30,5/2+i(-0,5+30,5)
   v1=-2-i                v2=(-2-i)e-2iΠ/3=(-2-i)(-0,5-30,5i/2)=1-30,5/2+i(0,5+30,5)
   v3=(-2-i)e2iΠ/3=(-2-i)(-0,5+30,5i/2)= 1+30,5/2+i(0,5-30,5)   
Pour x on a toutes les possibilités de somme u+v respectant uv=5
x1=u1+v1=-4           x2=u2+v2=2-30,5             x3= u3+v3=2+30,5

Equation  générale  x3+px+q=0  (E)


On cherche x,u,v  tels que (E) et x=u+v (E) s'écrit (u+v)3+p(u+v)+q=0  ou encore
u3+3u²v+3uv²+v3+p(u+v)+q=0   ou  u3+v3+(3uv+p)(u+v)+q=0  on impose à u,v 3uv+p=0
Alors les conditions  pour u  et  v  sont   u3+v3=-q (=S)    u3v3=-p3/27(=P)     et u3  et v3 sont solutions de
l'équation  X²-SX+P=0  donc de X²+qX-p3/27=0   Δ=q²+4p3/27=(4p3+27q²)/27
Deux cas  Δ>0  On peut prendre   u3=((-q+Δ1/2)/2)     et  v3=((-q-Δ1/2)/2)   donc 3 possibilités
 pour u et 3 pour v
 u1=((-q+Δ1/2)/2) 1/3         u2=((-q+Δ1/2)/2) 1/3e2iΠ/3                  u3=((-q+Δ1/2)/2) 1/3 e-2iΠ/3
v1=((-q-Δ1/2)/2)1/3                     v2=   ((-q-Δ1/2)/2)1/3  e-2iΠ/3                             v3=((-q-Δ1/2)/2)1/3  e2iΠ/3 
Pour  x on a toutes les possibilités  de somme u+v rspectant uv =-p/3
    x1=u1+v1       x2=u2+v2     x3=u3+v3
                   
                 Une seule racine réelle

 Δ≤=0     On peut prendre u3=((-q+i(-Δ)1/2)/2)  =r3 e3iα        v3=((-q-i(-Δ)1/2)/2) = r3 e -3iα                                                                        
Dans l'ensemble des complexes 3 possibilités pour u et 3 pour v
         u1=r eiα                           u2=r eiα  e2iΠ/3                                 u3 =r eiα  e-2iΠ/3
                v1=re-iα                            v2= re-iα   e-2iΠ/3                                           v3= re-iα  e2iΠ/3 
    x1=u1+v1 =2rcosα      x2 =u2+v2 = 2rcos(α+2π/3)   x3=u3+v3=2rcos(α-2π/3)
Pour x on a toutes les posibilités de somme u+v respectant uv=-p/3    (on peut vérifier uv=r²=-p/3)
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Méthode de résolution des équations     x4+ax²+bx+c=0    


                                   
                                a,b,c sont des réels et b non nul
  On remarque      (x²+t/2)²=x4+tx²+t²/4    Ainsi     x4=(x²+t/2)²-tx²-t²/4
 L'équation  (1)  du titre s'écrit  alors   (x²+t/2)²-tx²-t²/4+ax²+bx+c=0
 ou encore (x²+t/2)²=tx²-ax²-bx-c+t²/4       soit (2) :(x²+t/2)²=(t-a)x²-bx+t²/4-c
On fixe t de façon que le deuxième membre trinôme de degré 2 en x soit un carré parfait
 Δ=b²-4(t-a)(t²/4-c)=b²-(t-a)(t²-4c)=-t3+at²+4ct-4ac+b²      -Δ=t3-at²-4ct+4ac-b² (3)
Il faut trouver un zéro de ce polynôme de degré 3   D'abord on prend  t=T+a/3 
3 devient T3+T(-4c-a²/3)-2a3/27+8ac/3-b²=0  (4) de forme  T3+pT+q=0 
  On obtient un zéro réel de T  annulant (4) d'où une valeur de t annulant (3),appelons la t1
 (t1-a)x²-bx+t1²/4-c  est un carré parfait  de  zéro  z=b/(2(t1-a))     (x²+t1/2)²=(t1-a)(x-z)² (2)
En fait on trouve toujours   t1>a
3  équivaut à  x²+t1/2=(t1-a)0,5(x-z) ou x²+t1/2=-(t1-a)0,5(x-z)
 Il n'y a plus qu'à résoudre
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  Un   problème     On constate en utilisant le programme sur d ifférents exemples que toujours   t 0 >a   Montrons la généralité de ce résultat.   On remarque   - ∆(a)= - b²   et   - ∆(+∞)=+∞    Ainsi   - ∆(t)=t 3 - at² - 4ct+4ac - b²   a 1 ou 3 zéros   supérieurs   à a d’après le théorème des valeurs intermédiaires.   1/ Si l’équation résolvante de degré 3 réduite  T 3 +pT+q=0    a une seule racine réelle  T 1   ( cas 4p 3 +27q²>0) elle donne  t 1 =T 1 +a/3  réelle forcément supérieure  à  a .   2/ Si  l’ équation a 3 racines réelles  (     cas 4p 3 +27q²≤0 ) ‘données par le programme EXCEL   u 3 =r 3 e 3iα   et   v 3 =r 3 e - 3iα   ; EXCEL par la fonction COMPLEXE.ARGUMENT donne l’argument   3α entre 0  et π  .    Les     racines     sont     alors         2rcosα ,   2rcos(α +2π/3)  et  2rcos(α - 2π/ 3)     Comme 0≤ α ≤ π/3  2rcosα  donnée pour T 1   est la plus grande  (voir sur le cercle trigo )   et   t 1 =T 1 +a/3  sera forcément  supérieure au coefficient  a de l’équation  (1)   .   Mais encore      La somme  des 3  zéros étant  a , pour avoir  t 1 >a , t 2 >a   , t 3 >a     il faut      a>3a  donc  a<0 ,  c’est  nécessaire  ( exemples  (a,b,c)= ( - 20 14 ,7) ou ( - 25,10,5) ,  (contre -   exemples  ( - 1,2,8)  et ( - 3, - 4,10) ) , ce n’est pas suffisant  . Nouveau problème avec  a<0   Outre t 1> a   ,  t 2  et t 3    sont ,ou avant a ou après a comme  leur moyenne m   .   m= (   2rcos(  α +2 π /3)   +   a/3   +   2rcos(  α - 2π/3)   +   a/3)/2=r(cos(α+2π/3)   +   cos(α - 2π/3) )   +   a/3 =   = 2r cos α cos( 2 π /3)+a/3 =   -   rcos α   +a/3   m<a équivaut à    -   rcos α<2a/3   2  zéros  avant  a    pour  rcos α >  - 2a/3    ,   2 zéros  après  a  pour  rcosα <  - 2a/3   On peut remonter  avec et r et α  à p et q  puis a,b,c   ; l’expression obtenue est moins que  simple   On trouve r=( - p/3) 1/2   , α=(arccos( - q/2*( - 27/p 3 ) 1/2 )/3 avec p= - 4c - a²/3  q=8ac/3 - b² - 2a 3 /27…   !!!   Dans  le  cas a>0  avec  t 1 >a  1 zéro  supérieur  à  a  et  2  i nférieurs . Il faut  un  zéro  négatif      au  moins . (pour  avoir ∑t <à) , il peut  y  en avoir 1 , exemple avec (17, - 9,4 )    ou  2 , exemple  avec (8, - 3,2)  .Ici le critère  est  le signe  de  2rcos(α - 2π/3)+a/3     Cas particuliers  intéressants  x 4 - 3x ²+/ - 2x  ,   x 4+ +2 0,5 x+0   ,75 =0 ,  x 4 - 9x²+4x+12=0   ( racine double en t   : correspond  à  4p 3 +27q²=0 )  
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 Un problème



On constate en utilisant le programme sur différents exemples que toujours   t0>a

Montrons la généralité de ce résultat.

On remarque  -∆(a)=-b²   et  -∆(+∞)=+∞    Ainsi  -∆(t)=t3-at²-4ct+4ac-b²   a 1 ou 3 zéros

supérieurs à a d’après le théorème des valeurs intermédiaires.

1/ Si l’équation résolvante de degré 3 réduite  T3+pT+q=0  a une seule racine réelle  T1

( cas 4p3+27q²>0) elle donne  t1=T1+a/3  réelle forcément supérieure  à  a .

2/ Si l’équation a 3 racines réelles  (  cas 4p3+27q²≤0 ) ‘données par le programme EXCEL

u3=r3e3iα et   v3=r3e-3iα ; EXCEL par la fonction COMPLEXE.ARGUMENT donne l’argument

3α entre 0  et π .  Les  racines  sont  alors     2rcosα , 2rcos(α+2π/3)  et  2rcos(α-2π/3) 

Comme 0≤ α ≤ π/3  2rcosα  donnée pour T1 est la plus grande  (voir sur le cercle trigo )

et  t1=T1+a/3  sera forcément  supérieure au coefficient  a de l’équation  (1) .

Mais encore    La somme  des 3  zéros étant  a , pour avoir  t1>a , t2>a , t3>a  il faut  

a>3a  donc  a<0 ,  c’est  nécessaire  ( exemples  (a,b,c)= (-20 14 ,7) ou (-25,10,5) ,  (contre-

exemples  (-1,2,8) et (-3,-4,10) ) , ce n’est pas suffisant  . Nouveau problème avec  a<0

Outre t1>a ,  t2 et t3  sont ,ou avant a ou après a comme leur moyenne m .

m=( 2rcos( α+2π/3) + a/3 + 2rcos( α-2π/3) + a/3)/2=r(cos(α+2π/3) + cos(α-2π/3)) + a/3 =

= 2rcosαcos(2π/3)+a/3 = - rcosα +a/3   m<a équivaut à  - rcosα<2a/3

2  zéros  avant  a  pour  rcosα > -2a/3  , 2 zéros  après  a  pour  rcosα < -2a/3

On peut remonter avec et r et α  à p et q  puis a,b,c ; l’expression obtenue est moins que simple

On trouve r=(-p/3)1/2 , α=(arccos(-q/2*(-27/p3)1/2)/3 avec p=-4c-a²/3  q=8ac/3-b²-2a3/27… !!!

Dans  le  cas a>0  avec  t1>a  1 zéro  supérieur  à  a  et  2  inférieurs . Il faut  un  zéro  négatif 

 au  moins . (pour  avoir ∑t<à) , il peut  y  en avoir 1 , exemple avec (17,-9,4)  ou  2 , exemple avec (8,-3,2)  .Ici le critère  est  le signe  de  2rcos(α-2π/3)+a/3



Cas particuliers  intéressants  x4-3x²+/-2x  , x4++20,5x+0 ,75 =0 ,  x4-9x²+4x+12=0
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