QUELQUES TECHNIQUES POUR LA TENTATIVE DE RESOLUTION DE BOITES NOIRES SOUS CABRI

1. QU’EST-CE QU’UNE BOITE NOIRE

1.1. Les boîtes noires élémentaires

Un problème de boîte noire dans l’environnement Cabri consiste en la recherche d’une transformation cachée T. Sur une page Cabri, deux points sont apparents, m et M. Seul m peut être tiré où l’on veut dans la page Cabri. Le point M a été construit comme l’image de m par la transformation T. Cette transformation a été cachée dans une macro-construction par l’auteur de la boîte noire. Ceci, afin qu’en faisant apparaître les objets cachés on ne puisse découvrir facilement la nature de T. Cette macro-construction est donc un nouvel outil qui peut être utilisée avec son mode d’emploi qui apparaît en cliquant sur F1 par exemple

1.2. Lien avec les problèmes inversés

Ce problème peut être qualifié d’inversé par rapport aux problèmes classiques utilisant les transformations. 

Dans un problème classique, un objet O est donné ainsi qu’une transformation T, le problème consiste à déterminer l’image de O par T soit T(O). En général ce problème est pauvre d’un point de vue didactique car le plus souvent, la connaissance de T(O) résulte de l’application de théorèmes connus sut la transformation T.

Si  par contre, on se donne deux objets dynamiques sur la page Cabri, O et O’, O’ étant l’image de O par la transformation T (O seul pouvant être tiré dans la page Cabri), la détermination de T inverse un problème classique. Un tel problème est nécessairement générateur d’investigations. 

1.3. Les problèmes inversés générateurs d’une démarche expérimentale 

Si le chercheur reste face aux objets figés O et O’, il est impossible de déterminer la transformation qui a fait passer de O à O’. Pour avoir une chance de pouvoir conjecturer une réponse, IL FAUT tirer sur l’objet O, changer sa position pour observer le déplacement correspondant de O’. Ces manipulations, engendrent des observations qui engendreront elles mêmes des conjectures sur la nature de T. Des expérimentations peuvent être menées sur la page Cabri pour valider la conjecture ou les conjectures émises. Les techniques de validations utilisées sont les preuves que l’on peut attendre dans cet environnement qui modélise le plan euclidien par un nombre fini de points.

1.4. Intérêt des boîtes noires élémentaires

Une boîte noire élémentaire est un problème inversé où l’objet O est réduit à un seul point m et l’objet O’ est l’image de m par la transformation cachée T à déterminer. La simplicité des données doit permettre à l’expérimentateur chercheur de ne pas se laisser perturber par des problèmes annexes. L’obligation de tirer sur m pour générer des données observables est une nécessité pour commencer la résolution.

Dans le paragraphe suivant, nous allons décrire ce que pourrait être une investigation qui a pour but la résolution d’une boîte noire (où nous tairons la transformation T) pour permettre au lecteur d’être réellement impliqué dans les démarches suggérées. Les techniques ne sont pas à donner aux débutants mais devront être suggérées par des activités préparatoires sur Cabri pour montrer les outils disponibles dans Cabri.

2. UNE SIMULATION DE RESOLUTION D’UNE BOITE NOIRE 

2.1. Introduction

Ouvrons le fichier Cabri contenant la boîte noire à résoudre (le fichier a été nommé Macro_0000_to_solve.fig et la macro cachant la transformation à découvrir Macro_0000.mac). Deux points apparaissent, m et M et on peut constater qu’on peut tirer sur m mais pas sur M et que le déplacement de M est commandé par celui de m. Sachant que M a été construit comme image de m par une transformation T, résoudre la boîte noire revient à déterminer la nature de T mais en réalité, dans l’environnement informatique Cabri, il s’agit d’abord de conjecturer la nature de la transformation à partir d’expérimentations que nous qualifierons de génératives puis de valider cette conjecture (de la rendre de plus en plus plausible) à partir d’autres expérimentations que nous qualifierons de validatives (en réalité, vérifications informatiques de conditions nécessaires impliquées par la conjecture précédemment générée).

	Celui qui reçoit le problème le reçoit donc en visualisant la page Cabri reproduite à droite
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2.2. Expérimentations essentiellement génératives

On peut commencer par tirer sur m horizontalement ou verticalement pour observer le déplacement correspondant de M. On obtient par exemple :
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Ce que l’on observe : une perpendicularité des déplacement nous fait générer une interprétation en terme d’angle : T serait une transformation en liaison avec un angle de 90°. Pour valider cette première interprétation, on peut expérimenter de manière plus précise en traçant une droite horizontale D, en redéfinissant le point m sur cette droite D et en demandant le lieu de M quand m se déplace sur D. Cela revient à demander l’image de D par T. Voici ce que l’on obtient :
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	Le lieu de M semble bien être une droite mais l’impression visuelle sur l’écran qui est différente de l’impression que l’on pourrait ressentir sur papier  semble invalider la conjecture concernant la perpendicularité de ces deux « droites »


Tout d’abord, le lieu de M est-il vraiment une droite pour Cabri ? Un moyen de le vérifier est de tracer une droite (AB) passant par deux points particuliers : on pourra constater la superposition du lieu de M avec cette droite mais surtout on pourra constater en tirant sur le point m que le point M est toujours situé sur la droite (AB). On utilise pour cela l’outil test d’appartenance  de Cabri qui affiche toujours que M est bien sur la droite (AB)
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	Ces deux expérimentations viennent valider le fait que l’image d’une droite particulière horizontale par T est une droite par Cabri. Si on tire sur I, on obtient d’autres droites horizontales et cette conjecture perdure : cette expérimentation est validative. Mais elle est aussi générative dans la mesure où elle nous conduit à conjecturer que l’image de toute droite horizontale est une droite.


Ensuite la droite image est elle perpendiculaire à D ? L’impression visuelle a invalidé cette conjecture. On peut à un niveau différent confirmer cette invalidation. 

	Il suffit de demander à Cabri de tester la perpendicularité de D avec la droite (AB) dans les multiples positions que l’on peut donner à D en tirant sur I et la réponse comme on peut le constater est toujours négative.
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	Remarque : on aurait pu arriver à générer le rôle de 90° dans T par l’expérimentation suivante. On active les traces de m et M et on tire ensuite sur m pour écrire son propre prénom. Il suffit d’observer ensuite ce qu’écrit le déplacement de M.
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Recherche des points invariants :

	On crée quelques points libres C1, C2, C3… (ici, un seul suffira). On tire sur m jusqu’à repérer une position où il semble se superposer à M.
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	On amène ensuite le point C1 sur cette position là et on le punaise pour bien marquer la position repéré (cette position est repérée de manière visuelle et donc approximative)
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	On écarte ensuite le point m de cette position particulière pour voir quel rôle particulier pourrait jouer ce point invariant. Notons que j’ai baptisé cette méthode de repérage de certains points particuliers du plan, méthode des confettis.

Nous avons complété la figure en traçant les segments [C1m] et [C1M]
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L’expérimentation consistant à tirer aléatoirement sur m mène à la génération d’une conjecture double :

Les deux segments semblent être toujours de longueurs égales

L’angle 
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 semble être un angle droit direct c’est à dire de mesure 90°.

En résumé, nous générons la conjecture :

T est une rotation d’angle droit direct centré au point C1 que nous venons de repérer

2.2. Expérimentations essentiellement validatives

Pour valider cette conjecture, on peut mesurer les distances C1m et C1M d’une part et l’angle mC1M d’autre part. Les trois cas de figures envisagés ci-dessous permettent de valider cette conjecture, même si les mesures ne sont exactes : cette inexactitude peut être mise sur le compte du positionnement de C1 qui s’est fait expérimentalement donc approximativement (C1 n’est pas un point construit de Cabri).
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	On peut constater que dans ce dernier cas, on a obtenu un angle de 90°. Attention, une augmentation de la précision de l’affichage aurait montré que les décimales suivantes ne sont pas des zéros.


Pour conforter cette conjecture, on peut appliquer la rotation de centre C1 à m pour obtenir un point que nous nommerons M’ et voir si M et M’ se superposent dans toutes les positions que l’on pourra obtenir en tirant sur m. On peut constater sur les deux écrans qui suivent que la réponse est non pour la superposition mais la conjecture ne peut être invalidée toujours pour les mêmes raisons concernant le positionnement de C1.
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Tentative de validation en construisant l’éventuel centre C :

	Si T était une rotation centrée en un point C, ce point serait obtenu à partir d’une position particulière de m par la construction de droite
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Et surtout, le point C ainsi construit devrait être indépendant de la position de m. 

	Pour valider cette indépendance, on peut activer la trace du cercle de diamètre [mM] et tirer aléatoirement sur m. On peut constater que tous les cercles semblent bien avoir un point fixe C en commun qui se trouve être le premier point C construit.
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	On peut aussi vérifier expérimentalement que ce point serait aussi le point commun à toutes les médiatrices de [mM].
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Voici une procédure qui permet de construire exactement l’intersection de deux de ces médiatrices particulières.

	On trace une droite U1U2 qui se superpose à une première médiatrice (en créant les points U1 et U2  sur cette médiatrice). On redéfinit U1 et U2 comme points libres mais sans les bouger. Il est plus prudent de punaiser ces points dans la foulée en cliquant sur les noms pour éviter des changements de positions des points intempestifs). On déplace m et on recommence pour une seconde position de la médiatrice V1V2.
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	Il ne reste plus qu’à effacer la médiatrice de [mM], de construire l’intersection qu’on nomme C. 
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Pour valider que T est une rotation centrée en C ainsi construit, voici les expérimentations proposées. 

	Après avoir caché les droites (U1U2) et (V1V2), on fait afficher les distances Cm et CM ainsi que mesure en degrés de l’angle mCM.
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Deux conclusions se dégagent de l’observation des données même quand on tire sur m. On constate l’égalité des distances affichées et surtout l’angle ne vaut pas 90°, il est affiché à 89° en permanence. La confirmation de ces observations se font avec la précision du logiciel en augmentant la précision à l’affichage (sélectionner le nombre et taper sur plus autant de fois que nécessaire).
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Cette dernière expérimentation où les observations précédentes sont confirmées pour de très nombreuse positions de m, nous conduit à une nouvelle conjecture :

T est la rotation de centre C construit comme il a été indiqué plus haut et d’angle 89°.

La certitude absolue n’existe pas dans la mesure où nous n’avons pas fait la vérification de ces conditions nécessaires et suffisantes sur tous les points accessibles directement ou indirectement de la page Cabri.

A partir de maintenant nous acceptons la conclusion que cette transformation T est bien la rotation donnée précédemment. Cette conclusion restera vraie tant qu’une autre expérience ne viendra pas la réfuter.

Tentons donc une expérience de confirmation qui pourrait très bien devenir une expérience réfutation. Editons le nombre 89 et transformons le point m par la rotation de centre C et d’angle ce dernier nombre créé de 89°. Nous obtenons le point M’ qui semble toujours être superposé à M. La vérification supérieure du niveau Cabri se fait en affichant la distance MM’ avec la plus grande précision possible. On obtient la validation de notre dernière conclusion.
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A ce stade on peut considéré la recherche comme achevée car elle a abouti  à reconnaître une transformation dont on a validé la nature par des expériences vérifiant ses propriétés caractéristiques. Rien ne peut nous assurer que la réponse est définitivement la bonne.

3. LES NIVEAUX DE PREUVES RENCONTRÉS 

Dans ce genre de problème ce qu’on appelle preuve n’est pas la démonstration hypo-déductive formelle mais plutôt une expérimentation de validation de conjectures implicites ou explicites. En général les validations consistent en la vérification expérimentale de conditions nécessaires impliquées par la conjecture avancée.

3.1. Le niveau perceptif 

Ce niveau est celui de l’expérimentateur qui constate visuellement une condition nécessaire : égalité de distances, perpendicularité ou autre. C’est celui que Parzysz appelle dans le domaine papier crayon niveau G1. Notons que la perception de propriétés analogues sur une page Cabri est différente car la perception est améliorée par bien des facteurs spécifiques à l’environnement : j’appelle ce niveau G1 Informatique.

3.2. Le niveau déductif

Ce niveau est celui de l’expérimentateur qui prouve de manière hypothéto-déductive sa conjecture (démonstration formelle classique). C’est celui que Parzysz appelle le  niveau G2. Là encore une différence essentielle apparaît dans l’environnement informatique quand par exemple on utilise les outils de tests de Cabri pour vérifier une perpendicularité, une appartenance, quand Cabri reconnaît une conique d’un type particulier, quand Cabri donne une équation de lieu caractéristique d’objets connus. Cabri s’appuie sur des vérifications analytiques reposant sur une programmation mathématique. Les affirmations que Cabri avance ou nous fait avancer sont déduites des hypothèses réelles du problèmes qui sont les constructions données. Le niveau de preuve est moins élevé que dans la preuve hypothéto-déductive mais néanmoins très élevé : c’est ce que les spécialistes appellent une Cabri-preuve. Elle se situe à un niveau que je qualifie de G2 Informatique.

3.2. Boîtes noires et preuves

Les boîtes noires encouragent grandement une approche expérimentale où l’activité de l’élève ne peut être résumée à une narration de recherche. Le Professeur doit savoir reconnaître le type d’expérimentation faite, expérimentation générative essentiellement dans la phase inductive de la recherche, expérimentation validative essentiellement dans les phases de vérifications qui sont des phases beaucoup plus déductives. Les vérifications sont des preuves qui sont de deux types, preuves expérimentales dans  G1 Informatique pour des vérifications perceptives ou dans G2 Informatique pour ce que nous avons appelé des Cabri-preuves. Il est important de prendre conscience de ces niveaux pour deux raisons :

Le Professeur saura choisir l’activité mathématique en fonction du but qu’il lui assigne (découvrir ou prouver).

Le Professeur saura quoi évaluer et donc mieux préciser les objectifs attendus de l’élève dans les exercices qui nécessitent des investigations.
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