Atelier Di-21 : Dominique Souder

 
« Constructions d’objets mathémagiques originaux ». 


Sur les thèmes : repérage analogique, invariants numériques, systèmes non décimaux de pesées ou de numération, congruences… Niveaux : du primaire au lycée.


On cherchera quelles mathématiques se cachent derrière certains tours de magie présentés avec des cubes numériques, des cartes spéciales que l’on reproduira, ou des cartes ordinaires organisées en chapelet (jeu entièrement préparé).

Par analogie on inventera et on construira d’autres tours et leurs objets nécessaires, sur les mêmes thèmes.

Matériel : feuilles de carton, ciseaux, adhésif, un jeu de 52 cartes, un jeu de 32 cartes.

On pourra avoir préparé 5 patrons de cubes identiques.





*
*
*

Les 5 cubes magiques 

Le magicien prête une calculatrice à un spectateur pour qu’il obtienne le total de l’addition de cinq nombres de trois chiffres. Le magicien, qui calculera, lui, de tête, défie le spectateur de donner la réponse avant lui.

Le magicien demande au spectateur de bien vouloir lancer en même temps les cinq cubes, qui fourniront les cinq nombres à additionner. Le magicien donne alors instantanément le total et gagne toujours… (On peut recommencer le jeu avec divers lancers qui ne donnent pas le même total)

Sachant que le magicien n’est pas un calculateur prodige, comment fait-il ?
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Aides éventuelles à la compréhension du truc du magicien :

1) Quel est le chiffre des dizaines sur chaque cube ?

2) Quelle est la somme des cinq chiffres des dizaines des cinq cubes ? Quel est le chiffre des unités de cette somme ?

3) Comparer la somme des chiffres des unités des nombres sortis sur les cinq cubes et le  nombre formé des deux chiffres de droite du total des cinq nombres.

4) Calculer la somme du chiffre des unités et du chiffre des centaines de tous les nombres inscrits sur les faces de cube

5) Comparer la somme des chiffres des unités des cinq nombres obtenus avec la somme des cinq chiffres des centaines et de la retenue due à la somme des chiffres des dizaines.

Exercice : votre petit frère sait compter jusqu’à 400 mais commence à peine à additionner  des nombres de  deux chiffres. Pouvez-vous simplifier et  adapter ce tour avec seulement quatre dés comportant des nombres de deux chiffres, pour lui permettre de briller devant son grand-père ?

Le mystère de la grande pyramide…

« Racine » d’un nombre…

Il ne s’agit pas de la racine carrée, mais du nombre qu’on obtient en additionnant tous les chiffres de l’écriture, et en répétant éventuellement cette opération plusieurs fois jusqu’à obtenir un nombre de 1 à 9. Exemple à partir de 583, on calcule 5+8+3 =16, puis 1+6 = 7, et on dit que 7 est la « racine » du nombre 583.
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Imaginez maintenant une pyramide construite à partir de sa base ainsi : chaque nombre est la somme des deux nombres de la ligne du dessous sur lequel il s’appuie : c = a+b
Le magicien  vous propose un jeu  : 

· choisissez  6 nombres de base (de 1 à  9) et construisez une pyramide de cinq étages selon cette règle d’addition des 2 termes du dessous pour former celui juste au-dessus.

· au lieu d’écrire les sommes d’étage en étage, écrivez plutôt la « racine » entre 1 et 9 de la somme des nombres du dessous (ceci « pour ne pas avoir à écrire de trop grands nombres dans la pyramide »).

Exemple : 
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Ce jeu peut être présenté comme un tour de magie montrant l’habileté et la rapidité en calcul mental du magicien…

Le magicien va trouver plus vite que vous le nombre qui sera au sommet !

Il l’écrira même instantanément après que le dernier des 6 nombres que vous aurez choisis sera inscrit à la base de la pyramide ci-dessous…

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Comment le magicien fait-il ? Saurez-vous résoudre cette énigme ?

De plus en plus fort : poursuivez vos investigations en pensant au triangle de Pascal, calculez les coefficients pour des lignes de plus de 6 nombres jusqu’à en trouver une particulièrement intéressante…

Le secret des 10 piliers de la grande pyramide 

Déroulement

· après le tour des 6 piliers voici celui des 10 piliers !

· votre ami place dix nombres à la base

· vous annoncez le nombre qui sera au sommet S

· vous faites calculer par addition toutes les cases vides, en simplifiant les nombres en leurs racines numériques

· vous faites vérifier à votre ami que vous aviez bien calculé de tête quel nombre serait au sommet S
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Comment le magicien fait-il ? Saurez-vous résoudre cette énigme ?

Encore un prolongement :

Tout shuss depuis le haut de la grande pyramide

A l’inverse de ce qui précède, il s’agit pour le magicien de trouver tous les nombres de la base donnant un nombre au sommet choisi et donné cette fois-ci par le spectateur. Comment fait le magicien ?
Tours basés sur les systèmes de numération : 

en base deux ou en base trois (voir pour un développement les compte-rendus des ateliers des congrès précédents, dans les bulletins verts numéros 459,467,471)

Les 6 cartes binaires… 
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Le spectateur choisit un nombre de 1 à 63.

Le magicien lui propose successivement les six cartons, dans l’ordre de présentation correspondant au nombre écrit en haut à gauche 1, 2, 4, 8, 16, ou 32 avec la même question : « le spectateur voit-il son nombre écrit oui ou non sur chaque carton ? »

Le magicien retrouve le nombre en comptant pour chaque réponse oui respectivement les valeurs 1, 2, 4, 8, 16, ou 32 et en les additionnant (et en comptant zéro quand la réponse est non).

Les cartons peuvent être fabriqués avec les élèves en travail d’initiation à la numération de base deux : le carton 1 rassemblant les nombres s’écrivant avec un 1 à droite dans l’écriture des nombres en base deux, le carton 2 rassemblant les nombres s’écrivant avec un 1 en deuxième colonne à partir de la droite dans l’écriture des nombres en base deux, etc.

Bleu-blanc-rouge…
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Le spectateur choisit un nombre de 1 à 80.

Le magicien lui propose successivement les quatre cartons, dans l’ordre de présentation correspondant au nombre écrit en haut à gauche 1, 3, 9, 27 avec la même question : « le spectateur a t-il son nombre écrit en bleu, en blanc (donc invisible sur fond blanc) ou en rouge sur chaque carton ? »

Le magicien retrouve le nombre en comptant pour chaque réponse  respectivement les valeurs :

 1 si bleu, 2 si rouge au premier carton (repéré par 1 en haut à gauche)

3 si bleu, 6 si rouge au deuxième carton (repéré par 3 en haut à gauche)

9 si bleu, 18 si rouge au troisième carton (repéré par 9 en haut à gauche)

27 si bleu , 54 si rouge au quatrième carton

et en les additionnant (et en comptant zéro pour toute réponse « blanc »).

Les cartons peuvent être fabriqués avec les élèves en travail d’initiation à la base trois : 

- le carton 1 rassemblant en bleu les nombres s’écrivant avec un 1 à droite dans l’écriture des nombres en base trois, et en rouge les nombres s’écrivant avec un 2 à droite (ceux qui s’écrivent avec un zéro à droite ne figurent pas sur ce carton)

- le carton 2 rassemblant en bleu les nombres s’écrivant avec un 1 en deuxième colonne à partir de la droite dans l’écriture des nombres en base trois, et en rouge ceux s’écrivant avec un 2 dans cette colonne, 

- etc.

Un problème de type « pesées » d’après un article d’Alain Zalmanski dans Tangente…

Arabe ou romain ?

Au lieu de peser en utilisant des masses déclinant le système décimal (1g, 10g, 100g, etc.) utilisons des masses correspondant aux premières puissances du nombre  trois : 

une masse de 1g, une de 3g, une de 9g, une de 27g. 

Peut-on peser à l’aide d’une balance à plateaux tout objet ayant une masse entière entre 1g et 40g (maximum égal au total des quatre masses mentionnées : 1+3+9+27 = 40) ?

La réponse est oui …

En ajoutant certaines des masses, on observe qu’on peut peser facilement 4g (=1+3), 10 (=1+9), 12 (=3+9), 13 (=1+3+9) et d’autres valeurs.

En pensant à utiliser la possibilité de mettre des masses dans les deux plateaux, on peut aussi peser par différence :

· ainsi 2g ( = 3 ( 1) s’obtient en mettant l’objet avec la masse de 1g dans un plateau qui s’ équilibre en mettant la masse de 3g dans l’autre plateau

· de même 5g ( = 9 ( 1 ( 3) s’obtient en mettant l’objet avec les masses de 1g et 3g dans un plateau, qui s’équilibre avec la masse de 9g dans l’autre plateau

· etc.

Le tableau ci-dessous donne la façon de procéder pour peser chaque masse de 1 à 40 g,

 - le symbole 0 indique qu’on ne prend pas la masse,

 - le symbole 1 indique qu’on pose la masse dans le plateau opposé à l’objet à peser

 - le symbole ( 1 indique qu’on met la masse dans le même plateau que l’objet à peser.

	Masse 

à peser
	Masse

 de 27g
	Masse 

de 9g
	Masse

 de 3g
	Masse

 de 1g

	21
	1
	( 1
	1
	0

	22
	1
	( 1
	1
	1

	23
	1
	0
	( 1
	( 1

	24
	1
	0
	( 1
	0

	25
	1
	0
	( 1
	1

	26
	1
	0
	0
	( 1

	27
	1
	0
	0
	0

	28
	1
	0
	0
	1

	29
	1
	0
	1
	( 1

	30
	1
	0
	1
	0

	31
	1
	0
	1
	1

	32
	1
	1
	( 1
	( 1

	33
	1
	1
	( 1
	0

	34
	1
	1
	( 1
	1

	35
	1
	1
	0
	( 1

	36
	1
	1
	0
	0

	37
	1
	1
	0
	1

	38
	1
	1
	1
	( 1

	39
	1
	1
	1
	0

	40
	1
	1
	1
	1


	Masse 

à peser
	Masse

 de 27g
	Masse 

de 9g
	Masse

 de 3g
	Masse

 de 1g

	1
	0
	0
	0
	1

	2
	0
	0
	1
	( 1

	3
	0
	0
	1
	0

	4
	0
	0
	1
	1

	5
	0
	1
	( 1
	( 1

	6
	0
	1
	( 1
	0

	7
	0
	1
	( 1
	1

	8
	0
	1
	0
	( 1

	9
	0
	1
	0
	0

	10
	0
	1
	0
	1

	11
	0
	1
	1
	( 1

	12
	0
	1
	1
	0

	13
	0
	1
	1
	1

	14
	1
	( 1
	( 1
	( 1

	15
	1
	( 1
	( 1
	0

	16
	1
	( 1
	( 1
	1

	17
	1
	( 1
	0
	( 1

	18
	1
	( 1
	0
	0

	19
	1
	( 1
	0
	1

	20
	1
	( 1
	1
	( 1


Nous allons utiliser maintenant  ce tableau pour constituer quatre cartes :

· la première carte contiendra les nombres correspondant aux masses à peser qui nécessitent la présence de la masse de 1g , donc repérables dans la colonne de droite  par un 1 ou ( 1. Quand il s’agit d’un 1 le nombre sera écrit en noir et en chiffres arabes sur la carte, quand il s’agit d’un ( 1, le nombre sera écrit en rouge et en chiffres romains sur la carte.

· La deuxième carte contiendra les nombres correspondant aux masses à peser qui nécessitent la présence de la masse de 3g , donc repérables dans la colonne « 3g »  par un 1 ou ( 1. Quand il s’agit d’un 1 le nombre sera écrit en noir et en chiffres arabes sur la carte, quand il s’agit d’un ( 1, le nombre sera écrit en rouge et en chiffres romains sur la carte.

· La troisième carte contiendra les nombres correspondant aux masses à peser qui nécessitent la présence de la masse de 9g , donc repérables dans la colonne « 9g »  par un 1 ou ( 1. Quand il s’agit d’un 1 le nombre sera écrit en noir et en chiffres arabes sur la carte, quand il s’agit d’un ( 1, le nombre sera écrit en rouge et en chiffres romains sur la carte.

· La quatrième et dernière carte contiendra les nombres correspondant aux masses à peser qui nécessitent la présence de la masse de 27g , donc repérables dans la colonne de gauche (« 27g ») par un 1 ou ( 1. Quand il s’agit d’un 1 le nombre sera écrit en noir et en chiffres arabes sur la carte, quand il s’agit d’un ( 1, le nombre sera écrit en rouge et en chiffres romains sur la carte.

Voici ce qu’on obtient :

Carte « 1g » :
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Carte « 3g » :
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Carte « 27g » :
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Voici maintenant un tour de magie utilisant les quatre cartes que nous venons de fabriquer. Le magicien s’adresse à un spectateur de son public…

- Choisissez un nombre entre 1 et 40…

- Tendez moi successivement chacune des 4 cartes, en me disant :

· « arabe » si votre nombre est écrit en chiffres arabes sur la carte

·  ou « romain » s’il est écrit en chiffres romains

· ou enfin « absent » si le nombre ne figure pas sur la carte.

- Je vais retrouver votre nombre…

 Comment le magicien fait-il ?

Chacune des quatre cartes pèse  soit 1g, soit 3g, soit 9g, soit 27g.

- Si le spectateur  dit « arabe », ce qui correspond au symbole 1, le magicien ajoute la masse attribuée à la carte.

- Si le spectateur dit « romain », ce qui correspond au symbole ( 1, le magicien enlève la masse attribuée à la carte.

- Si le spectateur dit « absent », ce qui correspond au symbole 0, le magicien ne compte rien pour cette carte.

Exemple 1 :


Si le spectateur dit : « arabe, arabe, romain, arabe », le magicien calcule :

1 + 3 ( 9 + 27 = 22. Le nombre choisi sera 22.

Exemple 2 :

Si le spectateur dit : « romain, absent, romain, arabe », le magicien calcule :

( 1 + 0 ( 9 + 27 = 17. Le nombre choisi sera 17.


Quand le spectateur indique les quatre mots il donne la décomposition de son nombre choisi à l’aide des valeurs 1, 3, 9, et 27 auxquelles sont attribuées les coefficients 1, - 1 ou 0. Veillez bien à ce que le spectateur présente les cartes dans l’ordre 1g, 3g, 9g, 27g.

Repérage analogique…



Le spectateur est invité à penser à une carte d’un jeu de 52. 

Le magicien prend une pile de 7 cartons qu’il a préparés, les tient verticalement faces cachées pour lui, puis, sans regarder ses cartons sur lesquels sont représentés des cartes, il demande au spectateur  s’il voit une carte de même valeur que celle qu’il a choisie.

 Le spectateur doit répondre oui ou non à chaque proposition du magicien.

Première tentative : AC, 7T, 5P, VK, 9K, 3K.

Deuxième tentative : VC, 10T, 2P, 6P, 7K, 3T.

Troisième tentative : 6T, 4T, 7C, 5K, 6K, DK.

Quatrième tentative : 9C, 8P, 10P, VT, 10K, DP.

Après ces quatre tentatives, le magicien augmente le choix et change de question :

- voyez-vous une carte de même famille que la vôtre sur les cartons suivants ?

Cinquième tentative : 6C, 2C, 8K, 5T, 5C, AK, RK.

Sixième tentative : 9T, 2K, 8T, VP, RP, AT, 4P.

Septième tentative : DT, 9P, DC, RT, 3C, 2T, 3P.


Le magicien qui a seulement entendu les sept réponses  « oui » ou « non » peut alors dire le nom de la carte choisie. Comment ça marche, et pourquoi ça marche ?

Selon les tentatives les cartons seront appelés K1, K2, K3, K4, K5, K6, K7.

K1 
Voyez-vous une carte de même valeur que la vôtre ?
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K2
 Voyez-vous une carte de même valeur que la vôtre ?
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K3 
Voyez-vous une carte de même valeur que la vôtre ?
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K4 
Voyez-vous une carte de même valeur que la vôtre ?
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K5 
Voyez-vous une carte de même famille que la vôtre ?
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K6 
 Voyez-vous une carte de même famille que la vôtre ?
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K7 
Voyez-vous une carte de même famille que la vôtre ?
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La tactique du magicien…

Intéressons-nous aux quatre premières propositions seulement d’abord.

Un « oui » pour la première proposition K1 est comptabilisé pour 1, un « oui » pour la deuxième K2  est compté 2, un « oui » pour la troisième K3 vaut 4 et un « oui » pour la K4 vaut  8. Un non est comptabilisé 0. On totalise les valeurs des quatre premières indications du spectateur. 

Cela vous rappelle la numération en base deux ?

Observons : il n’y a qu’un as, il est  dans la ligne de valeur 1, qu’un deux il est dans la ligne de valeur 2, qu’un quatre, il est dans la ligne de valeur 4, qu’un huit, il est dans la ligne de valeur 8. La seule valeur de carte présente dans les lignes de valeurs 1 et 2 est un 3 (=1+2).

Et ainsi de suite, par exemple si une carte  est comptée 0+2+4+0 c’est un six, et si une carte est comptée 1+2+0+8, c’est un valet (11 = valet, 12 = dame). Si une carte est comptée quatre fois 0 c’est un roi : c’est la seule carte qui ne figure dans aucune des quatre premières propositions.

Maintenant que les quatre premières réponses du spectateur nous ont permis de trouver la valeur de la carte, il faut trouver sa famille. Intéressons-nous aux trois dernières propositions… Dans la cinquième il n’y a pas de pique, dans la sixième il n’y a pas de coeur, dans la septième il manque les carreaux. Le « non » dans une des trois dernières propositions indique la couleur de la carte choisie : c’est celle de la famille qui manque dans cette série.

(Retenir pour les dernières propositions l’ordre P, C, K, T qui vous rappelle le bridge)

Exemple : pour le six de pique le spectateur répondra « non » à la cinquième proposition et le magicien pourra terminer de suite le tour. Pour le six de trèfle il faudra attendre la septième proposition : s’il y a eu trois « oui » aux cinquième, sixième et septième propositions, c’est que la carte est un trèfle.

Pourriez-vous adapter ce tour à la découverte d’une carte d’un jeu de 32 ? Et réduire pour la découverte de la famille  le nombre de cartons nécessaires (passer de 3 à 2) ?

Congruences : un chapelet...

Le jeu transparent. 

Le jeu est préparé en plaçant faces cachées, du haut en bas du paquet, les cartes ainsi :

4T, 3C, 2P, 1K, 5T, 4C, 3P, 2K, etc. : 

· les couleurs se succèdent dans l’ordre T, C, P, K, donc une même famille revient toutes les 4 cartes

· et dans la même couleur la valeur des cartes augmente progressivement de 1 en 1.

Comment trouver la couleur d’une carte connaissant sa position dans le jeu ?

· les carreaux sont en position 4, 8, 12, … donc aux rangs divisibles par 4 (donc pour nos amis mathématiciens, de forme 4k)

· les cœurs sont en position 2, 6, 10, … donc aux rangs pairs non divisibles par 4 (donc de forme 4k+2)

· les trèfles sont en position 1, 5, 9, …sont aux rangs dont la division par 4 donne comme reste 1 (donc de forme 4k+1)

· les piques sont en position 3, 7, 11, … donc aux rangs dont la division par 4 donne 3 pour reste (donc de forme 4k+3).

Exemples :

- quelle est la couleur de la 23ème carte ? 23 = 4x5+3 le reste 3 indique un pique.

- quelle est la couleur de la 32ème carte ? 32 = 4x8 est multiple de 4, donc c’est un carreau.

Comment trouver la valeur ?

· pour les carreaux : la 4ème carte donne le 1, la 8ème le 2, etc. Il suffit de diviser le rang par 4 pour avoir la valeur.

· pour les cœurs : la 2ème carte est un 3, la 6ème est un 4, etc. En ajoutant 10 à la position et en divisant par 4 on retrouve la valeur : pour la deuxième 2+10 = 12 ; 12 : 4 = 3 

      c’est un 3 ; pour la sixième 6+10 = 16 ; 16 : 4 = 4 c’est un 4. Pourquoi cette addition   

      de 10 ? Parce que les valeurs des coeurs soit (4k+2) à partir de k=0, donnent que  

      (4k+2)+10 = 4k +12 se divise par 4 et que les quotients (k+3) à partir de 3 (pour k=0)  

      correspondent bien aux valeurs des cartes.

· pour les trèfles : la première est un 4, la deuxième est un 5, etc. En ajoutant 15 à la position puis en divisant par 4 on trouve la valeur : pour la première 1+15=16 ; 16:4=4 pour la cinquième 5+15 = 20 ; 20 :4 = 5 c’est un 5. Pourquoi cette addition de 15 ? Parce que les valeurs des trèfles soit (4k+1) à partir de k=0, donnent que (4k+1)+15 = 4k +16 se divise par 4 et que les quotients (k+4) à partir de 4 (pour k=0) correspondent bien aux valeurs des cartes.

· pour les piques : la troisième est un 2, la septième est un 3, etc. Il suffira d’ajouter 5 à la position puis de diviser par 4. Pour la troisième 3+5 = 8 ; 8 : 4 = 2 c’est un 2. Pour la septième 7+5 = 12 et 12 : 4 = 3 c’est un 3. Pourquoi cette addition de 5 ? Parce que les valeurs des piques soit (4k+3) à partir de k=0, donnent que (4k+3)+5 = 4k +8 se divise par 4 et que les quotients (k+2) à partir de 2 (pour k=0) correspond bien aux valeurs des cartes.

Remarque : si vous avez peur de vous mélanger avec les additions de 5, 10, ou 15 sachez qu’une seule de ces valeurs permet d’obtenir un quotient entier, donc vous ne pouvez pas vous tromper.

Voici un exemple de présentation en tour de magie : attention cette fois le jeu ne doit pas être coupé au début, l’ordre des cartes donné plus haut est impératif.

Le magicien déclare qu’il est doué d’une mémoire étonnante : il parcourt rapidement des yeux le jeu, le donne à un spectateur. Celui-ci est invité à lui proposer un rang de carte à partir du dessus du paquet. Le magicien donne le nom de la carte.

Quelle est la 22è carte ? 22 = 4x5 + 2. Le reste est 2 dans la division par 4 donc c‘est un cœur. 22 + 10 = 32 ; 32 : 4 = 8 c’est le 8 de cœur.

Quelle est la 41è carte ? 41 = 4x10 + 1. Le reste est 1 dans la division par 4 donc c‘est un trèfle. 41 + 15 = 56 ; 56 : 4 = 14. On dépasse la valeur 13, il faut enlever 13 ; 14 - 13 = 1 c’est l’as de trèfle.

Le spectateur est invité maintenant à demander au magicien où se trouve telle carte.

Où se trouve le 8 de pique ? 8x4 = 32, 32 - 5 = 27 c’est la 27è.

Où se trouve le roi de trèfle ? 13x4 = 52 ; 52 - 15 = 37 c’est la 37è.

Où se trouve le valet de cœur ? 11x4 = 44 ; 44 - 10 = 34 c’est la 34è.

Vous avez remarqué qu’il faut cette fois-ci prendre à l’envers les opérations citées auparavant, soit dans l’ordre multiplier par 4, puis soustraire 5 ou 10 ou 15. Mais cette fois il vous faudra vous rappeler correctement que le 15 va pour les trèfles, le 10 pour les cœurs et le 5 pour les piques.

Ce tour vous donnera un peu ( !) de travail pour le maîtriser, mais avouez que c’est du repérage ! La position des cartes dans le jeu complet est si claire que le jeu en devient transparent.

Adaptez ce tour à un jeu de 32 cartes : « construisez »  un chapelet de 32 cartes.

