Mathématiques/Sciences Physiques
Séance N°4 - Les oscillateurs

Partie 1 - Ressort dans un plan horizontal

On s'intéresse au mouvement d’' un solide de masse m, attaché a un ressort, dans le plan horizontal.
Le mouvement se fait sans frottements.

. > x
0 xft)

A l'instant t = 0, on écarte le solide de saposition initiale (d’ abscisse x, =0) pour le placer en x, et onlelache
sansvitesseinitiale.

1 Définir le référentidl, le systeme puis faire le bilan des forces.

2. Faire un schémade la situation.

3. Citer puis appliquer ladeuxieme loi de Newton.

4. En remplacant |es différentes forces par leur expression, trouver une équation reliant x(t) et x”(t) en

fonction de t. On obtient une équation différentielle du 2™ ordre sans second membre.
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5. Complément de cours

Une éguation dans laquelle I'inconnue est une fonction sappelle une équation différentielle.
On note souvent y lafonction inconnue, y et y” ses dérivées premiére et seconde.

y=y
y(0)=1

o ) _ B vxe R: f'(x)= f(x)
C'est-a-dire que |’on arecherché les fonctions f, dérivables sur R telles que: ¢

Par exemple, en cours nous avons résolu sans le dire I’ équation différentielle {

Il s agit d’ une équation différentielle du 1% ordre car dans I’ équation seule la dérivée premiére apparait.

On atrouvé que ce probléme posséde une unique solution : lafonction f telleque : WYxe R: f (X)= .....

Pour résoudre | e probléme physique posé ci-dessus par |e ressort dans le plan horizontal, on doit
résoudre une équation différentielle du second ordre (c'est-a-dire que |a dérivée seconde apparait dans
I’ équation).

Intéressons-nous a |’ équation différentielle: y”"+w’y =0 ol ® estunréel nonnul (E,).

a. Trouver tout d' abord parmi les fonctions de référence une fonction f telle que :

vte R: f7(t)+ f (t)=0.

b. Par composition de cette fonction avec une fonction affine bien choisie, trouver une solution de
" équation différentielle (E,).

C. Soit A unréel. On gjoute a (E, ) lacondition f (0)=A.
Modifier lafonction trouvée en b. pour quef vérifie alafois (E,) et cette condition.

Q Vérification professeur

Pour tenir compte du fait qu’il existe aussi des conditions initiales sur la dérivée premiere, on admet
gu'il existetroisréelsA, wet ¢ telsque:

VEER (1) = oo

6. x(t) peut donc s écrire sous cette forme.
A partir du résultat de la question 5, déterminer lavaleur de @ en fonction de k et m.
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7. Pour déterminer A et ¢, on utilise les conditions initiales.
QUEVAIENT X BE VAT T 0 72 ittt ettt e e s e s r e e sae e s be e saeesbeesaeesabeesaeesnseeaseesnteesseesnseesseesnnaens

En déduire A et ¢.

Q Vérification professeur

Partie 2 - Un probléme analogue : le pendule pesant simple

Un autre oscillateur mécanique qui fonctionne selon le méme modél e est |e pendul e pesant simple.
Par analogie, on peut déterminer I’ équation du mouvement de I’ oscillateur, puis la solution.

8. Reprendre les questions 1 et 2 pour |e pendul e pesant.

0. On peut faire I’ analogie en considérant trois parameétres caractéristiques de I’ éguation :
Masse sur un ressort Pendule pesant

Parametre de liberté selon lequel le déplacement alieu X 0

Parametre influencant le mouvement m I

Parametre de force k g

En déduire |’ éguation différentielle dans le cas du pendul e pesant.
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10. Déerminer laforme de lasolution dans le cas du pendul e pesant. Rechercher les valeurs des constantes
en utilisant I’ analyse réalisée pour le ressort.

En déduire |’ expression de la vitesse angulaire % =0,

Q4 Vérification professeur

11. Expérience:_ Enregistrer le mouvement d’ un pendule pesant sur 20 périodes al’ aide d’ une caméra avec les
masses fournies, avec un angle initial inférieur & 20°, et en déterminant précisément lalongueur du fil.

. o s . de
Lavitesse du pendule est liée directement alavitesse angulaireselon: v =(—.

dt
En utilisant lelogiciel LatisPro, vérifier I’ expression de 6 proposée dans la question 10.

Q Vérification professeur

Partie 3 - Lorsqu’on tient compte des frottements...

On considére maintenant que les frottements ne sont plus négligeabl es.
Lavitesse restant faible, on considére que les frottements sont proportionnels alavitesse.

12.  Etablir I’ équation du mouvement selon x de I’ oscillateur dans le cas du ressort.

13. Soit aet B deux réelsnon nuls.
On s'intéresse al’ équation différentielle de 2™ ordre sans second membre: y”+oy +By=0 (E,).
Soit r un nombre réel non nul. On pose f (t) =€™.

a. Vérifier quef est solution de (E,) si r’+or +8=0.
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b. En déduire une condition sur o et pour quel’équation (E,) admette deux solutions de la
formeti— €'

Méme question pour une solution unique de laforme t — €.

Obtenir I’ ensemble des solutions de |’ équation (E,) est complexe.
Nous admettrons donc les résultats suivants:

Complément de cours

On appelle polyndme caractéristique de (E,) le polyndmededegré2: r*+or + .

(1] Si ce polynéme possede deux racines r, et r,, alorslasolution généralede (E,) est:
t— Ce' +C,e?" ol C, et C, sont deux constantes dépendant des conditions initiales.

(2] Si ce polynéme possede une racine double r, , aorslasolution générale de (E,) est:
t (Ct+C,)€e" ou C, et C, sont deux constantes dépendant des conditionsinitiales.

© Si ce polyndme possede deux racines complexes conjuguées r, =a+ib et r, = r_1 ,aorsla
solution générale de (E,) est:

t— €* (C, cos(bt)+C,sin(bt)) ol C, et C, sont deux constantes dépendant des
conditionsinitiales.

14.  Onslintéresseici au cas © lorsque C, =C,.
a. Lancer lelogiciel Geogebra.

- Définir deux curseursa et b.
- Choisir des unités trigonomeétriques sur |’ axe des abscisses
[Menu Option — Graphic View — sous I’ onglet x-axis séectionner /2].
- Tracer une allure de la courbe représentative de lafonction f définiesur R par :
f (t) =€ (cos(bt)+sin(ht))

On observe la courbe d' une fonction pseudo-périodique. La pseudo-période T correspond aladistance
en abscisse entre deux « sommets » consécutifs.

do pério eT

A
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Si a< 0 aorson peut conjecturer : tIim f(t)=

Compl éter le tableau suivant par lecture graphique :

b Pseudo-période T

Quelle formule peut-on conjecturer pour la pseudo-période T enfonctiondeb ? ...

b. Définir un curseur k prenant des valeurs entre 0 et 5 par pas de 0,01.
Tracer | alure des courbes représentatives des fonctions t — ke* et t — —ke™' .

Faire varier lavaleur de k et conjecturer la plus petite valeur de k pour laquelle —ke® < f (t) < ke™.

Vérifier que pour tout réel t : cos(bt)+sin(bt)= \/Ecos(bt —Zj .

En déduire la double inégalité trouvée ci-dessus.

Retrouver lalimite conjecturée en haut de cette page.

15.  Par anaogie, déterminer |’ équation de mouvement du pendule.
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16. Expérience : Proposer un protocole expérimental pour vérifier cette éguation puis le réaliser. Commenter.

Partie 4 : Etude énergétique (traitée en cours de physique classique)

Dans le cas de la partie 3, a I’aide de LatisPro, déterminer |’énergie cinétique et |I'énergie potentielle de
pesanteur du pendule a chague instant.

Tracer les courbes représentant les deux formes d’ énergies puis leur somme (énergie mécanique).
Commenter en 10 lignes vos observations.
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