Exercice 485-2

Soit ABC un triangle d’aire S. Démontrer la relation : ~ AB*+ AC*+ BC? > 45 \/(_3

Solution de Jean-Claude Carréga (Lyon)

. , . +v+
1) Lemme 1 : Si u, v, w sont des nombres réels positifson a : uvw g(%)?

Preuve : Le résultat est évident si I’un des 3 nombres est nul. En les supposant non nuls, I’inégalité a
démontrer est équivalente a celle obtenue en prenant le logarithme des 2 membres, soit :

+v+
In(u) + In(v) + In(w) < 3 In (%), qui s’ écrit aussi

B In(quVer) <_ In(u) In(v) In(w)

3 3 3 . Mais cette derniére inégalité résulte de la convexité de la

fonction f(x) = — In(x). En effet,onapourx >0 f”’(x)= Lz > 0.
X

2

p .

343

Preuve : On note a, b et c les longueurs des c6tés [BC], [CA] et [AB] du triangle. On applique le lemme 1

avecu=p-a,v=p-—b,w=p-—c,onobtient :
—a)+(p—b)+(p—c

(p-2) (p-b) (p-o) < (R=DT@DTB=)

2) Lemme 2 : Si ABC est un triangle d’aire S et de demi-périmétre p,ona S <

). Sachant que a+b + ¢ =2 p, cela s’écrit

3
4
p-a)(p-b)(p-¢)< (%)3. Dou p(p-a)(p-b)(p—c)< 2—3 et en prenant la racine carrée des 2
pz
membres, on obtient S < .
343

3) L’exercice : Avec les notations du lemme 2, on veut établir que 4S+/3 < a+b% +c?.

4p° _(2p)’ _(at+b+c)’
3 3

suffit d’établir que (a + b + ¢)? < 3 (a® + b + ¢?).

Cette inégalité est équivalente a celles qui suivent :

a?+b*+c?+2@b+bec+ca)< 3(a®+b’+c?)

2(@ab+bc+ca)<2(a®+b’+cd)

2(@b+bc+ca)<(a®+b?+(b?+c?) +(c® +a?)

0<(@®+b’—2ab)+(p*+c*—2bc)+(c°+a°—2ca)

0<(a—b)?+(b-c)*+(c-a)

Cette derniére inégalité étant évidente, on obtient bien le résultat demandé.

a3
4

I’inégalité 4S V3 < a?+b% + c? est une ¢galité. Réciproquement, I’égalité

45+/3 = @+ b? + c? entraine, d’aprés I’étude précédente, (a + b + ¢)? = 3 (@ + b® + ¢?), qui s’écrit aussi

0=(a—bh)?+(b—c)*+(c—a)’etquidonnea=h=c.

Ainsi on a égalité 4S+/3 = a2+ b? + c? si et seulement si le triangle ABC est équilatéral.

D’aprés le lemme 2 ona 4 S V3 <

. Donc, pour obtenir I’inégalit¢ demandée, il

4) Remarque : Lorsque le triangle ABC est équilatéral, ona S = ,d’ou4 S+/3 =3 a2 ainsi, dans ce cas,




Solution de Bernard Collignon (Coursan)

On se place dans un repére orthonormal (O; T; J);

on peut prendre sans perte de généralitt A (0;0),B(1;0).

On considere sans perte de généralité non plus le point C (X ; y) ou x ety sont des réels positifs ou nuls
quelconques.

N[

L’aire S du triangle ABC est donnée par: S = i x Base x Hauteur = i xABxy =

2 2 y:

D’autre part,ona: AB>=1 AC?> = xX*+Vy* et BC? = (x—1)?+y*=x> —2x +y* + 1.

L’inégalité 4 démontrer s’écrit alors : 2X° + 2y? —2x + 2 > 2 \/§ y

o X -x +y —\[By +1 >0
ly2 1 23
= (x-3)% =7+ (y-\3) -7 +120

& (x=3) + (y-\B) =2 0.
1
X=§

Cette inégalité est bien vérifiée pour tout x et tout y : 1’égalité est obtenue lorsque l@ :

Y=7

ce qui correspond au cas ou le triangle ABC est équilatéral.

Solution de Fréderic de Ligt (Montguyon)

On note de facon conventionnelle a = BC, b = AC et ¢ = AB. La formule de Héron donne
16S* =(a+b+c)(-a+b+c)(a—b+c)(a+b-c)
Par ailleurs, pour trois nombres positifs x, y et z, on a les inégalités de moyennes suivantes :

5 X+y+z _ [X2+y?+7?
3fxyz < 3 s,, 3

3
Onadonc: 165% < (a+b+c)£a+b+c) et en passant a la racine carrée :

3

2 2 2 2, 2
48§(a+b+c) _ 3[a+b+c) . gaithi+c
33 B3 3 B3 3

ou encore a*+b?+c?>4S./3 avec égalité quanda=b = c.




Solutions de Louis-Marie Bonneval (Poitiers)

Premiére solution
Appelons | le milieu de BC, H le pied de la hauteur issue de A.

2 2
AB2 + AC? +BC2 = 2Al2 + % +BC2=2AI2 + 3520 = %(4AI2+3BCZ)

= %[(2AI-J§BC)Z+4\/§AI.BC] > 243ALBC > 2+/3 AH.BC = 453.

Il'y a égalité quand les deux inégalités ci-dessus sont des égalités, c'est-a-dire 2Al=+/3 BC et H=I : le

a2«/§

triangle doit étre équilatéral. Dans ce cas I'égalité est bien vérifiée : a désignant le cote, S = 7 et chaque

membre vaut 3a2.

Deuxiéme solution
Appelons a, b, c les longueurs BC, CA, AB.

D'aprés la formule de Héron, S = Jp(p_a)(p_b)(p_c) oup= a+ 2 +C .

Autrement dit, 4S = /(a+b+c)(-a+b+c)(@a-b+c)(@a+b-c).

Pour comparer a?+b?+c? et 4S J3, comparons leurs carrés :

(a2+b?+c?)? - 48 S2 = (a2+b?+c?)?-3(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
= 4(a* + b* + ¢* — b2c2 — c2a2 — a2h?) = 2[(a2-b?2)2+(b2-c2)2+(c-a2)7] > 0.

Il'y a égalité quand a?=b2=c?, c'est-a-dire quand le triangle est équilatéral.

Solutions de Dominique Roux (Espaly)

Premiere solution
a® = b% 4 c? — 2bc cosA
b?2 = c? 4+ ca® —2cacosB ; = a?+ b? +c? =2 (bc cosA + ca cosB + ab cosC)
c? = a?+ b? —2ab cosC

1 1 1
et avec S=Eab sinC =Ebc sin4 =EcasinB ona:

a?+ b%? 4+ c? =4SX ou X = cotand + cotanB + cotanC

tana + tanf
Lemme : tan(a + f) = 1

— tana tanf

En effet,

, sin(a + B) _ sin(a) cos(B) + sin(B) cos(a)
cest cos(a + ) cos(a) cos(B) — sin(a)sin(B)

-tanB — tanf
1 — tanB tanC

et on divise haut et bas par cos(a) cos(f3).

Alors tanA =tan(t — B —-C) = —tan(B+ C) =

d'ou tanA tanB tanC = tand + tanB + tanC.



1
et par suite, puisque cotana = ana’ ona cotand cotanB + cotanB cotanC + cotan(C cotan4d = 1.

1\? 1\? 1\?
Formons E = (CotanA — —) + (cotanB - —) + (cotanC - —) ,
V3 V3 V3
2
c'est cotan?4 + cotan?4 + cotan?4 — NG (cotanA + cotanB + cotanC) + 1.
Or X? = cotan?4 + cotan?4 + cotan?4 + 2 (cotanA cotanB + cotanB cotanC + cotanC cotanA).
Final tE=X%2-2 2X+1 X? ZX 1 (X 1)2 4
inalement E =X? —2 — — =X?-—X-1= - —=.
7 7 % 73
C E>0etX>0 btient X — = > — it X>+3
ommeFE >0e , onobtient X——>—, soit X>V3;
V3 3

d'oll a?+ b2 +c? > 43S.

1
L'égalité a lieu lorsque chaque cotangente vaut — , soit quand chaque angle vaut 60° : ABC équilatéral.

V3

Deuxieme solution

1 V3 1
Avec S=§bc sind, a® = b?+ c? — 2bc cosA etT smA+EcosA=cos(A—6O°),
1
ona a?+b%+c%>4V/35 © b2+ c? 24\/5.—2bcsinA — b? —c? + 2bc cosA
2, .2 V3 1 2, .2
© b°+c* = 2bc 751nA+§cosA & b* 4+ c* = 2bc cos(A — 60°)
& b?+c?—2bc = 2bc [cos(A—60°) —1] & (b—c)?+ 2bc[1—cos(A—60°)]=0.

Vraicar 1 —cos(A—60°)>0.

L'égalité n'alieu que sib = c et A = 60°, donc ABC équilatéral.

Solution de Pierre Lapo6tre ( Calais)

Etant donné un triangle ABCet Hle pied de la hauteur issue de 4, on note BC = a,AH = h

et x I'abscisse de H'sur la droite (BC) munie d'un repére d’origine 5.

Le théoréme de Pythagore donne alors I'expression de AB? + AC? + BC? en fonction de x :
AB? + AC?*+ BC? =x*+ h?> + (x — a)* + h* + a*

On notera ¢ cette fonction de la variable x, définie sur R.

Ona @(x)=2((x*+ax+h?+a?).

2
a a
@ présente en 5 un minimum égal a - + 2h? .



3a?
Ainsi pour tout triangle ABC, avec les notations indiquées, AB? + AC? + BC? > — + 2h2.

2
2
3a? aVv3 3a?
or 22 1 21 — 2nV3 = (W—ﬁ@ soit 224 242 — 45V3 > 0;

. 3a? "
c'est a dire T+2h > 454/3.

Par transitivité de I'inégalité, on obtient la minoration souhaitée.

remarque : I'égalité est obtenue pour le triangle équilatéral.



