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Premier succes,

collection et aleéa...

Dans ce nouvel article sur les probabilités, Florent Mal-
rieu présente le « temps de premier succées » appliqué a
deux situations : la méthode du rejet et le collectionneur

de coupons.

Florent Malrieu

Introduction

Le temps de premier succes dans une répétition
d’expériences aléatoires de méme probabilité de
succes est une variable aléatoire qui apparait tres
naturellement dans de nombreuses applications,
méme si son étude mathématique est délicate au
niveau lycée car il prend un nombre infini de va-
leurs. Il fait néanmoins partie du programme de
I’option Maths complémentaires dans la rubrique
« temps d’attente » et des approches par la mani-
pulation ou la simulation sont possibles comme
nous le verrons dans la suite.

Temps de premier succes

On s’intéresse au temps de premier succes
lorsque 1'on répéte une méme expérience a l'issue
incertaine dont les seules issues sont un succes
ou un échec :

« obtenir « Face » en lancant une piéece,
¢ obtenir 6 en langant un dé a six faces,
e gagner au loto...

Le point commun de ces différentes situations est
qu’il n’y a a priori pas d’influence entre les ten-
tatives successives (rater une fois ne favorise ni
n’obere le succes ensuite) et la probabilité de suc-
ces reste constante a chaque tentative (il parait
naturel de supposer que ’on ne progresse pas au
« Pile » ou « Face »).

Pour étudier mathématiquement le temps de pre-
mier succes, il faut proposer un modele rendant
compte de la situation réelle décrite ci-dessus et
permettant de calculer des quantités d’intérét.

Soit p € ]0;1[ la probabilité de succés d’une
tentative ; on modélise le résultat de la tentative
n € N* par une variable aléatoire X, de loi de
Bernoulli qui vaut 1 (et correspond a un succes)
avec probabilité p et 0 (associé a un échec) avec
probabilité 1 — p. Reste a traduire mathématique-
ment ’absence de « lien » entre les différentes
tentatives. Lorsque le nombre de tentatives consi-
dérées est fini, disons égal a n, on impose que
les variables aléatoires X, X, ...,X,, soient in-
dépendantes (au sens mathématique) : pour x1,
X5, ..., Xp €{0,1},

P({X1=x1}n{Xy=x3}nN{X,=x,}) =
P(X1=x1)P(X5 =x5)P(X,, =Xx,).

(1)

La probabilité d’essuyer n échecs consécutifs vaut
alors (1 — p)™. Quel que soit le nombre de tenta-
tives fixé a priori, il ne sera donc pas suffisant
pour garantir un succes.

Il est possible (mais délicat sil’on veut entrer dans
tous les détails) d’établir qu’il existe un espace Q,
une mesure de probabilité P sur Q et une suite de
variables aléatoires (X ), EN* définies sur Q tels
que la relation (1) soit vraie pour tout n € N*. On
dit alors que les variables aléatoires (X,)

neN*
sont indépendantes.

Dans tout I’article, nous nous placerons dans ce
cadre sans préciser I’ensemble Q et la mesure de
référence P, mais en utilisant seulement le fait
que les variables (Xn)neN* sont indépendantes
et de lois de Bernoulli de parametre p.



Remarque 1

Les programmes du secondaire ont longtemps
éludé les temps de premier succes afin d’éviter
d’introduire cette suite de variables aléatoires in-
dépendantes. Cependant, ils abordent les lois uni-
formes sur un intervalle ou les lois exponentielles.
Or ces objets sont de complexité équivalente. Par
exemple, si U est une variable aléatoire de loi
uniforme sur [0; 1], on peut définir une suite de
variables aléatoires (X ), cn+ €0 posant X, = 1
si la n-ieme décimale de U est inférieure ou égale
a4 et X, =0 sinon. Les variables aléatoires ob-
tenues sont indépendantes au sens ol, pour tout
n € N*, les n premiéres variables aléatoires véri-
fient la condition (1) et de méme loi de Bernoulli

de parameétre 5

Dans la suite de cette partie, nous rappelons les
principales propriétés de la loi géométrique.

La loi géométrique

On se donne une suite de variables aléatoires
(Xn)ps1 indépendantes et de méme distribution
de Bernoulli de parameétre p € 10; 11 :

pourtoutn e N*, P(X,,=1)=1-P(X,=0) =p.

On dit que la tentative i est un succés si X; vaut 1
et un échec sinon. Le réel p représente la pro-
babilité de succes en une tentative. Le temps de
premier succes T est alors défini comme le plus
petit indice des termes de la suite valant 1.

Autrement dit, T =inf{n=>1 : X, =1}.

Dans le cas ou X, = 0 pour tout n € N*, on pose
T = +oo.

La variable aléatoire T est a valeurs dans N* et, pour
tout n € N*,

P(T>n)=0-p)" et P(T=n)=pl-p)"'

De plus, P(T = +») = 0.
On dit que T suit la loi géométrique de parametre p.

Premier succes, collection et aléa...

Démonstration : Pour tout n € N*, le temps de premier
succes T est strictement supérieur a n si et seulement si les
n premieres tentatives sont des échecs, c’est-a-dire si X; = 0
pour 1 < i < n. On obtient donc
P(T>n)=P{X; =0}n{X,=0}n-nN{X, =0}
=1-p"

par indépendance des variables aléatoires X 1, X,,..., X .

En remarquant que

P(T=n)=P(T>n-1)-P(T >n),

on obtient I’expression de P(T = n). Enfin, puisque pour tout
n € N*, P(T = +») < P(T > n) < (1 — p)", on obtient que
P(T = +) =0. |

Une question naturelle est de déterminer 1’espé-
rance (ou moyenne) de ce temps de premier suc-
ces. La difficulté vient du fait que T peut prendre
des valeurs arbitrairement grandes avec une
probabilité strictement positive : il est possible
(bien que peu probable) de faire mille « Pile »
consécutifs. Lespérance de T est définie ainsi :

E(T) =

n
kP(T = k) = lim Z kP(T = k).
k=1 k=1

Pour calculer E(T), il est plus simple d’utiliser
I’expression alternative

E(T)= Y P(T >k)
k=0
qui s’obtient en sommant la relation ci-dessous
pour k € N* :

kP(T =k)=k(P(T >k—-1)—-P(T > k))
=kP(T>k-1)-(k+1)P(T > k)

somme télescopique qui vaut P(T>0)

+ P(T > k).
Onadonc E(T) = Y (1-p)k= 1
k=0 p

Ce calcul donne le résultat suivant.

Si T suit la loi géométrique de parameétre p alors son

espérance vaut =5

En moyenne, il faut lancer deux fois une piece
pour obtenir le premier « Face » et six fois un
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dé pour obtenir le premier « 6 ». Mais il fau-
dra jouer environ quatorze millions de fois (soit
pendant environ 270 000 années a raison d’un ti-
cket par semaine) en moyenne pour gagner pour
la premiere fois le gros lot au loto.

On dit que la variable aléatoire N a valeurs dans N'*
possede la propriété d’absence de mémoire si, pour
tous n, m € N¥,

P(N >n+m|N >m) =P(N > n).

On rappelle que la probabilité de A sachant B est
définie par

P(ANB)

P(A|B) = P(B)

Elle est notée P g(A) au lycée. Cette propriété,
appelée également absence de vieillissement, si-
gnifie que le nombre d’échecs passés n’a aucune
influence sur le temps de succes a venir. Ceci

syljew sop |4y Ny 849

contredit la fameuse devise des Shadoks : « Plus
c¢a rate et plus on a de chances que ¢a réussisse ».
Elle est caractéristique des lois géométriques
sur N* comme le montre le résultat suivant.

Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N*. Les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. N suit une loi géométrique,
2. N possede la propriété d’absence de mémoire.

Remarque 2

La condition nécessaire (1. = 2.) découle immé-
diatement du théoreme 1. Pour la réciproque, on
remarque que la propriété d’absence de mémoire
implique que la fonction f : n +— P(N > n) vérifie

f(n+m)=f(n)f(m)
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pour tous m, n € N*. On montre alors par ré-
currence que f(n) = f(1)?, ce qui permet de
conclure.

Remarque 3

Le théoreme ci-dessus est encore vrai si on rem-
place N* par R* et les lois géométriques par les

Premier succes, collection et aléa...

lois exponentielles. Le lien entre ces deux familles
est tres étroit. On peut par exemple remarquer
que si X suit la loi exponentielle de parameétre 1
alors 1 +16~1X], ol | x] est la partie entiére de x,

suit la loi géométrique de parametre 1 —e=?.

Dans la suite de I’article, nous allons présenter
deux situations trés classiques dans lesquelles
la loi géométrique joue un roéle central : la mé-
thode du rejet (dans un cas particulier simple) et
le probleme de la collection de vignettes.

Le dé a cinq faces et au-dela

On souhaite désigner au hasard qui dirigera le mi-
nistére de I’Education nationale parmi les cing
personnes suivantes : Elisabeth, Gabriel, Pap,
Jean-Michel et Najat. Un dé équilibré a cinq faces
ferait 1’affaire mais ¢a ne court pas les rues (méme
si on en trouvera un dans l'article Le dé égyptien
p. 75). On peut aussi utiliser un dé a vingt faces
dont les adeptes de jeux de réles sont friands et
renuméroter les vingt faces en faisant apparaitre
quatre fois chacun des chiffres de 1 a 5. Mais on
peut facilement choisir de maniére équiprobable
un nombre entier entre 1 et 5 avec un dé classique
a six faces. Lalgorithme est le suivant : on lance
le dé jusqu’a ce que le résultat soit différent de 6.

Pourquoi cet algorithme fonctionne-t-il ? Le résul-
tat est a valeurs dans {1, 2, 3, 4, 5} et chacun de
ces cinq nombres apparait avec la méme probabi-
lité. On peut démontrer ce résultat et un peu plus
comme le montre le théoréme suivant.

La distribution du nombre A sorti de cet algorithme
est la distribution uniforme sur {1, 2, 3, 4, 5}. D’autre
part, le nombre T de lancers nécessaires pour obtenir
un résultat inférieur ou égal a 5 suit la loi géomé-
. S 5 . N
trique de parametre = ; enfin, les variables aléatoires

6
A et T sont indépendantes.



Démonstration : On commence par caractériser la loi du
couple (A, T') qui est a valeurs dans {1, 2, 3,4, 5} x N*, Soit
i€{1,2,3,4,5} et n € N*, Alors

P(A=i,T=n)=P(X,;=6X,=6,.., X,_1=6,X,=1)

On a donc

5 . 5 5 n-1
P(T:n):i;]P(A=1,T=n)=6(1_5) .
Ceci assure que T suit la loi géométrique de parameétre p. De
méme

P(A=i)= 2P(A=i,T=n)
n=1
n-1
lxé(l_é)
. 5

gl

6 6

3
U'!'_‘\v

La loi de la variable A est donc uniforme sur {1, 2, 3, 4, 5}.
De plus, on remarque que pour tout (i, n)

P(A=1,T=n)=P(A=1i)P(T =n).
Cette relation assure que A et T sont indépendantes. |

Appliquons cette idée a un exemple (un peu) plus
compliqué. On souhaite choisir au hasard unifor-
mément une personne dans une classe de k éléves
avec k < 36.

Remarquons que la fonction

o :{1,2,..,6}25(1,2,...,36}
xy)—ex,y)=6(x-1+y

est une bijection. Pour s’en convaincre, on peut
penser a une classe ou les éléves sont répartis
dans six rangs comptant chacun six places. On
peut identifier un éléve par sa rangée et sa place
dans cette rangée ou par sa position (dans ’ordre
alphabétique par exemple).

On lance deux fois un dé a six faces et on note X et
Y les deux résultats successifs. Le couple (X,Y)
est de loi uniforme sur {1, 2, ..., 6} et @©(X,Y) est
de loi uniforme sur {1, 2, ..., 36}. Si on veut choisir
une personne parmi 36, on lance deux fois le dé
et on utilise les résultats X et Y pour choisir la
personne @(X,Y) (oul’éléve a la position Y dans
la rangée X).

Premier succes, collection et aléa...

Si, par chance, la classe est moins chargée, avec
disons k éléves, on peut a nouveau utiliser la mé-
thode du rejet. On génére des couples (X, Y) jus-
qu'a ce que @(X,Y) soit inférieur ou égal a k.
Le résultat obtenu est alors de loi uniforme sur
{1,2,...,k}.

Pour aller plus loin.

Cette idée trés simple est en fait trés maligne et
utile dans des contextes plus sophistiqués.

Soit E un ensemble sur lequel on sait générer des

variables aléatoires (X)) de loi uniforme et B

=
un sous-ensemble de E. ’bﬁ peut construire des
variables aléatoires uniformes sur B en ne conser-
vant que les variables tombées dans B. Cet algo-
rithme s’appelle la méthode du rejet. Il est tres
utilisé en pratique pour étudier des ensembles
compliqués comme certains sous-ensembles de
I’ensemble des permutations de n éléments par
exemple. Il peut également fonctionner avec des

lois a densité.

Collectionneur de vignettes

Tout le monde connait ces collections d’images
que les enfants collent dans des albums (équipes
de foot, personnages de dessins animés, etc.). On
cherche a comprendre combien de vignettes il
faut acheter pour finir une telle collection.

Pour répondre mathématiquement a cette ques-
tion, il faut poser un modele qui doit répondre a
deux contraintes antinomiques : étre assez proche
de la réalité pour étre pertinent mais assez simple
pour étre étudié. Commencons par le cas « idéal »
ou l'on va recroiser la loi géométrique!

Le modéle uniforme

On considere une collection de a vignettes dif-
férentes numérotées de 1 a a. On achete des
vignettes une par une jusqu’a complétion de la
collection. On suppose qu’elles apparaissent de
maniére indépendante et selon la loi uniforme sur
{1, 2, ..., a} (le vendeur n’organise pas la rareté et
a tres bien mélangé les images). On suppose éga-
lement qu’il n'y a pas d’échanges de « doubles ».
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Nous reviendrons a la fin de ’étude sur ces hy-
pothéses qui peuvent paraitre restrictives mais
permettent d’étudier le modele en détail.

On s’intéresse aux propriétés du premier instant,
noté T, ou les a vignettes différentes ont été
obtenues.

Remarque 4

On peut reformuler ce probléeme en termes de
dé. A combien de reprises doit-on lancer un dé a
a faces pour les avoir toutes observées au moins
une fois chacune?

Le nombre aléatoire T est nécessairement su-
périeur ou égal a a mais il peut étre arbitrai-
rement grand avec une probabilité strictement
positive puisque la probabilité que les n premieres
vignettes achetées soient toutes identiques est
égale a a~ "1 Déterminer la loi de T, c’est-a-dire
déterminer, pour tout k = a, la probabilité que
T = k est tres compliqué et peu utile. On va plutot
exprimer T comme la somme de temps aléatoires
indépendants de lois géométriques.

Examinons le cas particulier a = 3. On raisonne
en introduisant les temps successifs ol I’on trouve
une image différente de celles déja collectées.

« La premiére image obtenue est nécessairement
nouvelle. Remarquons qu’une variable aléatoire
de loi géométrique de parametre 1 vaut tou-
jours 1 (le premier succes lorsque chaque tenta-
tive réussit avec probabilité 1 arrive au premier
essai).

« Apreés ce premier succes, il nous reste a trou-
ver les deux autres images qui nous manquent.
Une nouvelle vignette arrivera aprés un nombre
aléatoire de tentatives de loi géométrique de
parametre %

« Il faut attendre ensuite un nouveau temps aléa-
toire de loi géométrique de parametre 1 pour

3
obtenir la derniére carte.

Plus généralement, on peut démontrer que T
s’écrit
T=T1+T2+"'+Ta

Premier succes, collection et aléa...

ou les variables (T';)1<;<, Sont indépendantes et
T; est de loi géométrique de parametre a+l-i
pour 1 < i < a. On peut en déduire, grace au

théoréme 2, que

a 1
E(T) = a Z X
k=1

ou l'on reconnait une somme partielle de la
célebre série harmonique.

Si de nombreuses propriétés de T peuvent étre
obtenues par le calcul, la simulation peut aussi
aider a comprendre la loi de T. Pour cela, on peut
simuler la réalisation d’un grand nombre de col-
lections et en déduire une estimation de P(T > n)
en déterminant la proportion de collections qui
ne sont pas encore achevées aprées n tentatives
(en faisant varier n).

Sur la figure 1, on peut voir que la probabilité de
ne pas avoir fini une collection de taille a = 50
apres avoir acheté 300 images est de 1’ordre de
0,1 quand elle est aux alentours de 0,5 pour un
peu plus de 200 images.

1,04

0,8

0,6 4

0,44

Proba de {T > n}

0,2 4

0,0 4

T T T T
200 400 600 800
Nombre n de cartes achetées

Figure 1. Simulation avec a = 50 et 10° simulations de col-
lections.

Au-dela du cadre idéal : un calcul explicite

Que se passe-t-il si le vendeur de vignettes choi-
sit d’organiser la pénurie d’une vignette ? Le cal-
cul avec un nombre général de vignettes s’avere
tres compliqué. On peut alors étudier un cas
particulier ou utiliser la simulation.



Imaginons que la collection se résume a deux vi-
gnettes. On peut reformuler cette situation tres
simple avec une piece dont les faces (pile et face)
apparaissant respectivement avec les probabilités
respectives pet 1 —p pour p € 10; 1[.

Combien de fois en moyenne faut-il lancer la piéce
pour avoir vu les deux faces? On peut faire le
calcul explicite mais on peut déterminer cette es-
pérance « avec les mains ». Si le premier lancer
donne « Pile », ce qui arrive avec probabilité p, il
faut relancer la piéce jusqu’a obtenir le premier
« Face », ce qui arrive au bout d’un temps de loi
géométrique de parametre 1 — p. On raisonne de
méme si le premier lancer donne « Face ». On a
donc

p(1v r25)ra-m(i+2)
1, 1

+—— 1.
p 1-p

E(T)

On peut remarquer, ce qui est assez intuitif, que
cette fonction de p atteint son minimum en p = %
quand la piéce est équilibrée, et tend vers l'infini
lorsque p tend vers 0 ou 1. Plus la piece est dés-
équilibrée et plus il faut la lancer, en moyenne,
pour avoir observé les deux faces.

Appeler la simulation a l'aide

Pour une collection de a vignettes avec a quel-
conque, les calculs se corsent. La simulation per-
met de fixer n’'importe quelle loi d’apparition de
chacune des a vignettes différentes et de simuler
un grand nombre n de temps de collection T,
T,,... T, indépendants.

On peut alors estimer, pour k € N, la probabilité
P(T > k) que la collection ne soit pas finie apres
I’achat de k vignettes en calculant la proportion
des temps (T;); ¢;,, qui sont supérieurs a k. La
loi des grands nombres assure que la proportion
de collections non terminées parmi n apres 1’achat
de k vignettes tend vers P(T > k) quand n tend
vers I'infini :

1{Ti>k} _oo) P(T > k)

n-—

IMgs

1
n .
1

Premier succes, collection et aléa...

La figure 2 présente un exemple avec une collec-
tion de 30 vignettes ou I'une est plus rare que les
autres, qui ont la méme probabilité d’apparition.
On voit a nouveau que plus la vignette est rare,
plus le temps de complétion de la collection est
long.

1,04

0,84

o
o
L

Proba de {T > k}
o
S
L

0,2 4

0,0

T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
k

Figure 2. Estimation de la fonction k — P(T > k) avec 30 vi-
gnettes pour une probabilité d’apparition de la premiere vi-

. o1
gnette égale a 30 (courbe bleue), 150 (courbe rouge) et

2411_0 (courbe verte), les autres vignettes ayant la méme pro-

babilité d’apparition.

Conclusion

La loi géométrique apparait tres régulierement
dans les modeles aléatoires comme le montrent
les quelques exemples évoqués ici. La méthode
du rejet est un outil trés important en simula-
tion numérique. Elle permet de simuler des va-
riables aléatoires de lois compliquées, y compris
a densité. Quant au probléme de la collection de
vignettes, il apparait trés régulierement dans
des problémes de modélisation trés variés (mé-
lange d’un jeu de cartes, infection d’une colonie
d’insectes, etc.) mais c’est une autre histoire...

Florent Malrieu est professeur a 'université de
Tours, spécialiste des probabilités. Il s’est investi
dans la diffusion autour de ce theme a I'IREM
et en proposant des formations pour les labora-
toires de mathématiques de college et lycée de
I’académie d’Orléans-Tours.
florent.malrieu@univ-tours.fr
© APMEP décembre 2025
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Adhésion 2026

La campagne d’adhésion pour 2026 est lancée. Pour une bonne gestion, payez votre
cotisation sans tarder. Cela ne concerne ni les adhérents en prélevement automatique, ni
les premiéeres adhésions réalisées lors de l'inscription aux dernieres Journées Nationales.

Attention ! le Comité National a décidé que les bulletins
Au fil des maths déja parus ne seront pas envoyés en

cas de renouvellement d’adhésion tardif.

Pour un renouvellement comme pour une premieére adhésion, rendez-vous sur la boutique
en ligne www.apmep.fr!

En cas de difficulté, n’hésitez pas a joindre le secrétariat par courrier électronique a
secretariat-apmep@orange.fr ou par téléphone au 01 43 31 34 05.

Association des Professeurs de Mathématiques de I’Enseignement Public

Abonnement 2026 a Au fil des maths - le bulletin de ’APMEP

Abonnez-vous de préférence en ligne sur https://'www.apmep.fr

NOM (établiSSement OU PETSOTITIC) © ...t ettt ettt ettt e et e e et ettt et et e et
Vo =7 = P
Code Postal : ............ccccviviviiin.n. Ville : o.oovieiieiiii i Pays : .....ooeeviiiiiiiiiiainan
TEIEPRONE : ..o Adresse courriel : ...........oeuiiiiiiiiiiiii i,
Numéro de TVA intracommunautaire (S'il Yy A lIEU) : ........oneni ettt ettt iaaaannns
AdTeSSe d@ LIVIAISOM : oottt ettt et ettt et et e e e e et e e et e ettt e e e e et ettt e ettt ie e e eaenes
Adresse de fACLUTALION : ...ttt et ettt e e e e e e et et et ettt e et ettt ettt ieanans

Catégorie professionnelle : [J étudiant (O stagiaire [ 1er degré [ 2¢ degré

(3 service partiel [J contractuel [ enseignant dans le supérieur, inspecteur

Pour toute question concernant la confidentialité des données, écrire a : contactrgpd@apmep. fr.

Abonnement a Au fil des maths - le bulletin de ’APMEP pour les établissements et les personnes qui n’adherent pas a

I’APMEP. abonnement seul ne donne ni la qualité d’adhérent, ni I’acces a la revue numérique et ne donne pas lieu a

une réduction fiscale. Cependant, les abonnés non adhérents bénéficient du tarif adhérent ou abonné pour l'achat de brochures

de ’APMEP (réduction de 30 % sur le prix public). Labonnement et I’adhésion peuvent étre souscrits sur https://www.apmep.fr.

O 60 € TTC pour la France, Andorre, Monaco, particuliers de 1'Union Européenne, établissements européens qui
n’ont pas de numéro de TVA intracommunautaire,

O 56,87 € TTC pour les établissements européens ayant un numéro de TVA intracommunautaire,

O 65 € TTC pour les DOM-TOM sauf Guyane et Mayotte (frais de port compris),

O 64 € TTC pour la Guyane, Mayotte et les pays hors Union Européenne (frais de port compris).

Reglement : a I'ordre de ’APMEP (Crédit Mutuel Enseignant - IBAN : FR76 1027 8065 0000 0206 2000 151)

[0 par chéque O par mandat administratif O par virement postal

Nous pouvons déposer les factures sur Chorus.pro; indiquez le numéro d’engagement Si NECESSAITE : ...........cccuveeurneennans.

Date : ............. Signature : ............. Cachet de 1’établissement

Bulletin d’abonnement et reglement a renvoyer a : APMEP, 26 rue Duméril 75013 PARIS
secretariat-apmep@orange.fr SIRET : 784-262-552-000-36 / TVA : FR 94 — 784 262 552
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