Notes de géométrie

Snggestions en voe des nouveaux prograsmes.

Miaa ¥ FLONG-FERRAND
Faculté des Sciences, Paris

Ity a, actuellement, 1me tendance & vouloir réduire la géométrie Sémentaire
d Pdtude de guelques propribiés de R® facilement accessibles par le caleul;
&1 cef abuz de « ghomdtrie analytigue » risque de masquer le sens et la portée
des résultats,
Un des grands avantages du Wmmfdzteg&mémqw » (qui, dans ma
pm.mée englobe qusei bien le caleu! veetoriel que lo topolpgie) est d'étre, souvent,
du nombre de dimensivrns de!'espace contdidéré et valable en dimen~
sion infinie. K serait donc bien regrettable gu'une modernisation mal comprise
de Penseignement mathématique aboutisse & un réirécissement et & une perie de
puissmee. De pluz, les caleuly d'algébre lndaire 8 2 ou 3 dimensions ne yont
pas toufours attractify, ef risguent de décoursger les bons éldves comme les
munivaiye en mathématizues, la begutd dun raisonnement est lide assez étroite-
ment & 3a générofité et & son cfficacitd. Mais cela ne veut pax dire que Fon se
place nécessairement dans le cadre le plus général, cehi-ci devant étre soumis
a la cohérence de Texposé, et gdapté au wivean de Iovditoire,
Pour tllustrer ces ddes, fe vais dommer quelques exemples.

1.

TIn théordme pénéral de glomnétrie alﬁne {admettant Yo thiordme de Thalds
pour coroliaine)
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Théomdme 1, — Seit E un espace affine, sur R ou sur un sous-corps K de R,
et soit T wne application de E dans E satisfaisant gux conditions suivantes:

4) Quels que solent les points alignés A, B, C leurs images par f sont alignées
ou confondues.

b) Si A, B, C sont alignés et 5i C est entre A et B, dglors {(C) est enire
f{A) et (D).

¢) Si A, B, C sont alignés et si C est le milieu de (A, B), alors C) est Ie
milieu de [f{A), fIB)].

Alors f est ume application affine, i.e. il existe une application f,, de Pespace\
vectoriel E, associé d E, dans hid-méme, satisfaisant d

a’) quels que soient A, BeE, f;(ﬁ) = f(B) —f(A)
5% quels que soient &#, ¥eE,, f@+ 9 =1 1+
€7 quels que soient #eE, et Ae K, j;(lﬂ) = ASf, (7).

Avant d'aborder la démonstration de ce théoréme, précisons quelques
notations :

1) Tout d*abord je trouve commode de désigner par [AB] le segment
d’extrémités A, B, c'est-i-dire I'ensemble des points de la droite AB compris
entre A et B (au sens large); si B = A, ce segment se rédnit au point A.

2) Puisqu’aucune notation cohérents ne s’est imposée pour noter les
« vecteurs liés », je désignerai simplement par (A, B) le vectenr lié d’origine A
¢t dextrémité B; ce n'est, en effet, pas autre chose qu'un couple de points —
et je dirai que /e couple (A, B) est éguipailent au couple (C, D) si ces couples
représentent le méme vecteur libre, autrement dit si {A D] et [BC] ont méme

—p
milien. Le vecteur libre représenté par le couple (A, B) sera noté ABouB— A,
3) Si les vecteurs ii, ¥ ne sont pas indépendants, et si @ # 0, le rapport

3 st le nombre A défini par # — Adl; cette notation est commode lorsque
nous avons A écrire des égalités ou inégalités entre rapports de vecteurs, mais
elle doit &tre utilisée avec précantions,

Cela étant, la démonstration se fera en plusicurs étapes :

1° JI ré&sulte immédiatement de ’hypothése ¢) que les images de deux
couples équipolients sont deux couples équipollents.

Soient en effet A, B, C, D quatre p_C_':ll.ltS de E, et soient A’, B, C', D’
leurs images respectives par f. 5i AB = CD, les segments {AB] et [BC] ont
méme milien ¥ (1); donc [A'D] et [B'C]ont méme milien I"=jf{I)etona
AR =CD.

{1) Dans cecrtaines axiomatigues cette propriété cst prise comme définition de I"équipollence
des couples (A, B) et (C, IV); dans les autres théories c’est noe consbquence immédiate de cette
définition (propriétés caractéristigyes du parailélogramme),
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Itenxﬁsulthuclevectenrmﬁ”mj@)mﬂﬁjncqmdqmduvm
AB = B — A, et non du choix particulier des points A, B. Si on poss
£iB)— fA) = £,(B — A), on obtient ainsi wne application f, de I'espace E,
des vecteurs de E, dans Ini-méme. C'est cette application que nous allons
£rudiiex.

28 Quels gue soient &, ¥ B,, on a
{}] Fi@ 4 ) =) + £{D)

Démonstration. — La relation (I} cat &vidente zi on prend des représen-
tants convenables de i, ¥ : choitissons A quekcongue dans B, et définissons
fes points B, C par AB =&, BC — #, Op a slors AC =it + ¥; ot si A", B,
€’ sont les images de A, B, C,ona

L@+ D =fAD) = AT = AF + BC = f,@) + £9).

3° Quels gue soient Pentier n ot le vectenr if on a

Frdy = n J Lil).

Cela résulte Tmmixlistement de 2° par récarrence sur 2.

@Qudsquewicntlemmbmraﬁonml%(u#ﬁ)eﬂcmm i, on a
£ (2) =L
iYapris 3°,amnmpla@antﬁpargonamcﬁmﬂ(2)=;f.{ﬂ},d’oﬁ
je résultat voulu, par une nouvelle atilisation du 3°.
50 Quels que scient le nombre A e X ¢t le vecteur i, on a L008) = LA
Didmonstrarion. 1Y aprés le 3¢ nous pouvons nous limiter au cas A > 0.
Pour chaque ne ¥, désignons par p, V'eotier défini par
10-"p, Kk < 10-%1 4 p,) 2t posons
Ay = 10*p,, p,=10"(1 4 pg}
(%, est iz valour décimaie approchée d’ordre n de 1),
Le point A étané quelconque, pasons
=AU, M==AY, A=AV, # =AW,

Lee points A, U, V, V,, W, éant alignés, lears images A", 17, V', Vi,
W’ sont alignées, dans le méme ordre releiif, précisé par le schéma suivant :

‘ * - >
A \ 7 v W,
P, 1.

(le point 1)’ &ant un point suelconque de ia demi-droite AV,
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On a douc les indgalités
AV, AV AW,
AU AU AT

soft ©
S @) <f.(3-ﬂ} <f.(ﬁ.ﬂ),
FACT ) FEC)
ou, d'apris le 4° 1080
0-7p, < 7@ < Wi 4pd
Les nombres £04) gt A opt une méme valeur ddcimsle approchde &

7o)
16-* prés quel que soit ne &V : Hs sont &gank,

Les trois propositions a') §) ¢ sont donc entidrement &tablies.

Remargue. Bien que dans I'énoncé du théordme 1, nous ayons parlé
d'espace « affine », nous n*avons en fait utilisé que les proprideés &tablies on
admises dans Jes débuts de la géométrie {ct dont le locteur pourra lui-méme
faire la liste). Cette démonsiration s'applique, sans aménagement, au cas O
E est Je « plan » ou I'« espace » de la géométrie élémentaire — mais elle s appli-
que aussi au cas ob E est un espace affine de dimension infinic sur un sous-
corps quetcanque de IR (on remarquera & ce propos que lecorpsde la péométrie
élémentaire n'eat pas précisé : tant qu'on reste 2o géométrie affine, en émudiamt
les propriétés des droites e plans paralidles, les raisonnements sont valabies
pour la géométrie construite sur un sous-corps queiconque de M. Par contre,
en géoméiric mérique, on s¢ place diuns un corps K tel que touwt nombre
positif ait une racine camrée).

Applicarion, — Théorime de Thalds.

Mous énoncerons ¢ thiordme sous la forme suivants :

Dans Pespare 8 trois dimensions, Ia projection sur ws plon paraliélement 4

une droite sécante fresp. sur wme droite, paralliélement & un plan séeanf] sont
des applications affiney de espace zur ce pian fresp. sur cette droiie].

Pour P'établir, #f suffit de prouver que tomte projtotion vérifie les hypo-
théses du théoréme I : Iz démonstration a5t &lémentaire et classigue.
Nous allons voir maintensant une awtre agplication du théoréme 1, dans

I'étude des isoméivies.
2. Isométries.

Les dopnées, — Soit B, un espace préhilberiien réel, c’est-d-dire un
espace vectoriel sur R sur lequel on a défini un prodiit scoluire que nous
DOLErONE X.p.
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Rappelons gue, par définition, ce produit scalaire est noe application
bilinéaire symétrique de E, x E, dans R, assujettic aux conditions : 1) x.x » 0.
B x.x =0 e x =0, ot gu'er conséquence i satisfait 4 3) quels que soioat x,
yeE, |xol €¥xx Yy L

A e produit scalaire est gasociée la porme fjx]] = Vx. %, ¢t on réserve Ie
nom d'espace de Hilbert aux espaces préhilbettiens complets pour cette nome,

Dans I'espace affine E associé 4 E,, on Jdéfinit 1a distance de deux poinis
x, y quelconques par dix, ¥) == liy — xil; et on dit qu'une application £ de E
danz B est une Dsomdirie <, guels que soient x, yeE, o8 &

) — Nl = e — il
Une telle application f est évidemment Myjeciive (f{x) = f{y} cniraine
x == ¥}, moais oile n’est pas nfocssairement surjective, 4 moins que E, ne soit
de dimension finie {voir phus loin) : dans l'espane de Hilbert 1* constitué par
1os suites x == (x.)denombmslﬁhsmsfmsamﬁ Eéx,| < oo, muni du produit
scalaire x,y = Ex.?., on obtient unc isométric non surjective £ on associant

&cbaquesmtathnﬁymﬁx)déﬁnmpary,aﬂethwx._.;pourn » 1.
auire part nousnavompassuppoaéfaﬂiue,mnmuumsvmrqm
¢'¢at une conséguénce de nos hypothéses,

Théortme 3. — Dans Pespace affine £ associé & un espace préhilbertien
réel, toute isométrie esi affine.

Pour démontrer ce théoréme, il nous suffit de prouver qu’une isométrie
vérifie les hypothéses du théoréme I ci-dessus, Ce sera une conséquence immé-
diate du lemme suivant.

Yemme 1. — (Quels que soient les points A, B, C de E, Ia reiation (1)
d(A, B) = d(A, C) - d(B, C) équivanzt 3 : « les poinix A, B, C sont alignés
et C est entre A et B ». _

DNmoanteation. — Fosons @ = AC, v =CB; la relation (1) dguivaus 4
fio 4= vl = el 4 ¥}l Oron 2
e + _"i?={ﬁ+ D fut ¥) = il + 2wy 4 i

de sorts que Ia relation (1) équivaut &
) uy = ful} v}

" Supposons d’abord que les points A, B, C soient alignés, C éant entre
AetB. SiC = A, onaw == 0ctlarelation {2} est véddfide. 5i C # A, le vectewr
C—ﬁmmi,oupamn&h&ﬁetdcmemm;ﬁuiSmdomm nombre
Aa»Diglque yomdu, eton a uw.v=pjup, b= il dol 2).
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Iaversemernt, supposons que [a relation (2} soit vraie, Si 2 =0, on a
Cm A, SI u # 0 le nombre positif3.=;%gsatisfaitﬁ
by — A = piff— 22, v + AT IR = O, soft ¥ =
Dans les deux cas les points A, B, C sont alignés, Je point C étant entre A

et B {(au sens large},
L'équivalonce annoncée est donc bien établie,

Démonyteation du théordme 3.

Désignons par [ une isométrie ds E, par A, B, C trois points queloonques
de E, et par A’ == fTA), B == fIB), C == f{C) leurs images.

Si A, B, C sont alignés et si, pour fixer Ies idées, on supposs C entre A et
B, on a d(A, B) = d(A, C) -+ dC, B) doac (puisque f st une isométrie) !

(A, By = dA, C) + 4(C, B)

¢t qui prouve que A’, B°, C’ sont alignés et que C’ ést entre A’ &t B,
$i an suppose de plus que C est le milieu de [AB], on a d{A, C) a= d(C, B)
done anssi 4(A%, C) = d(C’, B’}, ce qui prouve que C’ est le milieu de (A* B
B en résulte que 7 vérifie les hypothises du théortme 1.

Plan d'étide dez isometries,
iz théorime central (3) étani diabli, on démonire successivement les
propositions qui suivent.

Thénrkme 4. — Si [ st wme isomérrie, Fopplication lindaire f, awocide
4 § conserve le produit scalaire, soit:

guels gue soiert uw, ve€EB,, on a flu) f{ri=u.n
Démoustration. — D'aprds le théortme 1, on a A(ABR) = B} — fA),
done IAAB = dIfIA), FB) = A, B) = [jAB]]

ce gui prouve que f, conserve la norme d’un vecteur AB quelcongue.
Or ie produit scalaire w.v s'exprime au moyen de normes par

do.v =l + v|f — Jy— vl

La conservation des normes entreine dong celle du produit scalaire,

Théoxdeae 5, - SI £ est une soméirie, Fimage par f, dun systdéme libre
de vecteurs est un systéme lthre de vecteurs.
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Supposons en effet que lex vectaurs Fi(u,) fuy)... fi(w,) soient liés par
Iﬁlhf;{m} == (), Jes nombres &; étant non tous muls. On aurait alors (puisque
1 est Yinbuire) :f.{éim'}ma. donc

L A
HE Aaal = A Z )il =0,
ol T i
¢t qui montre que les vecteurs uy ne sont pas indépendants

Carclisire. — Si B, eat de dimension finie n, I'image d'une base par f,
est mone base,

En cffet ane base eat un systdme lbre de n vectewrs; son image par f,
eat un systéme libre de » vectenrs, donc une base.

On en déduit :

Thiordme 6. — Si E est de dimension finie n, Pimage par wne isométrie
dun repére orthonormal de B est un repdre orthonormal,

Inversement, si {O; e,... e,} et {V'; &y... ¢',} sont deux repdres prtho-
normaux guelcongues, i exivte une isométrie T et une sewle qui amine le premier
ner lg second, autrement dit telle que

fIO) =0 et fife)) = e pour tovt i =1, 2,...

La premiére partie de ce théoréme résulte de ce qui précdde. Dans la
seconde partie 'unicité de f provient du fait gqu'une application affine fest
entidrement diterminée par la donmde d'un repére ef de son image, pnisgn'on
doit avoir :

4 RO+ Exeg =RO)+ ﬁx&f,{e‘);
et Pexistence de f se prouve ¢n vénifiant que Papplication / définie par
RO+ Txe) =0 +I£lx;e§
¢st bien une isométrie : cela résulie de oe qus les repéres sont orthonormanx,
Nous ne pousserons pag plus avant I"étude des isométries des espaces

euclidiens de dimension finke, gui se powrsuit par des procédés démentaires,
et nous borngrons & énoncer eore une propriété valableen dimensioninfinde.

Théordme 7. — Une lsométrle involutive de B se réduds & une symdirie
par ragport & Fensemble H de ses points doubles.

Démoosiration. — L'isométrie f #ant involutive, ie miliew du segment
M, AAM}] est un point invariant, qeel que soit M e E (puisqn’il doit se trans-
former en le milien de [ M), FM)}); inversement, si M est un point invariant,

—m =
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il gt Je milicu du segment [M, AAM)], puisque ce segrment se réduit au point M.
I en vésutte que Pensemble H des points doubles de fest Pensemble des points
%{M + AAM)] losgue M parcoart E. De plus, paisgue £ est affine, ¥ est un
sovs-espace affine de E {carsi A et B somt deux points invariants, tout point
de ls droite AB est invariant),

Si H se réduit A un point, la proposition est dvidente; sinos, désipuons
par M un point gueleanque de E, par M’ = f{M) zon iimage, par M, le milieo
de [M M7 et par P un point qusiconque de H distinct de M,, On a

&M, P) = d[fIM), /[P)] = &M, P)
ot — e 1 e -y ey
soit PM? e PM® == (PM* - PM).(PM’ — PM) = 0,

Le point M,, d&fini par

P, e % M’ + PM) satisfait donc 3  PM,. MM’ =0,

K

P

Fra, 2.

$i Q désigne un autre point de H, on a de’méme QM,. MM’ = 0, dong
par différence : PQ. MM" =0 : Ia droite MMM, perpendicnlairs 2 toute
droite de H, sera dite perpendicnlaire 3§ H; ot nous ailons voir que i point M,
¢st entidrement caractérisé par fes deux conditions :
(1 M,eH ¢ MM, LH.

En effet, il existait un gutre point M, satisfaisant anx mémes conditions,
on aurgit MM, .M, M, =0 = MM,. MM, donc (par diférence} :
M;M2 =0, soit M, == M,, contrairement & Fhypothise.
Nous pouvons donc dire, sans ambiguits, que M, est la projection de M
sur H, et que M" est le syméerigue de M par rapport & H.
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Remarques. 1) Bien entendy, les démonstrations se simplifient torsqu’on
o5t dans 1'espace euclidien usuel, car on n'’a pas hesoin deredémontrer, comme
nous avons fait, kes propriétés des parpendigulaires!?

2) Pour avoir une réciprogue, et pouveir définir une jsomstrie & partir
d2 la donnde d'un espace affine H, il faut, si Von est dans ao espace de dimen-
sion infinie, supposer que H est complet; sinon on ne pent aifirmer Mexistence
de la projection de M sur H.

Triangles semblables, similitudes,

La thforis des triangies samblables, si décride qu'elle soit, n'sn est pas
moins vraie dans les espaces peéhilbertisns réels de dimension infinie, o on
définit Fangle & {(non orientd) de depx vecteurs u, v queicongues par

H¥.¥
cos & == W

Les cas de similitude résultent alors (1) des formuies biem connues
=04 o2 Jbrcos A etfe... ef des relations

a b C .
AT HmB S EmE AtB+C=I

qui s’en déduisent par voie algébrique si Pon choisit les déterminstions des
angles A, B, T (définis par leurs cosinus) comprisss entre O et II.

Comume appiication des cas Jde similitude, nous alions établir je théoréme
suivant, dont la démonstration algébrique est plutdi pénibile,

Théordme 8. — Pour qlume iransformation linégire de Pespuve préhil-
bertien Y, solt conforme (i.e. qu'elle vonserve Pangle de deux: verteurs quelcongues),
i forut et it suffit que ce soit le produit d'une isométrie et d’ume homothitie.

Précisons d’abord quune homothétie de H, est une application do la
forme u -» kg, ol A est une constante, appelée rapport Chomothétie. On vgit
immédiatement qu'une telle application # commute avec toute transformation
linfaire g de H,; de plus, si g est uns jsométric, Papplication f== goh = hug

satisfait &
1Al == he)lf = (M ],
(A == {lAG3H = (A} I

{1} Je n'avais cholaf cette démonzization « sigibrique », critiquée par M. Freokel, que pour
ahréper Jo présend exposé : jo ne propose absolument pas de la sobstitosr aax dérabnsirations
upusiivg, 5T font romarguer & co propos que touts ddmonztration dey cas Fégalité (ou do similitade}
des tefangios, valablo dans ls pian resie velable dans un sspuce pribilbentien guelvonque : en effet,
on peat touionns dtablic uns chitespondanes womitriqos entre denx « plams » qrelconques de cot
sspace, dotic sotze lea plans des triangles conidérts, On troavera kex détails dans Pexpost de M.
Fronksal.
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et f{u) S0 == M. AY) = AY u. v, quels que scient w, v e H,, Done Pangle des
vecteurs flu), Av) est dgal & Pangle des vecteurs =, v.

Inversement, soit fune transformation lindaire de H, conservant Jes angles;
cette condition dquivaut A ;

_ﬂu)ﬂﬂ_ L Hy
® (Ve ve ) rman oo~ Tl TPT

ot pour prouver que f est le produit d'une homothétie par une ispmétrie, if

suffit de prouver que I rappott A = E{;‘?uc&t indépendant du vecteur u
car si h désigae lhomothétie de rapport A, ¢f &% sa réciproque, le produit
A of sera une isométrie g ¢f on aura /= Mg,

Supposens done 1a condition (1} vérifide;
gosons i =04, ?=5§.I, Jiy = OA’, f(ﬂ)maﬁ’.

On a alors AF = f{AB) et d’aprds los hypothiscs, los angles du triangle
ABC sont égaux aux angles correspondants du triangle ABC, ¢e qui entraine

oA _OF . WD _ D)
ox = o8 ©" Ty <

En [atssant ¥ Gxe et on faisant varier § dans H,, on ep déduit que le rapport
WA

—mn BSt constant.

)

Le théoréme 8 &ant établi, on pourra appeler @mifitude, dans Pespace
affine H, touie applcation affine de H dans H conservant "angle de deux
vecteurs queicongues; € on sanra qu'ane simflitnde est e produit d'une iso-
métric ¢t d'une homothétie (de cenire gqueicongue).

Conclusion, — It ¥y a d'antres théorémes de plomdtrie éémentaire qui
restent valables en dimension infinie ; et le lecteur anra sans doute remargué
Izi-méme gue Ja théorie des baryeentres, aingi que les applications métriques
de cette théorie (ensemble des points satisfaisants & XX MAF = cie) ne
supposent aullement gue nofre espace soit de dimension finde. Chague fois
qu'il en est ainsi, il me semble préférable de donner la priorité aux démons.
trations géométriquss, sans avoir rscomrs & la géométrie analytique.

Comme j'ai essayé de fe montrer dans les pages qui précddent, il rnest
point nécessaire pour cola d'ineroduire explicitement les notions générales
despace de Hilbert ou mme d’espace affine — ni d’utilisor un langage su-dessus
du niveau de Iz classe; mais il me semble essentied que les suteurs de manuels
aient présente & l'esprit la généralitd des théordmes qu'ils démontrent.

Pexposé en gagnera en simplicité, ¢t peai-itre, ainsi, poutrons-nous
mieux encourager les vacations mathématiques,
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