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Promenades aléatoires * 1

Gérard Lrvac,

département Informatigue de IInstitut Universitaire
de Technologie de Clermont-Ferrand

Nous voudrions montrer ici, 3 travers quelques exemples, combien le
modéle probabiliste d'une promenade aléatoire £ 1 est riche ¢t comment
il rend service dans dos questions qui 2 premidre vae en paraissent fort éloignées.

Considérons un point P mobile sur la droite Z des entiers relatifs. A
Pinstant & (entier >0}, la position de P est repérée par Pentier S, de Z. On
suppose S¢ = 0. On jetie une pidce de monnaie entre les instants k ¢f k-1,
Si c'catface 0N pose Sbl-l = 8;+1, sinon Si{-l = Sg““"“l- En d'autrss termes
Se = Xyt 4+ Xi, o Xy, ...n X sont des variables aléatoires indépendantes

teles que Pr(X, = 1) = Pr(X, = —1) = % Par exemple :

Bvvirenannant 11 2 3 4 | 3 6 7

Pitot ......... pile . pile | face | face | face pile face

Xgeureneonns —1 | -1 1 1 " = 1

84 verrennn. —1 | —2 | —1 0 1 0 1
Fy
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1. Une rdussite.

Dans un jeu de 52 cartes, Pierre tire une cartz ef, avant de la regarder,
devine sa coulear : rouge ou noire. Ii margue wn point 8'il a deviné juste.
11 recommence avec le paquet de 51 cartes restamies, et ainai de suiie jusqu'd
épuisement du paquet. Pavl loi doane 1 {ranc par point marqué, Combien
d argent Pierre doit<]] donger & Paul au début du jen pour que celui=ci ao0it
dgaitable? Si vous préférez, quelle est la moyenne B(N) - ou espérance mathé-
matique — du nombre N d¢ points manqués?

Contrairement A ce quon pourrait penser 3 premidre vie, 26 n'est pas
E{N); ¢"est méme le salaire minimum garanti de Pierre ; qu'il lui suffise
d’annoocer 52 fois rouge, Il ¥ 2 micux ; Pierre peut annoncer rouge 8i <'est
Iz couleur la micux roprésentée dans o paguet (om vice versa) o annoncer au
hasard ¢’il y a égalité. (! n’est pas difficile de vérifier que cette méthode maxi-
mise B(N).}

Introduisons les variables aléatoires VY, Y, ..., Yot ¥y = 1 sila
kime oarte tirke st rouge et Y, == -1 sinon, et posons Z, = Y, ...+ ¥,
Z, = . Ls nombre de points obtenus est donc 26 pius le nombre de fois ol
Pierre a bien deving quand ii choisissnit au hasard. Soit K le nombre de fois
ol il choisissait au hasard :

la moyenne du wombre de points est done 26+ % F(K).

Il est clair que K 25t égal aw nombre de zéros dans Zg Zy, ..., Zy,-
He¢las les Y, n'engendrent pas ute promeaade ), car Zg, = O empéche

I'indépendance. L’idée est pourtant de « plomger » le processus dans uno
promenade en utilisant les probabilitds conditionnelles.
Considérons dooc use « vraie » promenade (8, k{7 o= 0. On pose:

T#"-—_"u, Tﬂiﬂinf{b'l‘. tek q’ﬂe S"Bo}-
On voit que T, est Pinstant du »*®* retour & "origine de la promenade.

Dans Pexemplc de la fignre §, Ty =4 ot T, = §. H est possible do montrer
que T, existe avee 2 probabilité §. Si nouws remarquons que P(S, = 0) =0

si m est impsir et que PS, = 0} = Cz“%si » est pair (snslyse combina-
toire facile), on a Pidentité suivante, obtenue grice & Is formule du bindme :
o) o n
(1—T1 = 5 RS, = 0) = EP(uT,=n)
A=) A km®

o®  oa w @
= EZM" EMTx=m=2L ZrpeT,=nk
= k=i kel mek

Un peu d’intuition permet de penser que les longueurs des intervalles de
temps séparant ces différents retowrs sont indépendants et de méme loi que
Tl.' Ces intervalles étant 11 wrm Tj. I' == T.“‘“"T...q, on a donc T. == Il."]‘---"l‘lll"
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o o 3
Par conséquent : EJ"P(T; = g} = [Elrm, = »}] .
D't la jolie identité ; aflt"P(T: v ) = lm.

Désignons par K, le nombre de 2éros de la suite 84, 54 ..oy Sepe

Si on revient au probRwme posé, il est clair que E(K ]S4 = 0) = E(K).
Comme il es{ fréquent «n mathématiques, on a intérét 4 résoudre un probléme
plus général : le calcul de B(K,|S, == B).

oo o o]
Or : I rP(S, = 0).B(K,[S, = 0) = [+ T 1*P(§, = 0). TAP(K,=k|S,=0)
Home FEw f =

@ o
=i+ Tk E PR, = knS, =0,

k] wek

Le point essentiel est que  P(K, == &nS, == (0} = T = n).
Les expressions ci-dessus sont donc 4gales 2

x 1 1
1+ E&(1—Y1—r%F ua | e
+k=-lh( v * I— Ji—s®

Pour &voir B(Kg|Sg = 0), il saffit d'examiner les coefficients de s™
ot on obtient 2% /C3,—1, sait, si 2n == 52, environ 8, 03. Donc B(N) # 30, (2,

Prévisons qu'on peut perfectionner la technique pour montrer gue la
variance de N est 2,41,

2, Poinmiy au Rasord sar un cercle,

Un probiéme qui intéresse ke statisticien est e suivant ¢ sur ua cercle 7,
choisissons « au hesard » n points Py, ..., B, (sous-entendu : uniformément

et indépendsmment); on fait passer par le centre O une droite D de
sorie que le nombre N des P, situés Fun méme citd de la droite soit le

plus grand possible. I est clair que 2N »n, Mais guelle cst 1a loi de N?
Autrement dit - calcaler Pr (N = k), sig <k<n,

Sur 7, plagons les points P}, ..., P définis par OB, +O¥, — 0. Fixons
une origine I et un sens de parcours sur T {fig. 2). Les 2n poinis P;...P,. Py, ...,
P; sont donc classés par ce sens de parcours. On définit Ies variables aléatoires
Ko s Xoge par X, = +1 8i le k¥ point renconipé est un P, X, — —i si
¢’est un 7. Evidemment, par suite des hypothéses, X,, ..., X, sont indépendants
et tels gque P(X, = 1) = P(X; = 1) = -Zlu Bt X . t+Xe=0 si idl,n].

On pose  8; = X;+...+Xp
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1 2 3 /4 5 6 7 & % W MW 12 i3 4

P, 2.

Ténonce majntenant uy lemme goe le lecteur patient p’aura pas de diffi-
cultd & démontrer

Lemine. Scient €,, ..., By d¢s nombres égaux & 1 teis que

gﬁ-n'{-et = gi 15{19 !I].
On pose
et =max{0,8), fi=gt..de o gme=sid.tel
Alors max fp— min fo =2 max (gy . —g—n
1ks2n 1Kk 1Ck&A

Ua pew de séflexion - ef "exampn, de Ja figere 2 - indigue 1a signification
du lemme : Poscillation de S, cntre | et 2n est égale & 2N—n, Leg techuiques
de promenades aléstoires 11, trop longues pour étre développées ici, permet-
tent d*obtenir 12 Joi de Poscillation O, = . ﬁiaxh S,—lminks..,

g L4119
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Un cas est particolibrement simpie, celui ot N = . Alors O, = n, ce qui
e peut arriver goe $'il existe 7, emtre | et », tel que
x1=“xn“_*~-—=x{=“”xw1“—--““x-

comme J¢ roontrerait le dessin, L.a probabilits est facile & calculer : ¢'est %

3. Comparairon de Ioiv tmpivigaes.

Solent Yy, ..., Y, des variables aléatoires indépendantes ¢t de méme loi
continge définie par F(x) == P(Y, <x). F{x} 'est pas nécessairemuent connue,
et pour avoir une idée de cofte loi, le statisticien forme ia foaetion sléatoire
suivante, appelée « fol empirique »,

F(x) = %{nombre de ifl, ) tels que Y, < x),

dont on peut ddmontrer qu'sile converge vers F{x) si n—co.

Fl

Yl ‘,l ?3 vl Yl
Fio. 3.

Soient ensuite Z,, ..., Z, des variables aléatoires indépendantes ot de méme
ioi, dont on pense que la loi commune est ¥. Pour tester cetie affirmation,
rien de plus natorel que de regarder le maximum D, des différences eaire les
lois empiriques. F{x} ¢t G(x) des Y &t Z :

D, = max ¥ (x)-Gy(x)}

Mais pour fester statistiquement I'hypothdse de Pideatité des fois des
Y ot Z il est indispensable de connaltre 1o loi de D, dans I cas od cette hypo-
thése est vérifide. Il est remarquable que dans ce cas non sculement la loi
de D, ne dépend pas de I, mais ost relife A de simples propriftés d’une pro-
menade 1.

Clazsons les 20 nombres Y, ooy Yo & s &g P2F ordre croissant ot
définissons les variables aléatoires X, ..., Xq par X, == 1 si le k¥ gombre
eat i ¥ et par X, = —1 si c'est an 2,

Posons 8, == X;+4...-+ X, On wit alors que les & premiers termes de la
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suite croissante comprennent 1 (k+S.3 nombres Y et%{kmsg nombres 7
& qui entrafne I'existence d'un x tel que
EﬁG—Giﬂ—-w

Lez X, ne sont pas indépendants puisque soumis A ia restriction Sy, = 0.
Cependant, on peut utiiser le méme artifice gue dans Pexemple 1, en plon-
geant les 8, dans une promenade 1 et #a conditionnant par 8,, = 6. Suppo-
sons done que les 8, forment une promenads L1, on a aloss

P {13, >E) = P(Zke{0, ..., n} w6l que Sy »d; 8o = 0),

Le calen] du membre de droife se fait en utilisant le céldbre « principe de
syméirie » de Désind André : dans un diagramme comme celui de 1a figure 1,
il y a Cf, « chemins » équiprobables joignant les poiats {0, 0) et (a, 0).

Le probléme est de compter le nombre de ces chemins qui touchent la
dreite y = 4. La figure 4 montre qu'il ¥ a correspondance bijective entre ces
derniers et les chemins joignant les points (0, 2d) et (21, 0), cette correspon-
dance étant rédalisée en prenant le symétrigue par rapport & ¥ = 4 de la partie
du chemin de (@, 03 & {2a, 0} situde eatre {0, 0) ef le premier poiat de contact
avec y = d,

Py
=6
h\
a,
"\&JN\
43 /\'ﬁ\/f\\
AN NN
T3 a 5678 Rt ZBKE 88~ 2, *
Fio. 4.

La probabilité¢ cherchée est done

GriCh= {(n—d)1” (n--d}!

113 Lerac (G.), — Probidmes de Probabilité, P.U.F., 3 paraltre,
12] Horwses (J L.). (1955). ~~ A bivariate sign test. Amwr. Math. Statlst., 26, 523.527,
[3] Grsperro ef Korowrok (1931).
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