ENONCE N° 220 (M ROUSSELET, Herblay)
Soit ABC un triangle quelconque. Déterminer le plus grand triangle équi-
latéral inscrit dans le triangle ABC.,

SYNTHESE DES SOLUTIONS RECUES

Suscité par un simple exercice posé en atelier de recherche de Troisigme
(ABC étant un triangle quelconque, peut-on y inscrire un triangle équilaté-
ral?), cet énoncé a donné Lieu 2 des développements multiples et intéressants
qui je vais m’efforcer de résumer ici.

Edgard DELPLANCHE (Créteil) présente une étude savante de la famille
des triangles équilatéraux IJK inscrits ou exinscrits dans le triangle ABC
(1€ (BC), J € (CA), K e (AB)).

Cette méme étude vaut pour toute famille de triangles IJK semblables a
un triangle donné. Dans le cas des triangles €quilatéraux, la démonstration de
Charles NOTARI (Montant) s'en rapproche.

On remarque tout d'abord que les cercles circonscrits aux triangles AJK,

BKT et CIJ se coupent en un point P (étudicr les angles KPJ, IPK et JPI3,
lequel est indépendant du triangle de la famille dans la mesure ol les trois

oy e s -~

angles APB , BPC et CPA valent respectivement C+ K, B+ J et A+ 1.1l

suffit d’érudier ﬁ# .;.'}HB =f@ , etc... pour s8'en convaincre. Si ["on
appelle [y, J, et K les projections orthogonales de ce point pivot P sur (BC),
(CA) et (AB) 1espectivement, I;J,K, appartient & la famille: les cercles cir-
conscrits a AJ Ky, BKyly et Clyjy ont méme pour diametres respectifs [AP],
[BP] et [CP]. Le triangle IjgK, est le plus petit triangle de fa famille, les
autres s'en déduisent par une similitude de centre P, d’angle ¢ et de rapport

1 : . \ ;
cos Q- C’est done pour @ maximum que I'on trouvera la solution de notre

probléme.
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Cette pn;miére partie de la démonstration n'est pas spécifique aux triangles
équilatéraux IJK, mais dans le cas particulier de la famille des triangles équi-
latéraux, on peut en dire plus : dans le cercle circonscrit 8 AJyK,, dont [AP]

est un diamétre, JoKp=APsinA et de méme Ko!0=BP<SiDB,

Iolo=CP.sin C | g sorte que si IJoK, est équilatéral, Z4-= 3108 _CA o
FE % GB

appartient donc au cercle d’Apellonius passant par C et les pieds des bissec-

trices intérieure et extérieure de C . Par 5
symétrie, F' appartient aux trois cercles
d'Apollonius, mais ces trois cercles
d’Apollonius se coupent en deux points (ils
sont orthogonaux au cercle circonserit a
ABC).

René BENOIST (Palaiseau) et Michel
BIGOT (Equeurdreville) s’efforcent, A partir
d'un triangle équilatéral donné, d'en
construire géométriquement un plus grand,
alors que Marie-Laure CHAILLOUT opte fegure 2
délibérément pour le calcul trigonométrique. René MANZONI (Le Havre)
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détermine analytiquement K comme intersection de (AB) avec la transformée
de (AC) par la rotation de centre [ et d’angle 7/3. Son éwde débouche sur
deux cas, incitant 2 se demander : le point pivot P de la démonstration

d'Edgard DELPLANCHE peut-il étre en /? Bien sir! il suffitque A = ZT" et

que / soit le pied de la bissectrice intérieure de A . D'une part, parce qu'alors
la rotation de centre / et d’angle /3 transforme (AC) en (AB), donc tout
point J de la droite (AC) en un point K de la droite (AB) tel que /JK soit équi-

) ot . 2% IB_CB
latéral. D"autre part, parce que, comme sm3 sin 3 ' CA et
IC _BC oo g . - .

74 = pa:cequi signifie que 7 appartient aux trois cercles d’ Apollonius.

Je m'attarderai davantage sur la démonstration de Raymond RAYNAUD
(Digne), qui met en avant trois idées intéressantes. La premigre, c’est qu’il
est possible de retourner le probléme en recherchant non pas le plus grand
triangle équilatéral /JK inscrit dans
ABC, mais le plus petit triangle sem-
blable @ ABC circonscrit & un triangle
équilatéral donné [JK. La seconde,
c’est que si I'on admet que / € [BC],
J e [CA] et K € [AB], un tel triangle
peut étre explicitement construit a
I"aide des arcs capables, 1'un de centre

a qui voit [JK] sous I'angle ;l\ un autre

de centre b qui voit [K7] sous ["angle B
et un troisigme de centre ¢ voyant [1/]

-~
sous I'angle C. Une droite quelcongue
eu presque passant par K coupera deux

Jigure 3
de ces arcs capables cn A et B. (AJ) et {BI) se couperont en C, qui appartient

au troisigme arc capable puisqu'il voit [I/] sous I"angle C _ Ces arcs capables
sont d'ailleurs les cercles circonscrits 2 AJK, BKI et CIJ de la démonstration
d'Edgard DELPLANCHE. Y

La troisiéme idée, c'est que a et b étant les centres des arcs capables
contenant A et B, la projection orthogonale de @ sur [AK] (donc sur [AB]) est

le milieu de {AK], et la projection orthogonale de b sur [BK| (donc sur [AB])
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est le milieu de [BK], si bien que AB = 2ab cos y, y €tant I'angle que fait
{AB) avec (ab). 11 en résulte gque c'est pour Y maximum qu'on trouvera la
solution de notre probléme, alors que y = 0 ((AB) paralléle a (ab)) nous
donne le plus grand triangle semblable 3 ABC circonscrit au triangle #/K
donné. A noter que le fait que [JK soit équilatéral ne joue aucun réle dans la
démonstration, et que, par ailleurs, le triangle abc est nécessarement sem-
blable 2 ABC.

Cette démonstration peut étre utilisée pour trouver [e plus grand triangle
équilatéral circonscrit 2 un tnangle ABC donné. Les centres des arcs capables
voyant [A8], [BC] et [AC] sous un angle m/3 sont les points C', A" et B tels
que les triangles AC’B, BA'C et CB'A soient isocéles avec

_ix

C' =B =4A" - On reconnait 12 une situation classique ot I"on
démontre que le triangle A'B'C’ est €quilatéral. Le plus grand triangle équi-
latéral circonscrit 4 ABC a ses cO1és paralleles & ceux de A’B'C’: si T est
I"intersection des trois cercles contenant les arcs capables (T est le paint de
Toricelli du triangle ABC oi I'on voit les trois ¢btés sous angle 2m/3 ou
—~m/3), I'"homothétie de centre T et de rapport 2 transforme A'B'C’ en
A”B”C"”, solution de notre probléme: [A"B"]est bien paralléle 2 [A'B'] et de
longueur double et il passe par C car [TA"] et [TB"] étant des diamétres de

i N =

leurs cercles respectifs, TCA” et TCB” sont des angles droits. Le méme
résultat pouvait étre atteint par la méthode d'Edgard DELPLANCHE sous
réserve de retourner le probléme (chercher le plus petit triangle semblable &
ABC inscrit dans le triangle A"B"'C” donné), et Charles NOTARI nous
informe qu'il a été obtenu par FASHBENDER en 1846,

Toutes ces méthodes conduisent au méme résultat: le plus grand triangle
équilatéral /JK tel que I € [BC). Je [CA] et K € [AB] a un sommet confondu
avec un sommet du triangle ABC, et deux sommets appartenant & un méme
cbté de ABC. Suivant les cas, on obtient :(figure 4)

A J A=)
A=
| ]
o \ /D\
B=K 1 [ B I C B I &
Si S1 Si
- Fal R Tl Fa n ~~ el d\- ~ ~u
-{AZBZ/SZC 2%2,4 2T >B>2C| A2 Z%zazc
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Mais la guestion que 1'on peut raisonnablement ou déraisonnablement se
poser, c'est : pourquoi faut-il se limiter aux triangles équilatéraux ayant un
sommet sur [BC], un sur [CA] et un sur [AB]? Peut-étre est-ce la définition
d'un triangle inscrit dans un autre, mais alors, n'existe-t-il pas d’autres tri-
angles équilatéraux plus grands que ceux de la figure 4 n'ayant aucun som-
met & I'extérieur de ABC, et quel est le plus grand d’entre eux ?

La question a été envisagée sous cet angle par Charles NOTARI et
Marguerite PONCHAUX (Lille), et le raisonnement ci-dessous est trés
proche de la démonstration de Marguerite PONCHAUX.

Considérons un triangle équilatéral JJK n’ayant aucun sommet 2 'exté-
rieur de ABC. 51l ne touche aucun cb6té, il existe une homothétie de centre /
et de rapport strictement supérieur & 1 qui le transforme en un triangle tou-
chant au moins un coté (en J ou en K). S'il ne touche qu’un seul c6té, par
exemple en J ou bien en J et X, il existe une homothétie de centre J et de rap-
port stricternent supérieur 2 1 qui le transforme en un triangle plus grand tou-
chant au moins deux cdtés (le deuxiéme en 7 ou en K). Et s'il touche deux
cOtés distincts, par exemple [AB] et [AC], il existe une homothétie de centre
A et de rapport supérieur a 1 qui le transforime en un triangle touchant les
trois cOtés.

De sorte que le plus grand triangle équilatéral n’ayant aucun sommet
extérieur 2 ABC touche obligatoirement les trois cOtés du triangle ABC. Mais
cela ne signific aucunement qu'il a un sommet sur [BC], un sur [CA] et un
sur [AB] : il peut avoir un sommet confondu avec A, B ou C et toucher le
cOté opposé. Et ¢'est méme exclusivement parmi ces derniers triangles qu'il
faut rechercher la solution de notre probléme.

Supposons en effet qu'un triangle I7K équilatéral vérific : I € |BC[, J € |CA[

et K e JABI, et supposons que ’angle A soit le plus grand des trois (au sens

large), ce qui entraine que B et C sont strictement inférieurs & n/2, la droite
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(KJ) fait avec la droite (BC), qu’elle coupe en S, un angle 8. S est extérieur
au triangle ABC, on peut le supposer a droite de C(lecas: 8 =0et S a 1'infi-
ni ne posant pas de probleme particulier), 8 < n/3, car

JSI + SU =KJI = "‘/3_ La symétrie par rapport 2 la bissectrice de 3 trans-

forme Cen C'etBen B': C' estextéreur A ABC, ca.r.s:EE“ < 75/2< SCA

et B' également, car

BKJ > BAJ > CBA = SBA < SBB' =%(SBA + BKS ).

Donc cette symétrie transforme K et J, qui appartiennent & |B'C’[, en K’ et J'
appartenant 4 ]JBCT. Et elle transforme [ en [’ € |KJ[, car la droite (II’) fait
avec |'axe du triangle équilatéral passant par [ un angle 8/2 < /6.
Elle transforme donc le triangle équilatéral /JK en un triangle équilatéral iso-
métrique {'J'K" dont aucun sommet n’est extérieur 2 ABC, et qui n'est pas de
taille maximale, car il ne touche qu'un seul ¢6té du tnangle.

Si, maintenant, I’un des sommets J ou X est en A, et que [ € [BC),on doit

avoir A 2 % mais on ne suppose plus que A est le plus grand des trois

angles. Plagons un repére orthonormé de sorte que B et C appartiennent a (_?_.;

et A a Oy d’ordonnée 1. La distance de A & un point  de [BC], d'abscisse x,

est une fonction convexe Y1+ X" de x, Elle n’atteint donc son maximum
qu'en 'une des extrémités de I'intervalle ol peut se trouver /, et ces extrémi-
tés sont atteintes lorsque celui des points J ou X qui n'est pas confondu avec
A touche lui aussi un c6té, [AB], [AC] ou [BC]. En d'autres termes, le tri-
angle solution a obligatoirement deux sommets sur un méme coté de ABC, et
un sommet confondu avec A, B ou C, et il touche les trois cotés de ABC.
Combien existe-t-il de tels triangles? Trois! Un ayant deux sommets sur
[AB], un autre ayant deux sommets sur [BC] et un troisiéme ayant deux som-
mets sur [CA]. C'est seulement dans le cas trivial ol ABC est équilatéral
qu’ils sont tous trois confondus, mais deux d'entre cux sont confondus dés
lors que I'un des angles de ABC vaut 7/3. Parmi ces trois triangles, il y a la
solution proposée par la majorité des lecteurs (figure 4), qui en outre a un
sommet sur [AB], un sur [BC] et un sur [CA], mais ce n’est pas toujours le

plus grand des trois : si A 2B 2 % >C>A —-;5 le plus grand a pour c61é
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[AB], etsi I AT E 2 E , le plus grand a deux sommets sur |BC[.

w_

A A

B (o B
Figure 6



