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Etudes

Etude d’une itération
en géomeétrie du triangle

G. Bourgeois et J.-P. Lechéne
Faculté de Luminy - Marseille

Soit un cercle & de centre O et de rayon R.

On choisit 3 points distincts A, B, C sur le cercle 'C formant un triangle
de centre de gravité G ; (AG), (BG) et (CG) recoupent Cen A, B, et €, for-
mant un tniangle de centre de graviié G,

En itérant le processus, on forme une suife de tnangles (A, 8,,C_J, (som-
mets ordotinés) de centre de gravité ,. On constate, en 8 armant d 'une rogle
ct d'un compas, que les deux suites extraites (A,,. By, Ca,), et (44, | |
By, . 1+ Can 4 )y tendent chacune vers un triangle équilatéral et ces suites sont
pratiguement stationnaires au bout de guelques itératons. C'est cependant
une autre paire de manches que de le montrer effectivement.

Ce probléme nous a été posé récemment par G, CAMGUILHEM. mais C.
TissErRON a eu la méme idée lors de la parution de 1'énoncé 117 des pro-
blemes de I"APMEP (les 200 premicrs problémes de 'APMEP, volume 2,
page 164). Cet énoncé demandait de trouver ABC connaisant A, By, C,; on
irouve généralement deux solutions, On pourra vénfier ¢n particulier que
AB\C, isocele n'entraine pas forcément AAC isocéle ! (el [1]).

En général, dans ces problémes d'ilération, on ne peut se contenter d'un
rmsonnement géométrique; il faut faire aussi de |'analyse plus ou moms fing,
méme si on ne s’intéresse pas & la vitesse de convergence. On pourra s¢
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reporter, par exemple, & I'avis de recherche n™ 13 de VAPMEP qui semble de
difficuité comparable. Les méthodes géométrigues i utiliser ne sont pas for-
cément les mémes que dans Jes problémes de géométrie “statique”. Nous ne
voyons pas, par exemple, comment on pourrait utiliser les résuliats de
I"énoncé 117 pour résoudre celui-ci.

La solution proposée comprend deux parties : I'une & dominante “géomé-

e

trie”, montrant que G, = G et que A4, B, o C., tendent vers 607, P'autre &

dominante “analyse’” montrant que le tnangle (A, Bz, Cy,) a une limite (il

ne tourne pas ') et que sa convergence est d’ordre 2 comme dans la méthode
de Newton.

Premiére partie
On définit: @ = BC, b = CA,

c=ABet ) J K les milieux des
colés de ABC, Les angles o, B, 7

sont définis sur Ta figure 1.

a=ﬂ1+ﬂ]
A;:Blﬂ-Y]
B!=al+'f|

(méme si ABC posséde un angle
obtus).

Sfigure | A I

Supposons (comme sur la figure) A 28 =2 C

P ) 0 - -
alors sind 2 sinB 2sinC (méme si A est abius).

aﬂ = bf. = CA entrainc alorsa 2 h 2 ¢

simA smB  sinC

Af:‘:%—lb?-é-f:-!-?.bcmsg}.m [a +c +"au.m§]

sl
4
t,"l’i"="1[r:: +b + 2abcos F] entrainemt Al S BJ < CK.

b2 = A estdgauche de A la médiatnice de [BC] = A, est a droite de
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A= BA' 2-4;(-‘= U-: 2{11.
De méme B2, et 2 4,

e
|
o
l‘t
-
v
-
+
ta =
v
r{TY)
w
--¢
"\ ?

AC\2CiB=GASGB=B.< a2 1 -
BA 2AIC=2GBSsGC=7,5 3y ]31+T|<r1|+(11uu:4r{-'\
AR 2 8,C = GA <GC:§?,'§(11J

G:CSAL<A.
N E: V. N -+ < -+ :Al —~ — —~
Dembme: o 27 V2= @1% Ty ﬂr. Si=a AC=Ci A
Bizy,+a27: +y,_C j
Cir=atasfz2y,+1:=C s i o
= etC=C) <4

Ainsi, si on pose M, =Sup[.z:. E:, E:) el iy —h:f(A Bn
alors fm, ), est croissante et (M), est décroissante. Comme mr, £ Mﬂ. lcs
deux suites copvergent : limm,=Aetlim M, =pavecO<Ah <y el
A+ po< 180°. DoU, & une isométrie prés, une forme trinngle limite var le
troisieme angle tend vers 180° = L — L € |k, p]. On appelle encore ABC un
triangle de celle forme et on lur applique la construction de A8, C,.

L BLE)

Soins K =BrlA v B 01 et =Ruolar, By, 1),

e W S

(A B Oy [(A B O, Gl (AL B, C (A By, c,) est uné chaine
d'applications continues en des points oit A, B, C sont distincts ; d"autre part,

_——

L L5 C;] ne dépend que de [A B, C’ ; on en déduit facilement que

I'application Ay, By, €y} est définie et continue en des

pointsou A . B, C sont non nuls :

o~

Ve >0, da> 01el upc[,A —A'i«: o, } =5 ”.—11 -A'y|<e, ) :
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dng>0telquenznp=02A-m,<oct 0=M,-u<a,
Ainsin2ng=>|m, , | =X <eet M, .~ | <£d'ol, en passant i 1a limite:
M= zeetp-Hl<se

Comme € peut étre choisi auss: petit que 'on veut, on obtient A = A, et

e e

M= p, et les angles ordonnés (A 1, By, C’;} réalisent une permutation de
&.5.¢).
Remarque : A | :EEC-X,ET:E'E; _E_ a =AGE——E.

Premier cas : La permutation a au moins un point five.
—— .

par exemple ;ﬁ = ;1\ alors BGC =2A d'oli deux sous-cas ¢

ree T . e T ]

— ] — i
a) §, =8 Ci=U:AGR =2C ,AGC =28.
Par intersection des arcs capables, on en déduil & = @ et ABC équilatéral.
b)B)=C a1 C) ::tli“ U= et :B,.
AGB =C + B 6l AGC =C + A 5 ainsi {AG) est bissecirice de BGC e
GA =GB, CA = CB et enfin ABC équilatéral ¢t G=0.
Deuxieme cas ; la permutation n'a pays de point fixe,

—— -~

parexemple: A1 =B, B =C,C, =4 .

On considére U, V, Wtels que BGCU, CGAV

cl AGBW sotent des parallélogrammes. ey
B +C =CGA =AGW =A = BWG =A

o BWE = BAC, T
Ainsi West sur €; de méme Uet Ve ¥ ST figure 2

(7 est le milieu des cordes [CW] ¢i [BV]
done G =0 et ABC es| Equilatéral.

. e e

Conclusion : A, B,, Cy = 60" 1 G, 1= 0.
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Deuxiéme partie

(on noters maintenant 4, b,. ¢, les longueurs des ciés de A B,C,).

On utilisera les notations de Landau pour les suiles :
Le fait que (1,), et {v,), soient deux suites qui vérifient : pour tout £, il existe
tg tel que |u,| £ € |v,| pour n 2 ny (resp : il existe M tel que |u,| < M |v,| pour
tout i) est noté u, = afv,) (resp : u, = O(v,)),

D'auire part, on dit que u, ~ v, si g —v,=o(v,).
Exemple : s1 b, k,, [, wendent vers 0, on peut écrire ce qui suit -
h, k| S b + k2 done bk, = Oh 2+ k2 ) =02+ k2302 ;
onendéduit (*): Ak, =oh2+k2+12)

et(*): bk, + kJ, + L, =0h2+ LI+ 172

17) On montre dans ce paragraphe que 0G, . = O(0G.2?) |calculateurs, a
vos stylos!) :
Onpose:a?=3R"+h, b =3R v+ k,ete?=3R2+ [, ouh,. k1 — 0O
Les résultats suivants sont laissés au lecteur :
Sig .t 2+t %=aD2+ar+ bl et 0y =ab c,? alors

2 2
It OG.=R -6[4!1

&
Zf-g-',l'-“'iﬁz-ﬂl

R
U OGei =R —Lof ‘ 66:—0; ; :
~4014+ 180616:+27TR 07 - 108 R o,
D’apres 24
3R-u’ﬂ+ kn*‘!JJ =Ulnkn+kqfnr+ hn‘n"--&ﬁég—f-i—(flﬂ + ok, + J'..r
R
On puseh,,+k,,+{,,=—l,,;ak\fs

Remargue :
8i A= 0, alors @) = 9R2 et G, = O; ceci ne peul arriver que si G, , , = O,
d’od, en remontannt, que si ABC est équilatéral,
On peut done supposer A, # 0,
hi+ k2 +12=A2 =2(hk, + Rl + k1) = O(hk,+ bt w k1) +0(h,)
d'ow bk, = o(hk, + b+ K1)+ o(h) & Vaide de (%),

Buligtiny APMEP ' 409 - Avrit-Ma) 1987



Bulletin de 'TAPMEP n°409 - Avril/Mai 1997

Alors 3R, = (hk, + ly + kt,) - Hakals

o hﬁ‘tn * hu"n 2 kn'!n
et hA+E T+ 1,2~ 6RM,.
(M) + |+ LR = O + 2018.k,] + L]+ k4D
= 0O(A,) +olh,? + k2 7% ) d'apres (7*))
=0(A,)-
[Pkl < (i) + W)+ | LD+ K2+ L) = O(R,372)
etenfin : bk, + kJ, + Lk, =-3R?A, + 1, avec 1, = O(A,2)

|62 = 2784~ 9R2), + 1, |s'en déduit facilement.

de 1/, on déduit : OGr= %,,

et de 3/, on déduit ; OGray =R - 1z
avec E=

(aem® m"i.-u[aj}‘u.:w‘-sm etz )0 18R ’L.M{kj}

4[1 R -2630's. s0l0) s1elortadarm ‘-nn‘i.aj—-:m{um‘-a sn").ar){-.:)}-umﬂ.‘m Lot et

_ 6561 R‘_4374Rﬁ?\..+48634'r.+ 0(13 —9R 4 U(l:].

“ssorhosss'sooh)
T2YR —486R AS4R T0\R

Ainsi OGns) =ol i] el| 0G,.;=00G

(convergence d'ordre 2 : l¢ nombre de chiffres significatfs de la limile est
multplié par 2 & chague itération).

Pour n grand, G, ¢t G, sont voisins de O
A A donc G, e1 G, sont voisins des milieux de
[AA, ] et|A,4,.2] @ ainst G, G, ,; st voisin
de 1/2 (A,A,,3) : pour n assez grand, A A4, S
G, G, (cf. fig. 3)

tkd

figure 3
el
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Sipe IN*;
Az SHG,Gp ot + CryGres + -+ + Gpazp2Grapt)
edldp=~1 r#lp=1 LE
< GiGin €3 (06« + 0056 3, 0G..
Lwn k=n Lwm

0G4 S :‘:— Oy (pour k assez grand ) entraine que ;

4“Aﬂﬁ:p -(-(l +‘}"—+i’+ .-.]=12‘0GJ

Ainsi, la suite (A,,), est de Cauchy, donc converge vers A, & G tel que
Az AL < 12(0G,,) (convergence ultra rapide, De méme A, —» A’ symé-
trique de A par rapport & O.

Epilogue

1) Voici le listing d'un petil programme écnit pour une caloulatrice TISS, qui
illustre notre propos.
On choisit le mode “DEGREE", on rentre les trois angles polaires (en
degrés) des sommets du triangle onginal; chaque appui sur "ENTER™ fournit
fes valeurs de OG,? et des angles polaires des sommets des triangles itérés,
Le lecteur pourra se convainere ainsi de la copvergence d'ordre 2,
Nous mémes. avons eu l'idée de montrer In convergence d'ordre 2 apres
avoir fail tourner ce programme.

Prompt Al, AZ, A3

CosAl X1

sinAl P Y1

cosAZ X2

sinA2 »» Y2

cosA3 X3

sinA3 H ¥3

2 =Dl

Lbl 21

(X1 + X2 + X3)/3 — XG

(YL + Y2 + ¥3)/3 = ¥6

AG ~ T ¢ ¥F3*'D 2D

DISP D

D= DI

Buienn APMEP /v 409 - Avrii-Ma 1997

153



Bulletin de 'TAPMEP n°409 - Avril/Mai 1997

DISP angle (X1, Y1)
DISP angle (X2, Y2)
DISP angle (X3, ¥3)
Pause
(L = D)/ (¥6 —X1) > 2 % (X6 =-Y¥Y1) *2) B, U
XG4+ UMXG -X1)es X1
Y& + UF (Y@ = Y1) = Y1
(1 = D/IXG = X2) 2 % (X=X *T =D
XG + U {XG - XZ) = X2
YG + U*(YG - ¥2Z) s Y2
(L —D)2(EE — X3) ~ T & (Y& =¥Y3) 243 0
XG » UM (XG — X3) = X3
¥+ URIYE - ¥3) = X3
GO TO Z1
1) Rien n'empéche maintenant de fabriquer ses propres itérations et de chers
cher & savoir ce qui se passe.
Voici quelgues exemples
a) Dans le cas qui nous occupe, on peut remplacer “( isobarycentre” par “G
barycentre de 4(p), Big), C(r)", mais ce n"est sans doute pas un cadeau!
by Beaucoup plus facile ; st ABC est un wriangle, on lui associe le triangle
A B,C, dont les sommets sont les pieds des bissectnices intérieures de
ABC | en itérant le procédé, montrer gu'on obtient une “forme limite™ qui
est celle d'un triangle équilatéral (Ta vitesse de convergence est géomé-
trique) (vour [2]).
¢) Plus difficile :s0it F un polygone stricte-
ment convexe a n cOtés (n 2 5), on joint
chague sommet de P aux deux sommets
obtenus en sautant le premier sommet
rencontré (cf, fig.4) ; on obtienl ainsi un
polygone P;. Montrer que, S on itére le
procédé, F, s'écrase en un point (vitesse

figure 4

géométnque) (voir [3]).
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