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Etude d'une itération 
en géométrie du triangle 

G. Bourgeois et J.-P. Lechêne 

Faculté de Luminy - Marseille 

SOIt un cercle -e de centre 0 e t de rayon R. 

On cho"lI 3 point> d,~";',c,, A. B, C sur Je cercle 'C forman t un triangle 

de cenlrC de &ra,'jté G ; (AG), IBG) et (CG) recoupent f en A,. B, et ,fo,­
mant un lflllngle de cenLre de gnJ\ ilé CI_ 

1:.0 itérant le proces'us, On lunne une suue de triangles (A'1'8I]'(.''')1I (sor'r\­

mets orùonnés) de centre de gravité Cil' On const~h!. en S 'afTmtnl d'une règle 

c t d' un compas. 4ue les deux; suites eX1raites (A~n' B'!h' C1,n)1l ct (A 2n +- l ' 

B-1fJ .. l' Cm + 1),. tendenr chacune vers un [ri angle tqullatérnl cl ces suiles sont 

pratiquement slalionnaires nu bout de qucl4ues itéralions. C'est cependant 
une autre paire ùe mancl1es que de le montrer effectivement. 

Ce problème nous a été posé récemment par G. CAMGUtLI<EM. mais C. 
T'SSERON a eu ln même idée lors de ln paru lion de l'énoncé 117 dos pro­
blèmes de l'APMEP (les 200 premiers problèmes de /"APMEP, volume 2, 
page lM). Ct[ énoncé demandai. de trouve< ABC connnisan. A" H" C,; on 
trouve généralement deux solutions . On pourra vérifier en particuli er que 
.-I,B,C, isocèle n'entraîne pa;. forcé men. ABC isocèle' (cf. III) . 

En générn(, dans cCS prohlèmes d'ITérauon. Cln ne pem sc contenter d'un 

rmSClOnClllent géométrique: il faul faire aussi de l'analy e plu ou mOins ~n~, 
mème ~I on ne s'Intéres'Sc pJ.!, à la vitesse de con",ugcncc . On pourra sc 
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reporter, par e.emplc. " l'av;, de recherche nO 13 de \' ArMEr qui semble de 
dirticuh~ cumpamble. Les mélhodes géométriqu<s il utih5er ne sont pas for­
cémem les mêmes que dan~ les pwblèmes de géométrie ··~tat ique" . Nous ne 
voyons pas, par e~emple , comment on pourrait ullhser les résultats de. 
l'énonce 117 pour r~soudre celUI-Ci. 

La soluuon proposée comprend deux parties : l'une à dominante: "géomé-
~ ~ 

trie" , monu-ant que Grr HO et que A Il ' B'I ct C il tendent vers 600. 1 l' autre à 

dommante "analyse" monLranl que le tnnngle (A 211• 82", C1pt ) a une limite (il 

ne lourne pas!) ct que sa convergence est d'ordre 2 c:onune dans la méthode 
de Newton . 

Première partie 

On défin1l : a = Be, b = CA, 
c = AB Cl / , J. K les m,lieu. des 
eÔt~s de ABC. Les angle, n" ~, . r, 
sont définis sur lil figurt: L 

~ 

C, = nl+~, 

A =~,+rl 

B, = n , +y , 

(même si ABC possède un angle 
ObIU'). 

figure 1 

~ 

Supposons (comme: 5ur la ligure) A ;" B ;" C 
~ 

A 
~ -------

alors s in A O! sin B ;" .in C (même si A est obtus). 

a _ l> _ C Ir' al ~"~ ---:;::::::"" - -----;:;;:- - ~ en 8.l.ne or.:; Cl ;;. rI ~ c. 
sonA sin B sin C 

, [0 ~l 0 [, ~l A( =! b"+ c1 +2bcc'OsA , BJ "~ L a1+c " + 2<1<'oos8 
4 4 

, r' ~l CK" =1 a- + b- + 2thoosC enlrainentAl~BJ~ CK. 
J 

b ~ c ~ A est à gauche de t. la médiatnce de [BC] ::) A, e~t à drOite de 
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6 => BA , ~A , C=> U, ~u, . 

De même ~1 ~ ~, e' ï, 2: y,. 

~ B ê " 
A, = p, .,. 'I, <: ï , +"2 ~ 2" <: y , + y, = C . 

A C, ~ C, B => GA ,,; CB => 131"; CI- 2 \ ~ ~ 
lIA 1 <: Ale => CB " CC => "Y 2 SP, f 13, + '1 , SUI + CI- 1 UU A , S A 

fi B, <: B, C => Cil "GC => "y, " CI- , 

~ 

d 'où : C S fi, ,,; A . 

8. =U1 + - $(l. 2+ 'I,"U2+U,=Â\ ~ ~ 
De môme : • ~ f C' C S C, SA 

B,2:y,+U'<:Yl+Y'=C . 

Ains i . si on pose MM =sup(A:, 8;, c,;) et mn =JJif(A: . 8:,2) 
alors (m/f),. I!st crOtssan[e el (Mlf II C::.,[ décroissante. COnlme ni" S Mil' les 

deux suites convergent : lim m il = À el lim MF! ::: ,.. avec 0 < À. < iJ el 

À + Ji < ISOc , D'où, à une is()m~tric prè'i , une forme triangle liJl"1ilC' t.:ar le 
t rol,j~me angle tend , ets 180" - ).. - 11 E [À, Ill. On appelle encore ABC un 
lriangle tic celte forme el on lUI applique la conslruction Ù~ A1B1C1. 

Soient )" = Inf(.4"; , 8;, ê,) et Il, = Sup(~ , 8;, Z:;) 
(A. B. Cn .... [(il, H, Cl, G]H (A"B, . C,)H (A; , 8;, ê,) ostuoc chaine 

d'applications conlinue~ en des poinls où A, B, C sont distincts: d'autre part , 

~---; . 8;, ê,) ne dépend que de (;\ , Ji, êl : on en dédui t fac dement que 

l'application (;\ ,8, êl H (A;, 8;, z:;) es t détioie ct cunu""" en ,le, 
pauli< où fi , 0 , C san! nOn nub • 

t> 0.30' > 0 Id c,.,c (IA' - ii< Cl , ) ~ Il,;; -i' ~ 1 < (,l 
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3no> 0 lcl "'le n ~ 110 => 0 ~ À - m" < 0" cl 0 ~ M PI-IJ. < a . 

Ainsi tI <: "0 => lm •• , - " ,1 < E el lM. _,- l'II < E d'où, en passanl ~ la hmile: 

I~ - " II <: E el II' - l',I:S; E. 

Comme E peUl être choi,i 'u", pellt que l'on veut, on oblient ~ = ~, et 

I-l = l', el les ang les ordonnés (A; , 8;, c;) réalisen t une permulalion de 

I~ - -1 
lA , B. C . 

R.marque : A; = 8GC - A , B, = éGA - ii. c; = AcB - ê . 
Premil!r cas: La pennulalioll à au moins fUI pOl1lt fixe. 

-'"' --,... 
par exemple A , = A alors BGC = 2A d 'où deux sous-cas : 

al H, =B et C, =C : AGB = 2C, AGe =2B . 

Par intersection des arcs capables, On en déduil G = 0 et ABC équilntérnl . 

b) B , =C et C, =B : o.,=y"eICL, =~. 

- -Il GB = C + B cl AGC = C + B ; ainsi (AGl est bissectrice de BGC el 
BG = Gc, (AG).L (BC), BA = AC d ' ou a, = al = ~,= YI' Il, = y" 
GA = GB, CA = CB et enfin ABC équilatéral ct G = 0 

Deuxième cas .' la pemrufaritm 11 '0 pas de poml fixe . 

pare,emple : A, =B, B, =C, C, =A . 
On conSidère U, V, W lels que BGCV, CGA V 
el AGBW sOient ctes parallélogrammes. -B+ =CGA =>A GW=A =>BWG=A 

el BWC =BAC. 
Ainsi IV eSl sur t': de mèmc Vet V E 'C. 
G esl le milieu de, cordes [CIY] Cl [B V] 

donc G = 0 el ABC est équilatéral. 
~ ~ ~ 

COltclusion : A PI , Bit, C il H 60° el Gn H O. 

W.: : · ' K J "· '," .• v 
" . G . '. 

B~ ---------- ~'C 

figure 2 
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Deuxième partie 
(on nOtt~ra maintcnant ail' br!' Cff le'> longueurs des <.:Ôt~::, de APlB"C,r>. 
On utilisera les notations de Landau pour l e~ suite'!' : 

Le fait que (u"),, et (rrJn soient deux sUites qUI véritlent : pour toul f. Il e ~ISfc 

"0 lei que lu,l ,; E 11',1 pour n ~ " 0 (r.sp : il exisle M lei que I"" 1 ,; M 11',1 pour 

10ut n) est noté 1Ir= o(~ ' ,,1 (re~l' : UII :::: 0(\'11))' 

D' autre part , on die que "" - vI! '\i Ur:- VI!:: ()(v,,) 

Exemple : ')1 Il,!, kil' 1,. tendent vers 0, on peUl écrire cc qui sui t : 

:!Ih, k, l:S h,' + k,' uonc ",k. = O(h,l + k,') = 0(""' + 1.,' ) 1,1) 
00 en ,I ~ dull ( ') . h.f."', = o(h,' + k} + '"') 

Cl C·") lrJ1k'l + 1>."/,, + InhrJ:: O(hll~ + ki + 1,,2). 
l~) (hl mon/rt! dans ce paragraphe ql1e OC" ... 1== O{OGn~) lcalculatcurs. à 
\'os .t)·los!) : 

On pose: nll']. = 3R2 th". hll
2 ~ 3R:: + k" Cl é.",?' == 3R2 + 1" OÙ h,l, k,)" H O. 

Les r6ultats !-lui vanls sonl laissés au I~ct eur : 

Si al :a a,,) "/'/12 + (',l'· 0:, =- a'l~I1~ + afl'!cll~ + bic,? el CfJ == all .. b,,~c,,! . alors 

2 1 1 
Il OG.=R -- (T , 

9 

D'après 21: 

3R~(" ~+ J.r: + /J (/,,,k,,+k"/II+hIlJJt)_hllk~/,, (Ir" +k" -r/",2 
R-

On pose Ir, + k" + " = i.."; alors 1 cr , = 9R' - À, 1 

Remarque : 

1 
Si ~ = O. ~Inn- a l =- 9R1 el GJt =- 0; ceci ne peUl arriver que si GJl ... t 0:; O. 

d'où, en remOll1annl. que si ABC ~q éqUllatérnl. 
On peut donc supposer À, " O. 

hl1'1 + 1.."1 + /,.2 = À~l - < 2(h;", + h,J,. + klfll1) O(hi"l1 + h,)r; r A" /Il) .4. o(À-" 

d'ou h;,I, = 0(";, + Il,1, + ',1,) t <I(À,,) à l' "de d" ( J. 

1$ 1 
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Alors 

et 

(1".1 + Ik.1 + Il.11: = 00 .. ,,) + 2(1").1 + 1".1.1 + Iki.1) 
= 0(1 ... ) + 0(".' + k.'· '-.' ) d'ap~ ("» 
= O(A,)-

Ih,k,I,I:; Clh,1 + Ik,1 + Il,1)('',' + k.' + l,') = 0(1 ... "') 

et enfin: "ok. + ti," 1,1." =-3R2).. ... t, avec t. = 0(1,.'12) 

la, = 27R4 - 9112).., +" !sc~ déduit facilement. 

, -
de li, on déduit: ~G. = /"9' 

: ~ 1 
et de 3/, on déduit : OG •• , = /1 - - E 

9 avec E = 

656111 '-J3748 \.+ 486// ".+ O(I..J _ 9// + obJ 
729R "--4868 '1..,.+548\,+obJ 

Ainsi OG~., = 0 Id. et lOG,., = OIOG.') 1 

(convergence d'ord", 2 : k nombre de ch,ffres significatifs de 1" limite es! 
multip lié rar 2 il chaque ilérntion) . 

jigur< 3 

152 

A" 
Pour '1 grand , Gif Cl C It ..-

J 
son[ vuislns dl! 0 

donc GII el G,.+ l sont voisins des milieu.x de 

IArr'~ .. ll el lAII+1Att .. 21 : .:Iinsi GII GI1 + 1 est vOJ~in 
de 1/2 (A,r4Il"l) ~ pour n ar;SCl gl"'Jnd, A~I1+:! ~ 

G. G •• , (cr. fig. 3) 
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Si P E IN' 
..1",,11+4'1 S 3(G"G Il . 1 .. Gn-.-~.Gr.-d· . . + Gr."~r ~ G .... 2p-1 ) 

$ • 't-' G,G'.I ,,; 3" 't - ! (OC. + OG'+ I) $ 6' ~ ' OG,. 
J. Il .l =11 ~ fi 

oc '+1 $ t OG. (pour k .",el grand 1 elllraine que: 

AIIlSi , la SUite (A~),. est de Cauchy, donc converge \'er~ A. ~ t te!l que 

A,,,A_"; 12(OC2r.) (convergence ultra rnplde, De même A"., H A '_ sym6-

trique de 11_ par rappOfll O. 

Epilogue 

il VOici le !t,ung d'un peul progmmme "enl pour une c:llculotrice TlSS, qui 
illustre nOire propos. 
On choisil 1. mode "DEGREE", on rentre les lrois ang les polaires (en 
degrés) des sommets du triangle ongi nal: chaque appuI sur "ENTER" fournil 
les valeur> de OG.' CI des angles poillires des sommelS de, tItangles Itérés , 

Le lc! c t ~ur pourra se convaincre ainsÎ ùe la convergence d'orJrè 2. 
Nnu'i mêmes. :lVons ~u l ' idée de montrer in convergence d'ordre 2 après 
avoir (rut loumcr ce pmgramme. 

Promp~ Al, A2, A3 
CosAl H Xl 

siMl 
cosA2 

sinA2 
cosA) 

sinA3 
~ H 

Lbl Z: 

H y!. 

HX2 
HY2 
HX3 
HY3 

(Xl + X2 + X3)/3 H XG 
!Yl + Y2 ~ Y31/3 ~ YG 
XG A 2 + YG A 2 ~ D 

DIS? D 
D ~ Dl 
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OIS? angle (Xl. TIl 
OIS!? angle (X2, Y21 
::lIS? angle (X3, Y31 
P"use 
Il - DI/(XG - Xli , 2 + 

XG + U·(XG - XI)H Xl 

YG + U' IYG - YU H Yi 

Il - D)/IXe - X2) , 
2 

XG "U'(XG·· x21 H x2 

YG + U'(YG - Y2 ) Y2 

(1 - O)/(XG - X3) , 
2 

XG + U'IXG - X31 H X3 

YG. U'IYG - Y31 H Y3 
GO TO Zl 

+ 

" 

(XG 111 ' 2) H U 

IXG - Y2) , 
2 H U 

(Ye - Y31 A HU 

11) Rien n'empêche maintenant de fabriquer s.ec;. prnpres i1érillions ct de chcr ~ 

cher 11 savou ce qui se passe. 
Voici quelques èx(:mples : 
a) Dans le cas qui ous occupe, un peut remplacer "G isoharycentre" par "G 

baryccnlTC de 4(Pl. B(q), C(r)" , mais cc n'.st sans doute pas un cadeau! 
bl beaucoup pills facile : si ABC est UI1 triangle, on lui a'5OCIC le triangle 

A[B1C[ dont les sommets sont les. pieds des biss.eclrIces lmérieures de 
ABC: en itérant). procédé, mOntrer qu ' on obtient une " fonne limile" qui 
est cell e d'un Inangle équi latéral (la vitesse de convergence est géomé­
lrlque) ("Olf [2]1. 

c) PIIlS difficile :soit P un polygone stricle . ,--r====,----, 
ment convexe à Tl CÔlés (fi ~ 5) ~ on joint "'w"" .-,. ." p 
l:haque sommet de P aux deu~ sommets /", -' . , :--l 

ohtenu~ en saut3n[ le premier sommet " "--" PI .,.~ ~_ 
r~.ncOnLré (cf. fig.4) ; on obtie.nl ains I un .............. .. / 
polygone P, . Montrer que, si ml itère le ' ' 

procédé, P, s 'écrase en un point ("itesse 
", ,,/ ' . _ ~ '. 

g~om6trlque) (voir (3l), 
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