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Un canevas pour
I'enseignement des mathématiques

en école d'ingénieur :

- de la modélisation au
logiciel

J. Nodilles

Professeur de Mathématiques a
I'ENSEEIHT

Dans les écoles d’ingénieurs, v comprs celles formant des
ingénieurs mathématiciens appliqués (ENSEEIHT, ENSI-
MAG,.,.), les mathématiques ne ménent plus fa vie autonome
qui est la leur, auparavanl, au lycée. D'introverties, elles
deviennent extraverties soucieuses du contexte et de leur finali-
1é,

Deux réles ne leur sont pas contestés. Celui de point de pas-
sage obligé dans la formulation mathématique de la plupart des
probléemes de 1'ingénicur et celui de pourvoyeur en méthodes
de calcul. En fait, formulation et calcul ne sont que les étapes
les plus visibles du parcours mathématique qui va du probléme
réel a sa résolution «in situ»,

Modéliser un probléme, c'est capter les traits qui en sont
'essence et les traduire mathématugquement - comment faire
autrement - en vue d’une résolution qui sera pratiqguement tou-
Jjours de naturc numénque. 5'il ne faut pas confondre le proble-

me ¢t sa formulation, on ne doit jamais oublier que celle-ci
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conditionne sa solution. Que dire d'une modélisation qui conduirait a un sys-
1¢me linéaire de dizaines de milliers de variables et d'éguations et dont la
matrice serait dense ! Elle ne serait d'aucune utilié !

Une fois le modéle établi, on doit en faire I'analvse mathématique :
s'interroger sur I"existence, I"unicité de ses solutions. Le modile, qui n'est
qu’une approximation de la réalité, peul n'avoir aucune solution au sens
mathématique, alors que celle-ci en posséde physiquement une. Ce travail
d'analyse peut étre trés délicat. Pensons & celul réclamé par une équation aux
dérivées partielles non linéaire ! La démarche d’analyse fonctionnelle qu'elle
exige aura de grandes chances d'éwe pergue comme compliguée, peu signifi-
cative, voire inutile par 1'éleve. Pourtant celui-ci doit avoir une idée de ces
difficultés, ne serail-ce que pour comprendre certains comportement numé-
riques ultérieurs. Comment éviter, alors, de connailre les concepts de base et
les théorémes essenticls de la topologie générale, de méme que les espaces
fonctionnels les plus courants. A ce propos, les espaces L? sont incontour-
nables pour le rdle charniére gu'ils ont entre réalité physique et modélisation
mathématique. Leur structure hilbertienne, fondamentale, mérite d'étre étu-
diée en tant que telle pour une compréhension profonde et une utilisation
intelligente des éléments d'Analyse de Fourier ¢t d’Analyse harmonique tra-
ditionnellement considérés comme deux piliers des mathématiques dites de
I'ingénieur,

Tout cet effort mathématique ne débouche pas directement sur la solu-
tion, I"accs A celle-ci élant numérique. C'est le role de 1' Analyse Numérique
de nous ouvrir la voie. Les processus physiques font, en général, intervenir le
temps et I'espace qu'il faut diserétiser, Un cours d' Analyse Numérigue ne se
contente pas de la description des méthodes qui conduisent du probléme
«continu» au probléme discrétisé : différences finies, éléments finis, volumes
finis, méthodes spectrales, méthodes particulaires. §'appuyant sur 'analyse
foncuonnelle et I'analyse classique, il doit justifier ce passage du continu au
discrétisé en éludianl sa consistance el sa convergence.

Celte élape d'approximation consisie, trés schématiquement, 4 remplacer
des espaces vectariels fonctionnels (donc de dimension infinie) par des
espaces vectoriels de dimension finie, Mais le probléme discrétisé obtenu
n'est pas susceptible d'un traitement immédial sur ordinateur, [l doit étre, au
préalable, décomposé¢ en problémes numériques de base. Au nombre de ces
derniers se trouvent la résolution des sysiemes linéaires, la résolution des
équations algébriques, les problémes aux valeurs propres, les probléemes de
moindres carrés, les problémes d"optimisation avec ou sans contrainte. Sans
surprise, cette énumération coincide avec celle des principales «routiness de
toute bibliothéque numérique. C'est le rdle d'un enseignant en
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Algorithmique Numérique de nous décrire les différents algorithmes de réso-
lution, de nous éclairer sur leur choix grice 4 1'étude de leur comportement
numérigue. Cette étude est d'abord celle de leur domaine d'utilisation et de
la nature de leur convergence. Ainsi pour les éguations non linéaires, la dis-
tinction entre méthodes localement convergentes (le choix du point initial est
décisif) et méthodes dites globalement convergentes {moins dépendantes de
ce choix) est essenticlle. Cette éude est ensuite celle de la qualité de leur
convergence : stabilité, précision, vitesse. Elle est enfin celle de leur codit
numérique : colt de calcul d'une itération, colt de stockage des données. Si,
dans celte démarche, 1'analyse classique est une composante évidente, il en
est une, plus cachée, plus subtile, due a la spécificité du calculateur qui
raméne |'ensemble des réels a un ensemble de cardinal fini : I'ensemble des
nombres flottants. On la décnit souvent comme Je passage de |'arithmétique
exacte a |'arithmétique inexacte. L'exemple suivant illustrera la nécessité de
celte étude de |'erreur.
Considérons le systéme linéaire Av=b suivant :
{ 0,550x, + 0,423x, = 0,127
0,484x) + 03722, =0,112

Supposons que deux algonithmes nous aient conduits aprés résolution en

arithmétique inexacte :
l'mda ¥=(1,7,-191)

l'autre & ¥ = (1,01 , - 0,99)

Comment juger de la qualité numérique de ces deux résultats ? Deux atti-
tudes soni naturelles. L'une consiste & vérifier qu des vecteurs ¥ et x est
celui qui vérifie “au mieux™ le systeme linéaire, I"autre, quel est celui qui est
le plus proche de la solution exacte x* = (1,-1).

En utilisant 1a norme |[|*||l. , la premidre démarche donne :

IAT= bl =2,8 X 10 et IAT=bl. =9,73X 10

En ce sens, le résultat ¥ est meilleur que le résultat X
La seconde démarche donne :
X —x*| =091 et Jxr —x%|=0,01

En ce sens, le résultat X est meilleur que le résultat X. C'est 1'analyse de
I'erreur, domaine délicat, qui permet d'expliquer la situation précédente.

Reprenant notre marche vers la solution, arrive maintenant 1'heure de
1'implantation informatique. Une architecture et un langage informatique
ayant €€ choisis ou fixés, le travail va porter sur la définiion des structures
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de données. Prenant |'exemple du traitement des matrices creuses (e, avec
beaucoup d'éléments nuls) de trés prande taille, on sapergoit vite qu'il est
difficile de dissocier la partie Algébre Linéaire Numérique proprement dite
de Ja représentation des données. C'est ce qui rend 1'enseignement de cette
étape particulitrement délicat. Au carrefour entre algorithmique numérique
et génie logiciel, il réclame compétence et maitrise dans les deux domaines,
Les résultats obtenus doivent enfin étre organisés le plus synthétiguement
possible, tout en perdant un minimum d'information. Les logiciels gra-
phigues et de visualisation sont [2 pour y pourvoir.

Que conclure & 1'issue de ce rapide panorama ? Tout d'abord qu'il est
loin d'&tre exhaustif puisqu'il laisse de cOié les problémes discrets, c'est-ii-
dire ceux qui se posent des ensembles de cardinal fini : problemes d'ordon-
nancement, problémes de programmation mathématique ¢n variables
entidres... Pour l'ingénieur, ils sont de nature essentiellement calculatoire et
leur traitement réclame une approche plus heuristique. Lls prennent surtout
place dans les cours de théorie des graphes, recherche opérationnelle et
méme intelligence artificielle. La seconde remarque, idéologique celle-1a,
émane de ceux qui, confondant 'outil (calculateors et logiciels) uvec la main
(les mathématiques), pensent gue le développement des calculateurs, des
logiciels scientifiques ei d’interfaces de plus en plus intelligents annonce le
déclin des mathématiques. Comme si, bientdt, on allait pouvoir s'en passer !
Comme s1 un outil de plus en plus performant ne réclamait pas une main de
plus en plus solide !

En effel, supposons que des ingénieurs disposent d'un parc infini de tels
hibliothéques, logiciels et interfaces. 1l resterait toujours & savoir : comment
choisir 7 comment utiliser ? Penser gu'il ést possible de le faire sans une
connaissance mathématique suffisante reviendrait 2 dire que, hormis les
concepteurs et réalisateurs de logiciels, les ingénieurs en seraient réduits
principalement a taper les données d'entrée sur une console et en attendre les
résultats. Et méme alors, comment interpréter ceux-ci sans comprendre le
role du modele, celui de la méthode de résolution, celui du calculateur 7
QOublie-t-on gqu'l] y a encore trés peut de temps, I'ingénieur programmait lui-
méme ses calculs ef, qu'apres le temps passé A la conception, 1'écriture, la
mise au point et I"exploitation de ses programmes, il connaissait parfaiteent
les mécanismes mathématiques qu'il utilisait ? Que cet effort soit mantenant
transporté au niveau de l'analyse des résultats ne change rien au besoin
d'une culture mathématique solide. Bien au contraire !

N'ajoutons rien en guise de conclusion & ce que disait le physicien
BOUASSE : «[l est plus difficile d'apprendre a se passer des mathématiques

que d’apprendre & s'en servirs.
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