SOLUTIONS

ENONCE 252 (Igor CHARIGUINE, Moscou)

On se donne un angle de sommet O. Sur I'un des cotés, on choisit deux
points A et A’, et sur |"autre, deux points B et B". Les droites (AB) et (A'B")
se coupent en un point M. Sur le cercle circonscrit au triangle OAB, on
construit la corde [OD] parallele a (A'B’}), et sur le cercle circonscrit au tri-
angle OA'B’, la corde [OD’] paralléle a (AB).

Montrer que la droite (DD') passe par le point M.,

REPONSE de Jacques BOUTELOUP (76-Rouen)

1] est intéressant de montrer une propriété plus riche d’alignement de
guatre points. Nous désignons par I le deuxieéme point d’intersection des
cercles (OAB) et (OA’B’). Les points A, M, I, A" d’une part et B, M, [, B’
d’autre part, sont cocycliques. C’est une propriété classique qui peut e justi-
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fier de fagons variées :

* Par une construction classique, I est le centre de la similitude A — B,
A' = B’ C'est donc le centre de la similitude A — A’, B+~ B’. d'ou le
résultat par la méme construction classique.

* Par Ja directe du théoréme de Simson, les projections orthogonales de I sur
les cotés de I'angle sont alignées avec celles sur AB et A’B". D'ou la pro-
priété par réciproque du méme théoréme.

» Par relation classique de points cocycliques : (AM, AI) = (AB, Al) = (OB,
OI) =(0OB", OI) = (A’'B’ , A'T) = (A'M |, A’'l) et la propriété, avec
démonstration analogue pour le deuxigme cercle.

Le résultat du texte s’établit d’ailleurs en utilisant un seul de ces cercles.
(DO,DI) = (AD,AI) = (AA’Al) = (MA' MI) = (A’B' MI). Le parallélisme
de (DO) et (AB) entraine celui de (DI) et (MI), d*ot ['alignement de D, I, M.
On montre de méme 1'alignement de D, I, M en remplagant D, A. A® par
D', A’, A dans le raisonnement précédent.
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AUTRES SOLUTIONS

G. BOUEZ (75-Paris), Marie-Laure CHAILLOUT (95-Sarcelles), Jacques
DAUTREVAUX (06 - St André), Edgard DELPLANCHE (91 - Créteil).
Christian DUFIS (87 - Limoges), IREM d'Aquitaine (33 - Talence), René
MANZONI (76 - Le Havre), A. MOLARD (67 - Strasbourg), Charles
NOTARI (31 - Montaut), Joél PAYEN (93 - Blanc Mesnil), Maurnice PER-
ROT (75 - Paris), Marguerite PONCHAUX (59 - Lille), Anne-Marie
RAUCH (67 - Strasbourg), Raymond RAYNAUD (04 - Digne), Pierre REN-
FER (67 - Ostwald), Jean-Marie ROBBE (25 - Villers le lac), René STOR-
CH (71 - Micon) et André VIRICEL (54 - Villers 1és Nancy).

REMARQUES
« Cependant gu'a Moscou une habile cuisine
Porte au tréne des Tsars un Boris Ethylsine,
GEuvre dans sa datcha un Chariguine Igor
qui unit dans son caeur Lobat et Pythagor »
André Viricel (Aofit 1996)

Plus prosaiquement, doit-on, dans un tel probleme, redémontrer que les
cercles circonscrits aux quatre triangles formés par quatre droites prises trois
4 trois on un point commun (point de MIQUEL du quadnlatére complet) ou
peut-on supposer ce résultat connu ?

Méme s'il est classique, ce résultal contient I'essentiel de la solution de
cel énoncé 252, les trois quarts des lecteurs |'ont utilisé et 80% d’entre eux
'ont redémontré, pour plus de la moitié en utilisant la similitude de centre
I ; trois lecteurs (outre Jacques BOUTELOQUP) ont ulilisé les relations angu-
laires et un seul la droite de Simson.

Deux lecteurs ont proposé une solution analytique ; par ailleurs, Christian
DUFIS propose deux solutions dont une ne fait pas intervenir le point de
MIQUEL : le parallélisme (D'B*)/(DB} et (OD’)/(BM) prouve que 1’homo-
thétie de centre D' qui transforme la droite (A'B") en la droite (OD) transfor-
me M en D. Jean-Marie ROBBE prouve d'abord, 2 I’aide de nombreuses
relations angulaires élémentaires, que (D'B)/(DB’), puis que D, I et D" sont

alignés, enfin que DMB = D'DO.

Maurice PERROT fait intervenir les intersections E et F de (DA") et
(DB') avec (AB), prouvant que les triangles DAB et D'EF se comespondent
dans une homothétie de centre M, vu que MA''MB’ = MA MF = MB ME et
que ces triangles ont fes mémes angles. Charles NOTARI propose plusieurs
méthodes : par exemple, pour prouver I'alignement de [, D, D', 1l fait inter-
venir I'inversion de centre O et de puissance OI2, qui transforme D et D’ en
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deux points d'ou 1'on voit le segment [OI] sous le méme angle.

A. MOLARD se demande si une solution en géométrie projective ne
serait pas plus élégante. Pour le moins, G. BOUEZ, Jacques DAUTRE-
VAUX et Joél PAYEN signalent le cas ol les deux cercles seraient tangents

en O : AB et A'B’ se correspondraient dans I"homothétie de centre O trans-
formant un cercle en I'autre, donc M serait & 1'infini, ce qui, pour G.
BOUEZ, n'est pas compatible avec I’énoncé alors que, pour les autres, le
résultat général reste valable, du point de vue projectif. Joél PAYEN étudie
également le cas I = M ot la méthode générale n’est plus utilisable alors que
le résultat reste valable. Ce cas se présente lorsque deux des quatre droites se
coupent sur 1'une des deux autres.

Peu de lecteurs se sont attardés sur les cas particuliers ; par exemple celui
o D et D' sont confondus et ou I"énoncé perd son sens est signalé par
Maurice PERROT et rtraité en détails par Marie-Laure CHAILLOUT, qui
prouve que cela se produit lorsque A, B, A’, B' sont cocycliques, donc
lorsque O, M, 1 sont alignés.

L’énoncé plagait A et A’ d’une part, B et B’ d’autre part sur une méme
demi-droite issuc de O. G, BOUEZ mentionne que cela n'a rien de pertinent,
d'ailleurs 15% des lecteurs ont placé O entre A et A’, et 15% n'ont pas fait
de figure,

On pouvait énoncer ce probleme différemment. André VIRICEL le rame-
ne au lemme suivant : deux cercles se coupent en A ¢t |, une sécante commu-
ne menée par A les recoupe respectivement en D et M, alors les droites (OD)
et (A’M) sont paralleles. G. BOUEZ remarque que les six points C, A, A,
B, B’, M sont permutables : étant donné un quadrilatére complet et les quatre
cercles circonscrits chacun 2 un triangle, par les (rois sommets du triangle on
méne une corde paralléle a la guatriéme droite, Les six droites joignant le
point de MIQUEL aux six sommets du quadrilatére complet passent chacune
par deux des sommets des 12 cordes remarquables ainsi construites.

Il mentionne également, comme généralisation du point de MIQUEL, le
théoréme de CLIFFORD :
pour n 2 2,

- & un systéme S,, ; de (2n — 1) droites est associé un cercle Cy, ) (Cy est le
cercle circonscrit au triangle),

- & un systeme S, est associé un point Py, commun aux 2n cercles Cyy (P,
est le point commun de Miquel du quadnilatére complet),

- & un systéme Sy, est associé un cercle Cyyyy contenant les (2n + 1) points

Fage
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