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Editorial

Venez et vous verrez'!

C’est une tache sérieuse que d’avoir a accueillir de nouveaux lecteurs; je I’endosse avec joie. Elle est le
juste retour de la main qui m’a été tendue lorsque j’ai pour la premiere fois bravé le sol des Journées
Nationales de 'APMEP.

Je suis professeure des écoles et j'avais cru bon alors d’ajouter une mention au crayon sur l'étiquette
d’identité qui m’avait été remise a I'inscription : « Nulle en maths ». Cette mauvaise fanfaronnade servait
a prévenir tout interlocuteur que la discussion risquait de faire flop s’il s’aventurait sur des sujets
trés mathématiques.

11 existe encore des enseignants du premier degré qui vivent cette contradiction remarquable d’étre les
premiers enseignants de mathématiques et de se sentir illégitimes a les enseigner. Nulle en maths, cela
en dit long sur la relation que bon nombre de Frangais entretiennent avec le souvenir de I’enseignement
de cette discipline puisque la rencontre avec les mathématiques s’affirme en premier lieu dans le cadre
de l'institution scolaire. Notre systéme scolaire engendre des professions qui utilisent au quotidien
des notions mathématiques, les manipulent, les partagent, les enseignent; il faconne malgré tout des
dépréciations profondes sur 1’échelle intime du rapport aux mathématiques. La phrase que j'aurais
volontiers écrite au sortir des trois jours de conférences et d’ateliers était tout autre : « C’est ¢a les
maths! ». Ainsi les activités mathématiques demandaient de confronter des raisonnements et des savoirs
techniques, de construire la capacité a choisir des moyens efficaces, rigoureux et méme jolis d’accéder a
un résultat valide, et non de brandir ce résultat comme seul fruit de l’activité. Faire des mathématiques,
ce serait dorénavant une perspective de questionnement collectif au sein de ma classe.

A ’APMEP, la posture d’autorité que 1’on rencontre fréquemment dans le rapport social de celui qui
sait vers celui qui ne sait pas, n’a pas de raison d’étre. En premier lieu du fait de toute absence de
hiérarchie (dont on connait la force de verrouillage pour la construction d’une coopération). Ensuite, de
par la reconnaissance de l'identité professionnelle de chacun. Etre professeur des écoles ou professeur
de college et de lycée, enseignant du supérieur, implique des gestes professionnels spécifiques et une
aptitude didactique distincte; s’il existe une posture dogmatique au sein de 1’association, c’est celle-la.

J’ai plaisir a témoigner des temps de partage et d’échanges qui caractérisent les groupes et leurs
discussions. J’ai la certitude qu’ils contribuent a la capacité d’engagement dans 1’exercice de notre
métier et a notre faculté de mise en mouvement, de renouvellement et de joie a construire une vie
avec nos éleves. Adhérer a I’APMEP, c’est une amorce forte dans la possibilité d’un épanouissement
professionnel fait d’expérimentations, de questionnements et de choix. C’est aussi certainement une
possibilité de couper court a la reproduction d’'une image des mathématiques puissamment sélective et
potentiellement élitiste.

Ce hors-série d’Au fil des maths a la capacité de présenter cette force du collectif. Il est une fenétre
ouverte sur quelques ressources pour la pratique de classe et exalte la capacité de partage et d’échange
du groupe. Il est une invitation a prendre part a la construction : bienvenue a tous! Et au grand plaisir
de vous rencontrer!

Agneés Gateau est enseignante a 1’école élémentaire d’Etigny (89). Elle est aussi membre de la commission
Premier degré de I’ APMEP.
agnesgateau@gmail.com
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Présentation

L’APMEP (Association des Professeurs de Mathématiques de I’Enseignement Public), association régie
par la loi de 1901, a été fondée en 1910. Elle s’engage et soutient toute action qui lui parait propre
a permettre un enseignement des mathématiques de qualité pour toutes et tous, de la maternelle a
I'université. Elle est composée d’une vingtaine de commissions et groupes de travail nationaux, qui
apportent leurs contributions aux prises de position et aux publications de 1’association.

L’APMEP est présente sur I’ensemble du territoire par 'intermédiaire de vingt-cinq associations régionales,
qui organisent notamment divers séminaires et colloques, dont les « Journées Nationales » annuelles depuis

°1

1960. LAPMEP se veut étre un lieu de libre parole, de confrontation d’idées et d’autoformation.

L'association ne vit que des cotisations de ses adhérents, des ventes de ses publications (dont les
auteurs sont bénévoles), d'une redevance du CFC (Centre Francais d’exploitation du droit de Copie), et
de quelques recettes versées par des partenaires; ses responsables et membres actifs ne bénéficient
d’aucune décharge de service pour la gestion de 1’association, mais 1’aventure est passionnante ! Alors si
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vous souhaitez soutenir ou participer aux travaux de ’APMEP, n’hésitez plus et adhérez.

La revue Au fil des maths, le bulletin trimestriel de 'APMEP, s’adresse a tout enseignant de mathéma-
tiques, de la maternelle a I’enseignement supérieur. Il s’agit d’'une revue professionnelle, tournée vers
les préoccupations et besoins « de terrain », complémentaire de revues plus didactiques et théoriques
telles que Grand N ou Repéres IREM. L'équipe éditoriale publie dans chaque numéro un ou plusieurs
articles en lien avec 1’enseignement en école primaire. Vous serez probablement aussi intéressés par
des articles tournés vers la Sixieme, sources d’inspiration pour les classes de CM1 et CM2, qui donnent
acces a des idées pour enseigner les mathématiques en vue du cycle 4.

VENEZ CAEZ Mous |

NoTRE PEDAGOGIE : -
SoNT Bio EST SPRALEE
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Présentation

Chaque numéro d’Au fil des maths est constitué de cing rubriques principales, que vous découvrirez
dans ce hors-série.

Page Avec les éleves

Les articles de pratique de classe relatent des expérimentations ou présentent des ressources
qui ont toutes été testées avec des éleves. Ils cherchent a en dégager a la fois les points forts
et les limites. Vous pourrez y puiser des idées, cette fois trés concrétes; la plupart des activités
sont quasiment « clé en main » mais sont bien siir destinées a étre adaptées au contexte dans
lequel vous travaillez. Certains articles donnent lieu a des témoignages d’enseignants ayant testé

la ressource ou le dispositif.

J

Ouvertures

C’est le lieu des mathématiques pour réfléchir et approfondir. C’est aussi le lieu des ar-
ticles qui sortent des sentiers battus, ou l’on trouvera des idées originales, des liens avec
d’autres disciplines.

Reécreéations

Dans chaque numéro sont proposés de jolis problemes a chercher, des énigmes et curiosités
mathématiques : pour vos éleves parfois, pour vous toujours ! Une source d’inspiration, en tout cas.

Page Opinions

Les articles de cette rubrique, souvent orientés sur la didactique, sont écrits par des auteurs

actuels reconnus en recherche, avec l'objectif de se mettre a la portée de tout enseignant
ou formateur. La plupart peuvent donc étre utilisés tels quels pour se former, faire réfléchir
ou approfondir un point de didactique. Ils sont émaillés d’exemples et accompagnés d’une

bibliographie qui vous permettra d’aller plus loin sur le sujet, selon vos besoins.

_/

Au fil du temps

Des éléments d’histoire des mathématiques pour parfaire votre culture, des recensions d’ouvrages
mathématiques. Parmi eux, quelques pépites pour I’école primaire, mais aussi des contenus de

niveaux variés qui sauront aiguiser votre curiosité.

L'APMEP est heureuse de vous mettre a disposition ce hors-série en acces libre et gratuit. L'école
maternelle et élémentaire est le premier lieu d’apprentissage des mathématiques, celui de la construction
de concepts fondamentaux comme le nombre entier; il était donc tout simplement naturel que ce premier
hors-série d’Au fil des maths soit consacré au premier degré. Nous espérons que ’ensemble de ce
numéro composé d’anciens articles augmentés de témoignages de collegues et de nouveaux articles
vous sera utile a la fois pour votre culture mathématique et didactique personnelle, et dans votre
pratique de classe.
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Présentation

Dans le méme esprit que ce hors-série d’Au fil des maths, vous pourrez également participer aux
Mercredis de ’APMEP @ qui se veulent étre un espace dédié aux questions de I’enseignement des maths
a I’école primaire ou encore a la commission Premier degré. Pour plus d’information, n’hésitez pas a
consulter notre site @.

En attendant, vous avez acces a la boutique en ligne @, qui contient toutes les ressources « premier
degré » éditées par l’association.

Pour adhérer a 1’association, rendez-vous ici @ ou la (page 64).

Bonne lecture. .. et a bientdt parmi nous!

Sébastien Planchenault
Président de ’APMEP.
president.e@apmep.fr

© APMEP Octobre 2021
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Vergnaud
versus
Singapour

La résolution de problémes, au centre de I’activité des
éléves dés |'école. .. Dans cet article, I’'auteur interroge
des catégorisations de problemes additifs basiques,
leur réle, leur utilisation pour enseigner et leur appro-
priation par les collegues.

Richard Cabassut

La résolution de problemes : un theme d’actualité dans la forma-
tion a I’école primaire

A la suite du rapport Villani-Torossian [1], une importante réforme de la formation continue des profes-
seurs d’école a été mise en oeuvre, notamment pour ce qui concerne I’enseignement des mathématiques.
Un des dispositifs clés de cette réforme est la mise en place de constellations, regroupant six a huit
enseignants de la méme zone locale (sans étre obligatoirement rattachés a la méme école), animées par
un méme Référent Mathématique de Circonscription (RMC). Pour réaliser cette étape il a fallu recruter
et former ces RMC, parfois dans des académies tres déficitaires du point de vue des ressources humaines
disponibles. Un des premiers thémes de formation envisagé est celui de la résolution de problémes [2].
Nous proposons dans cet article de réfléchir sur le réle des catégorisations de problemes pour montrer
sur ce théme de la résolution de problémes la délicate articulation entre recherche et enseignement.

Le role des catégorisations de problemes

La catégorisation des problemes semble un outil intéressant pour un enseignement de la résolution de
problémes [3, p. 4] : « de I’avis général des chercheurs consultés, il est utile d’engager;, en formation
initiale comme en formation continue, un travail de catégorisation des problémes mathématiques. Il
permet d’outiller les enseignants afin : de faire “I’analyse a priori” des énoncés proposés, d’évaluer
la nature de la difficulté soulevée par tel ou tel énoncé, de s’assurer de varier les types de problémes
proposés ». Une partie des justifications des pratiques d’enseignement et de formation se fondent sur
des résultats de la recherche. C’est pourquoi nous allons évoquer deux catégorisations de problemes
issues de la recherche.

Deux exemples de catégorisations de problemes verbaux arith-
métiques additifs issus de la recherche

Un probléme verbal est un probléme énoncé par un discours oral ou écrit, sans recours a des représen-
tations non linguistiques (schéma, dessin, photo, geste, matériel, ...). Un probleme arithmétique est
un probléme qui se modélise par des relations entre nombres impliquant au plus les quatre opérations



Vergnaud versus Singapour

de base de I’école primaire (addition, soustraction, multiplication, division). Un probléme additif est un
probléme précédent impliquant seulement 1’addition ou la soustraction.

Catégorisations sémantiques (Vergnaud)

Dans les années 70, des catégories sémantiques de 1’énoncé sont apparues. Illustrons avec 1’exemple de
Riley [4] traduit dans la thése de Maryvonne Priolet [5, p. 104].

TYPES DE PROBLEME TAUX DE REUSSITE

PROBLEMES DE CHANGEMENT

5 ans

6 ans

7 ans

8 ans

Changement 1

X avait 3 billes. Puis Y lui a donné 5 billes.

Combien de billes a maintenant X?

0,87

1,00

1,00

1,00

Changement 2

X avait 8 billes. Puis il a donné 5 billes a Y.
Combien de billes a maintenant X?

1,00

1,00

1,00

1,00

Changement 3

X avait 3 billes. Y lui en a donné.
X a maintenant 8 billes.
Combien de billes Y a-t-il donné a X?

0,61

0,56

1,00

1,00

Changement 4

X avait 8 billes. Il en a donné a Y.
Maintenant X a 3 billes.
Combien a-t-il donné de billesa Y?

0,91

0,78

1,00

1,00

Changement 5

X avait des billes. Y lui en a donné 5 de plus.

Maintenant X a 8 billes.
Combien X avait-il de billes ?

0,09

0,28

0,80

0,95

Changement 6

X avait des billes. Il en a donné 5 a Y.
Maintenant X a 3 billes.
Combien avait-il de billes ?

0,22

0,39

0,70

0,80

PROBLEMES DE COMBINAISON

Combinaison 1

X a 3 billes. Y a 5 billes.
Combien X et Y ont-ils de billes ensemble ?

1,00

1,00

1,00

1,00

Combinaison 2

X et Y ont ensemble 8 billes. X a 3 billes.
Combien Y a-t-il de billes?

0,22

0,39

0,70

1,00

PROBLEMES DE COMPARAISON

Comparaison 1

X a 8 billes. Y a 5 billes.
Combien X a-t-il de billes de plus que Y?

0,17

0,28

0,85

1,00

Comparaison 2

X a 8 hilles. Y a 5 billes.
Combien Y a-t-il de billes de moins que X?

0,04

0,22

0,75

1,00

Comparaison 3

X a 3 billes. Y a 5 billes de plus que X.
Combien Y a-t-il de billes ?

0,13

0,17

0,80

1,00

Comparaison 4

X a 8 billes. Y a 5 billes de moins.
Combien Y a-t-il de billes?

0,17

0,28

0,90

0,95

Comparaison 5

X a 8 billes. Il a 5 billes de plus que Y.
Combien Y a-t-il de billes ?

0,17

0,11

0,65

0,75

Comparaison 6

X a 3 billes. Il a 5 billes de moins que Y.
Combien Y a-t-il de billes?

0,00

0,06

0,35

0,75
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Vergnaud versus Singapour

Dans cet exemple, trois grandes catégories sémantiques de problemes additifs apparaissent : les change-
ments, les combinaisons et les comparaisons (appelés respectivement transformations d’états, composi-
tions d’états et comparaisons d’états dans la catégorisation de Vergnaud [6]). Les résultats précédents
montrent une variation des réussites suivant les catégories et les sous-catégories, et suivant les ages.
Ces recherches ouvrent donc 1’étude des progressions, des dispositifs, des aides dans I’enseignement,
non plus en fonction de catégories dépendant des seules opérations mathématiques impliquées dans le
probleme (ici I’addition et la soustraction), mais en tenant compte d’autres variables (ici la catégorie
du récit), mais aussi dans d’autres recherches la taille et la nature des nombres, les grandeurs en jeu,
la complexité sémantique et syntaxique de 1’énoncé, les registres de formulation de I’énoncé (énactif,
iconique, symbolique). ..

Catéqgorisations par des modélisations en barres (Singapour)

A partir des années 1980, I'Etat de Singapour a développé une catégorisation des problémes arithmé-
tiques reposant sur une modélisation visuelle a 1’aide de représentations en barres. Les trois catégories
suivantes, extraites de [7], concernent les problémes additifs basiques. La modélisation de la multiplica-
tion et la division apparait comme un cas de modélisation d’addition répétée de nombres égaux.

a ?
? b
? c
[~—— [~——
a b x a b d b d
a+b==x r+a=»b a+b==x r+b=c
Modeéle parties-tout. Modeéle de comparaison.
b b
a a a
? a
a ?
a+b==x

Modéle de multiplication et division.

Par rapport aux catégorisations précédentes, I’aspect sémantique est absent. Il est pris en charge dans
une étape de verbalisation en amont de la représentation. Par contre, 1’aspect modélisation est valorisé
et le type de registre de représentation (des barres visuelles) est dominant. Des recherches [8] ont étudié
I'effet de ces catégorisations sur I’apprentissage et I’enseignement, confortées par les bons résultats de
Singapour aux évaluations internationales, sans que le lien entre I'usage de ces catégorisations et ces
bons résultats aux évaluations soit avéreé [9].

L'utilisation des catégorisations pour enseigner

Dans les ressources officielles

Pour accompagner les programmes de 2008, une ressource officielle [10] se réfere plusieurs fois
(pp. 22, 57, 73, 90, 96) aux catégorisations de Vergnaud. D’autres ressources apparaissent pour étudier
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les progressions a partir de ces catégorisations et les aides possibles, en utilisant par exemple des
schématisations de Vergnaud [11, 12]. Pour accompagner les programmes réajustés en 2018, des guides
sur la résolution de problemes sont proposés [13] s’appuyant sur les modélisations en barres et des
ressources apparaissent pour appuyer cette approche [14, 15].
L’enseignant pourrait donc se sentir écartelé entre ces deux catégorisations différentes. Ce qui
nous apparait important c¢’est que I’enseignant soit conscient des justifications de ces catégorisa-
tions, c’est-a-dire des intéréts a les utiliser dans 1’enseignement. Chacune de ces catégorisations
présentent des avantages et des inconvénients.

Comparaison des deux catégorisations

Pour faire court, le mérite des catégorisations sémantiques est d’avoir sensibilisé les enseignants a
I'importance des éléments sémantiques de 1’énoncé dans la compréhension de 1’énoncé et dans la
recherche de solutions aux problémes, et donc dans les difficultés que peuvent rencontrer les éléves et
dans la progression de ces difficultés.

Le mérite des catégorisations avec des représentations en barres est d’avoir sensibilisé 1’enseignant
a I'importance de la modélisation, notamment avec 1'usage d’une représentation visuelle particuliere
utilisant des barres.

Dans les catégorisations de modélisation en barres, le nombre de catégories est plus réduit par rapport
aux catégorisations sémantiques : quelle opérationnalité pour I’enseignement et I’apprentissage des
quatorze sous-catégories sémantiques des problemes additifs évoquées dans Durpaire [10, p. 73]?
Cependant ce nombre réduit de catégories contraint les éleves a reconnaitre par exemple qu'un probléme
de transformation des catégories sémantiques releve du probléme parties-tout. Les exercices de recodage
sémantique [16] vont permettre cette reconnaissance dans la phase de verbalisation en amont de la
modélisation en barres. Les difficultés repérées par les catégorisations sémantiques seront bien a traiter
dans la phase de verbalisation.

Les représentations sémantiques versus les représentations en barres

Concernant ses schémas de modélisation des problemes additifs, Vergnaud rappelle qu’« en tant que
support pour les problemes, ils sont faits pour étre oubliés au fur et a mesure de la maitrise de ces
problémes » [17, p. 34]. Au contraire, les schémas de modélisation en barres peuvent étre utilisés avec
différents themes (numération, mesure, fraction, pré-algebre...) et de la grande section au college,
assurant ainsi une continuité horizontale et verticale.

L'expérience de Singapour a permis de pointer des difficultés liées a la modélisation en barres [18, p. 47] :

o la précision du schéma en barres : par exemple, certains auteurs [14, pp. 21, 25] préconisent, a tort de
notre point de vue, une barre de longueur proportionnelle a la valeur qu’elle représente ;

e le partage d’'une barre pour un grand nombre de parts;

« la pertinence de la modélisation en barres : dans certains cas de proportionnalité (notamment multiple)
une représentation en tableau permet d’utiliser la linéarité plus facilement qu’une représentation en
barres; dans d’autres cas une écriture pré-algébrique est préférable a des représentations en barres.

Varier les reqgistres de représentations

L'utilisation de différents registres de représentation (énoncé écrit, énoncé oral, type de schéma, écriture
pré-algébrique) permet de travailler la conversion d’un registre a ’autre [19] et de mieux saisir le concept
commun a tous ces registres (la relation additive entre les données dans le cas des probléemes additifs).
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Vergnaud versus Singapour

Quelle que soit la catégorisation choisie, les problemes complexes a plusieurs étapes demanderont, dans
chaque registre, de savoir traiter le probléme (reformulation et inférences pour les énoncés, évolution
des schémas complexes, calcul pré-algébrique). Avec le temps, le calcul pré-algébrique devrait apparaitre
comme le plus efficace dans les problemes complexes. Les problemes complexes semblent insuffisamment
travaillés en France, ce qui peut expliquer la faiblesse des éléves francais sur la construction de modeéles
complexes. Une catégorisation des problémes proposée par Houdement [20] propose trois catégories :
le probléme basique qui pourra se résoudre en utilisant une des quatre opérations arithmétiques, le
probleme complexe qui se décompose en problemes basiques et le probleme atypique qui ne releve
pas des catégories précédentes. Cette catégorisation permet de redonner une place aux problémes
complexes et atypiques. D’ailleurs, les reperes annuels de progression [21] confirment ce point de vue.

On voit donc qu'un enseignant dispose de plusieurs catégorisations de problémes pour choisir une
stratégie d’enseignement sur la résolution de probléemes : le plus important sera de justifier ses choix.

L’appropriation des catégorisations dans les constellations

Pour les enseignants, concernant les catégorisations, deux points de vigilances sont relevés ici [3] :

o Sile probleme proposé est centré sur un contenu mathématique, comme objet central de I’apprentissage
ciblé par I’enseignant, il est nécessaire de s’assurer que le travail de réflexion extérieur a l’objet
d’apprentissage visé ne va pas empécher ’apprentissage. Certains chercheurs s’interrogent donc sur
le risque que I’activité de catégorisation proposée n’aide pas forcément les éleves a focaliser leur
attention sur I’objet mathématique étudié.

o La résolution de probléme nécessite un travail de transposition langagiére, entendu comme traduction,
décodage-recodage, ou décryptage de 1’énoncé du probleme, pour reconnaitre les éléments d’ordre
mathématique qui sont donnés, et ce qu’il faut trouver. Pour certains chercheurs, le travail de ca-
tégorisation risque de conduire certains éléves a un travail de prélévement d’indices lexicaux ou
syntaxiques hasardeux, qui parfois déboucheront sur un résultat juste avec une catégorisation erronée.
Ce risque des “analogies non contrélées” par des savoirs suffisants concerne davantage les éleves les
plus éloignés de la culture scolaire, et peut leurrer les enseignants les moins chevronnés. »

La mise en place de constellations compléte le travail collectif bien souvent engagé dans les écoles.
Les constellations contribuent a la réflexion sur le choix de progressions, d’énoncés de problémes, de
représentations et de procédures attendues, de situations d’enseignement. Ces choix ne doivent pas étre
I’application d’injonctions venues de I’autorité hiérarchique mais le fruit de justifications basées sur des
résultats de la recherche et sur I'observation et 1’évaluation des pratiques professionnelles. Il faut faire
confiance a ce jeune dispositif de formation continue qui, avec le temps, saura gagner en compétence et
en efficacité.
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