Durée : 4 heures
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EXERCICE 1 4 points

Dans le plan B, soit le triangle ABC rectangle en A et isocele tel que AB = AC = a ou a est un
réel positif.
Soit m un parametre réel.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur m pour que le systeme de points
pondérés {(A, 2), (B, —1), (C, m)} admette un barycentre G,.

2av?2

2. Construire Gy puis Gy. Vérifier que GoG, = .

3. Déterminer les ensembles suivants :

a. T, :{MeP;Hzm’—ﬁuﬁc’” - ”MA+MB+ MC
b. Ty = {Me P [2378 - W78 +237C | =2 | WK + 378 + 31C
c. [3={MeP; 2MA? - MB? +2MA? = a°}.

On utilisera le fait que I's passe par un point connu.

On dessineraI';, I'y, I's.

EXERCICE 2 4 points

Soit P le plan complexe muni d'un repére orthonormé (O U, T;)
A M(x; y) on associe son affixe z= x +iy.
Soient les points A d’affixe 1 +i et B d’affixe —3.

Aun point M d’affixe z(M # A et M # B), on associe le ou les points M’, s'ils existent, d’affixes
Z tels que :

zZ'+3 . L
imaginaire pur et
z+3
Z-1-1
———  réel
z—1-1
- . . Z'+3 Z-1-i
1. Donner une signification géométrique de arg 3 etde arg ~1 1
z z—1-i

2. Prouver géométriquement qu'il existe un cercle C du plan tel que si M € P-C, M’
existe et est unique. Construire alors M’ lorsque M est donné.

3. Que se passe-t-il lorsque M € C — {A, B}?
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PROBLEME 12 points

Partie A
Soit a € R*, on se propose d’étudier la fonction numérique d’'une variable réelle x définie par

fa (x) = eax2 .
On appellera (6,) la courbe représentative de f, dans un repére orthonormal R = (O ; 7, 7)
1. Donner les différents tableaux de variation de f, suivant les valeurs de a.

2. Tracer (61) et (6-1).
3. Soit g, larestriction de f; a [0; +ool.
Montrer que g, est une bijection de [0 ; +oo[ sur un intervalle I, que I'on précisera.
Déterminer g, .
Discuter suivant les valeurs de a.
Tracer sur la figure la courbe représentative de g; et celle de g:ll.

4. Justifier les inégalités :
2x—1<x* pourtoutxe Ret
x?><3x-2 pourtoutxe[l;2].

a. Endéduire un encadrement de I'aire comprise entre (€_1), x'x, etles droites d’équa-
tionx=1letx=2.
b. Soit I la fonction définie sur R par :

x 2
I(x):f e " dt.
1

Montrer que I a une limite finie quand x tend vers +oo dont on donnera une ma-
joration.

Partie B

On se propose de rechercher les fonctions continues sur R telles que :

gx+y)xgx-y)=(Ex)xgy?* (1)

1. a. Montrer que f, vérifie (1).
b. Montrer que g(0) ne peut prendre que trois valeurs.
c. Si g(0) =0, prouver que g est 'application nulle.
d. S'il existe xy € R* tel que g (xp) = 0, montrer que pour tout n € N,
X0 _
gl5r)=0.

En déduire que g est la fonction nulle.
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e. Si g vérifie (1) et si g n'est pas la fonction nulle, montrer que :
soit g(x) > 0 pour tout x € R, soit g(x) < 0 pour tout x € R.
2. Soit g une fonction continue sur R vérifiant (1) et telle que g(x) > 0 pour tout x € R.
Soit h la fonction définie sur R par h(x) = In[g(x)].

a. Montrer que h(0) = 0.
b. Vérifier que:

h(x+y)+ h(x—y) =2(h(x) + h(y)) pour tout (x, y) € R2.

c. Montrer que h est une fonction paire.
En déduire que g est aussi une fonction paire.
d. Soit a=h(1).
Déterminer h(2), h(3) et prouver par récurrence que :

h(n) = an® pour tout n €N,

e. Prouver que h(nx) = n?h(x) pour tout n € N et tout x € R.
. 1 ) n
En déduire h (—) pour tout p € N* puis h (—) pour tout n € N et tout p € N*.
p p
En déduire que h(x) = ax? pour tout x € Q.
f. En admettant que tout nombre réel est la limite d'une suite de nombres ration-
nels, montrer que h(x) = ax? pour tout x € R et en déduire I'expression de toutes
les fonctions g strictement positives, continues sur R, vérifiant (1).
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