Durée : 4 heures
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EXERCICE 1

1. Résoudre dans I'’ensemble des nombres complexes I'équation :

z2—(1+\/§)z+\/§:0.

2. Résoudre dans!’ensemble des nombres complexes les équations :

1

1) z+- = 1
Z

) z+% = V2

3. Soit P(z) le polynéme de la variable complexe z tel que :

PR)=z2"-10+V2)22+2+V2)Z2-(1+V2)z+1.

a. Vérifier que pour tout znonnul,on a:

%:(z+%)2—(1+\/§)(z+%)+\/§.

b. En utilisant ce qui précéde, résoudre I'équation P(z) = 0.

EXERCICE 2

ABCD est un rectangle du plan, de diagonales [AC] et [BD] de longueur a.

1. Soit m un réel non nul. On note G, le barycentre du systéme :
{A, m); B, -1); (C, D}
a. Préciser la position de G;.
b. Déterminer 'ensemble E; des points G, lorsque m décrit R.

2. Quel est I'ensemble E, des points M du plan tels que :
|75 - 375 + 31 = a2
3. Quel estI'ensemble E3 des points M du plan tels que

2
MAZ—MB2+MC2:%?

4 points

4 points

4. Faire une figure o1 ]'on représentera le rectangle ABCD et les ensembles E;, E; et Es.
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PROBLEME 12 points

Partie A

Soit f la fonction numérique définie pour tout x de [0 ; +oo[ par :

f(x)=xIn(x)—x, pourx>0 et f(0)=0.

1. a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
b. Pour x strictement positif, calculer f’ la fonction dérivée de f et déterminer son
signe.
Déterminer la limite de f en +oo puis dresser le tableau de variations de f.

2. Soit (C) lareprésentation graphique de f dans un repére orthonormal (O ; 7, 7) (unité:
1 cm), et soit (D) la droite d’équation : « y = x — 1 ».
Soit u la fonction numérique définie pour tout x de ]0 ; +oo[ par :

ulx)=xIn(x)-2x+1.

a. Calculer u' la fonction dérivée de u et déterminer son signe. Calculer les limites
de uen 0 et +o0.

Dresser le tableau de variations de u.

b. Montrer que I'équation « u(x) = 0» posséde exactement deux solutions que I'on
notera a et b, (a < b).

En déduire que (D) et (C) se coupent en deux points A et B d’abscisses respectives
aetb.

c. Déterminer le signe de u/(x).
d. Montrer que a appartienta ]0; 1[ et que b appartienta ]6; 7|.

3. Tracer dans le repeére (O ; 7, 7) la courbe (C) et la droite (D).
On se limitera a l'intervalle [0; 8].

4. Soit A le domaine du plan limité par la courbe (C), la droite (D) et les droites d’équa-
tions:«x=a»et«x=Db» (aetbdéfinisdansleA.2.b.).

a. Montrer que S, 'aire en cm? de A, s’'exprime sous la forme :
b
f (2x-1-xInx)dx.
a

b

b. Enintégrant par parties, calculer f xIn x dx en fonction de a et b.
a

En déduire I'expression de S en fonction de a et b.
Partie B
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On se propose de déterminer une valeur approchée de b. Pour cela, on considere la fonction
numérique h définie sur Je ; +oo par :

x—1
h(x) = ———.
(*) In(x) -1
1. a. Montrer que, pour tout x élément de Je ; +oo[, h’ désignant la fonction dérivée
de h,ona:
u(x)
Hx)=-———-—"—
) x[In(x) —1]2

ol u est la fonction définie dans la question A. 2.
En déduire le signe de k' sur Je ; +ool.

b. Déterminer les limites de i aux bornes de son ensemble de définition.
Vérifier que h(b) = b. Dresser le tableau de variations de h.

2. Montrer que pour tout x de l'intervalle [6; 7], on a:

x(In(x) - 1)? > 6(n(6) — )%,
En déduire que pour tout x de l'intervalle [6; 7], on a:

u(7)
h'(x)| < =———— <0,17.
NI Sine) - 12
3. a. Déterminer I'image de l'intervalle [b ; 7] par h et démontrer qu’elle est incluse
dans l'intervalle [b; 7].

b. Soit (Uy,) la suite numérique définie pour tout entier naturel n par :

Montrer que pour tout entier naturel n, U, appartient a l'intervalle [b ; 7].

c. Montrer, en utilisant I'inégalité des accroissements finis, que pour tout entier na-
turel n,ona:

|Un+1— bl <0,17|Uy - bI.

En déduire que pour tout entier naturel n, |U, — b| <0,17".

d. Montrer que la suite (U,) converge vers b.
Déterminer un entier 7 tel que U, soit une valeur approcheée de b a 10~ prés.
Calculer cette valeur approchée.
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