Euler et le probleme de Bale

Si quelqu'un nous trouve et nous
communique ce qui, jusqu'ici, a
échappé a nos efforts, grande sera
notre reconnaissance.

Jacques BERNOULLI™.

Résumé:

Cet article expose le probleme de Bale. C’est certainement par les mots ci-dessus de
Jacques Bernoulli que le probleme est devenu célebre a la fin du 17¢éme siecle. Celui-ci
peut se résumer ainsi :

1 1 2
La série 1+ 2 + 5 + 16 + o + 36 + -+~ etc.converge. La valeur de sa limite est 3

Il a été résolu par Leonhard EULER. Nous présenterons d’abord comment Pietro
MENGOLI a posé le probléme en montrant également que cette série converge. Nous
étudierons ensuite comment, a partir d'un probleme d’interpolation, Leonhard EULER a
conjecturé que cette limite devait étre « le sixieme du carré d’un cercle de rayon un ».
Nous regarderons une premiere démonstration proposée en 1735, puis une seconde
datant de 1742. Nous regarderons comment ce résultat peut étre étendu en nous
intéressant sommairement a la fonction Zéta.

Le probléme de Bale avant Euler:

La somme 1 + 2% + 3% + 4% + --- est évoquée pour la premiere fois par Mengoli en 1644
dans son ceuvre « Novae Quadraturae Arithmeticae ». Ce mathématicien est né a Bologne
en 1626 environ et mort en 1686 a 60 ans dans la méme ville. Habitée depuis le [Xeme
siécle, fondée par les étrusques, elle fait partie au XVIIeme des états papaux. Mengoli est
éleve de Bonaventura Cavalieri (1598-1647), auquel il succede en 1647 a la chaire de
mathématiques de I'université de Bologne. Docteur en philosophie et en droit2. Il est
ordonné prétre en 1660. Il publie en 1650 'ouvrage « Novae Quadraturae Arithmeticae,
seu de additione fractionum ». Celui-ci traite des séries infinies, en calculant certaines
sommes et en démontrant certaines de leurs propriétés. Dans la préface, il démontre la
divergence de la série harmonique, 40 ans avant Jacques Bernoulli. Cette ceuvre est
composée de trois livres.

Le premier montre que :

1 Voir [11] page 254. La famille des Bernoulli est une grande famille de mathématiciens et de physiciens.

2 Voir Mengoli par Rosa Massa page 2
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Cette somme3 s’obtient en remarquant que
1 1 1
nn+1) n n+1
de sorte que les sommes partielles sont de la forme
1+1+1+ 4 1 _(1 1)+(1 1>+ +<1 1 )_1 1
2 6 12 nn+1) 2 2 3 n n+1l/ = n
Mengoli trouve une majoration de la somme de la série des inverses des carrés, a I'aide
de la remarque suivante :

1 - 1 1 1
m+1?2 nn+1) n n+1
1+1+1+1+ <1+1+1+1+ =1 1+1 1+1 1+ =1
22 32 52 12 23 34 45 2 2 3 3 4 B

ce qui conduit a majorer notre somme par 2, c’est-a-dire que

1 1 1
La série 22 + 32 + 2 + s + Z 1z converge.

En 1673, Leibniz (1646-1716) découvre le probleme de Bale par un échange épistolaire
envoyé par Henry Oldenburg* (1616-1716), premier secrétaire de la Royal Society of
London.

Leibniz fut le mentor de plusieurs membres de la famille Bernoulli, ce qui amena Jacques
Bernoulli en 1689 a s’emparer du probleme, sans arriver a le résoudre toutefois, et a
participer a le rendre célebre, notamment par les mots cités au début de cet article.

En 1730, James Stirling (1692-1770) dans son livre « Methodus Difterentialis » propose
le nombre décimal 1, 644934066 comme approximation de notre somme, valeur exacte
jusqu’a la 9¢me décimale®. Stirling n’'y reconnait cependant pas la valeur exacte de cette
limite.

3 On peut remarquer que cette série, a un coefficient prés, est la somme des inverses des nhombres
ROD 14243+ +n.

4 Correspondance du 6 avril 1673 voir le pdf page 51 et 14 mai 1673, page 63
5 Voir [4] page 54.

triangulaires. Ceux-ci sont de la forme T(n) =



Une biographie sommaire de Leonhard Euler.
Le premier age.

Léonhard Euler naquit le 15 avril 1707 a Bale, en Suisse®. Son pere, Paul, était un pasteur
calviniste. C’était un homme de grande culture qui avait étudié les mathématiques avec
le célebre Jean Bernoulli, ce qui lui permit d’initier son fils dans ses premiers pas en
mathématiques. Sa mere, Marguerite Brucker, était « issue était issue d’une famille
favorablement connue dans la république des lettres, par plusieurs savants distingués
qui ont porté ce nom’». Leonhard put ainsi grandir dans des dispositions tres favorables
al’étude.

Leonhard fut un vrai enfant prodige. On dit qu’il avait une grande mémoire, ainsi qu'une
aptitude naturelle au calcul telle qu’elle lui permettait de réaliser mentalement des
calculs extrémement difficiles. C'est une qualité qu’on retrouvera en filigrane tout au
long de ses nombreux écrits.

Son peére l'orienta vers des études de philosophie et de théologie, a Bale, dans le but de
I'amener a inscrire ses pas dans les siens et devenir pasteur. Le jeune Léonhard ne tarda
pas a étre remarqué de Jean Bernoulli. A défaut de pouvoir lui donner des lecons
particulieres, Bernoulli « s’offrit a lui lever chaque samedi, les difficultés qu’il aurait
rencontrées en étudiant les ouvrages les plus difficiles » ([1], page 16).

En 1723, Euler regut le grade de maitre-es-arts, et embrassa, pour se conformer aux
volontés de son peére, '’étude de la théologie et des langues orientales. Enfin, le
consentement de son pere vint rendre le jeune homme aux mathématiques. Il continua a
suivre les legons de Jean Bernoulli et se lia d'une grande amitié avec ses deux fils Nicolas
et Daniel.

La période russe

En 1725, les deux jeunes Bernoulli furent appelés a 'académie des sciences de Saint
Pétersbourg. A leur départ, ils promirent a Euler qu'ils feraient leur possible pour lui
trouver une place convenable. Il les rejoignit peu de temps aprés comme « adjoint pour
les mathématiques® ».

61], page 15 : « Il passa les premiéres années de son enfance a Riehen, et c’est & ce séjour champétre dans un
pays ol les progres de la corruption ont toujours été lents, et surtout aux bons exemples de ses parents, qu’il a
di cette simplicité de caractere et cette pureté de meeurs dignes du premier dge, qui I’ont distingué toute sa
vie ».

7 Ibid.

8 [13] page 157 :«L. Euler concourait en méme temps pour une chaire dans l'université de Bile; mais c'est
le sort qui prononce entre les savants admis a disputer ces places, et il ne fut pas favorable, nous ne disons
point 4 Fuler, mais a sa patrie, qui le perdit peu de jours apreés et pour toujours. Deux ans auparavant,
Nicolas et Daniel Bernoulli avaient été appelés en Russie : Euler, qui les vit partir avec regret, obtint d'eux
la promesse de chercher a lui procurer le méme honneur, qu'il ambitionnait de partager; et il ne faut pas
en étre surpris. La splendeur de la capitale d'un grand empire, cet éclat qui, se répandant sur les travaux
dont elle est le théitre, et sur les hommes qui I'habitent, semble ajouter a leur gloire, peut aisément
séduire la jeunesse, et frapper le citoyen libre, mais obscur et pauvre, d'une petite république. Les
Bernoulli furent fidéles a leur parole, et se donnérent, pour avoir aupreés d'eux un concurrent si
redoutable, autant de soins que des hommes ordinaires en auraient pu prendre pour écarter leurs rivaux».
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Mais pourquoi ces jeunes mathématiciens se sont-ils rendus a Saint Pétersbourg, et pas
plutot aupres d'une des académies des différents pays de 'Europe occidentale, qui
étaient la plupart en plein essor scientifique ? Voici quelques notes historiques sur la
Russie pour mieux comprendre ce choix géographique.

La géographie mettant en place le décor de I'histoire, rappelons que la Russie est un
territoire remarquablement homogéne?. C’est ce qui explique son expansion et donc ses
dimensions. Pour ce qui est de la latitude, on se rapproche, au nord, de celle de I'Alaska,
alors qu’au sud, la latitude correspond a celle du Canada. Bénéficiant d'une faible
influence océanique, I'essentiel du territoire est soumis, comme on s’en doute, a un
climat tres rigoureux. Mais a cela s’ajoute une relative pénurie de bonnes terres
agricoles et un besoin essentiel d’acces aux voies maritimes, au début du régne de Pierre
le Grand en 1694.

Historiquement, la Russie est d’abord Kiévienne. Alors a son apogée, elle accepte
solennellement le christianisme par I'intermédiaire de Constantinople en 988. C’est donc
de Byzance et non de Rome qu’elle regoit la religion chrétienne, ce qui contribuera de
maniere décisive a I'isolement de la Russie par rapport au reste de 'Europe et a la
civilisation latine.

A cette période succede celle dite des apanages, qui correspond a I'invasion et a la
domination mongole qui a retardé I’évolution de la Russie de prés de 150 ou 200 ans.
L’ascension de Moscou fait entrer la Russie dans sa période moscovite. Et c’est donc
dans un contexte d’isolement, de grand retard et de méfiance envers I'étranger que le
tsar Pierre prit les rénes de 'état en 1694. Les 30 années suivantes correspondent a une
soudaine montée de la puissance russe. C’est a la suite de leur victoire durant la guerre
du nord contre la Suede, état alors puissant d’Europe, que les russes s’établirent
solidement sur le golfe de Finlande. L’année 1703 vit la fondation de Saint Pétersbourg a
I’embouchure de la Neva. La Russie s'implantait ainsi solidement sur la Baltique et
disposait d'une « fenétre sur I’Europe ». Elle remplacait la Suede dans son réle de
puissance dominante au nord du continent et accédait au statut de puissance
européenne de premier plan. Le regne de Pierre le Grand, qui s’acheva le 8 février 1725,
au moment ou arrivent les deux jeunes Bernoulli, ne connut qu'une seule année sans
guerre, 1724. Ainsi donc, « les considérations militaires entrainérent des mesures
fiscales, celles-ci a leur tour des édits destinés a stimuler le commerce et l'industrie’?,
des changements dans l'administration, faute de quoi celle-ci aurait été incapable de
mettre en application ces édits, puis des mesures pour favoriser I'éducation car sans elle
une administration moderne ne pouvait fonctionner» ([2] page250). Le tsar Pierre,
«négligeant la base pour s’occuper du sommet» (|3] page 313), eutl'idée de créer une
académie des sciences, a l'instar de la France.

9 La Russie est une immense plaine qui fut jadis le fond d’une mer trés étendue ([2], pages 14 a 20).

10[3] page 300 : «En 1725, la Russie compte 86 usines métallurgiques et arsenaux, 15 fabriques de drap, 14
fabriques de cuir, 15 manufactures de laine, 9 de soieries, 6 de coton ; et des scieries, des poudreries, des
papeteries, des fabriques de verre...».



Pour franchir le fossé du retard et de I'isolement, La Russie se mettait a I’école de
'occident. Les pays occidentaux servaient de modele a 'empereur, ou plutot Pierre
chercha a adapter les institutions occidentales aux besoins et aux possibilités de la
Russie. C’est ainsi que l'‘impératrice Catherine, a la mort de son époux, exécuta le projet
qu’il avait formé : celui d’ériger, dans sa (nouvelle) capitale Saint Pétersbourg, une
académie des sciences.

C’est dans ce contexte précis que le jeune Euler va découvrir et s’emparer du « probléeme
de Bédle»...

L’interpolation

Le point de départ d’Euler dans la théorie des séries fut le probléme de 'interpolation, a
savoir :

Etendre une suite de nombre a,, définie pour n € N, a des valeurs non entiéres de n.
Par exemple, le probleme de I'interpolation appliqué a la suite définie par :
a1 = 1,32 = 2,a3 = 6,33 == 24

revient a étendre les valeurs des termes a as, as ..., ce qui correspond a des indices
2 2

rationnels.

Ce probléme a peu de signification d’'un point de vue moderne, puisque m! est défini
uniquement pour m € N. Selon Jean-Etienne Montucla (1725-1799)11, c’est John Wallis
(1616-1703) qui «parait étre le premier auteur de ce nom»12. Nous allons prendre un
exemple pour mieux comprendre cette notion d’interpolation, a partir d’un article écrit
par Euler, le numéro E01913,

Euler introduit son article en affirmant que I’étude des suites de nombres, «non
seulement en raison de leur beauté, mais aussi a cause de leur grande utilité, mérite
l'attention des géométres. Le probleme le plus important dans ce sujet est de
déterminer, pour toute suite donnée, son terme général. 1l prend alors un exemple de
suite dont «/e terme général ne peut étre exposé», la suite:

1,2,6,24,120 etc,,

Puis il continue : « Récemment, motivé par ces résultats concernant les séries que le
célebre Goldbach'* (1690-1764) nous a communiqué, je cherchais une expression
générale qui donnerait tous les termes de la suite :

1+1Xx2+1Xx2Xx3+1X2X3X4+etc.»

1 Voir [5] page 301

12 Voir [14] pages 8 a 10.

13 Aux alentours de 1910, le mathématicien suédois Gustav Enestrom a réalisé une enquéte exhaustive sur les
travaux d'Euler. Il a compté et recensé 866 ceuvres distinctes, y compris des livres, des articles de revues et
certaines lettres qu'il considérait comme particulierement importantes. A chacun d'entre eux a été attribué un
numéro, de E001 a E866, qui est maintenant appelé le «<numéro Enestrém». Cette numérotation permet
d’identifier rapidement les écrits d'Euler.

1 Voir [15], en particulier la premiére lettre d’Euler & Goldbach.
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En langage moderne, cette « suite » est donc Y2, m !. Euler trouve alors une autre
expression du terme général de cette série en proposant (en langage moderne) :

. ﬁkl‘mx(k+1)m
me= k+m
k=1

Il fait remarquer que cette expression n’est pas mise en défaut, que m soit un nombre
entier (naturel) ou une fraction, et qu’elle donne des approximations pour n'importe
quel terme souhaité, sauf dans les cas n = 0 et n = 1, dans lequel elle devient juste 1.
Puis Euler continue alors en remarquant que si cette expression n’est pas tres utile pour
le calcul, elle est en revanche «merveilleusement appropriée pour interpoler des termes

.. . 1, .
dont les indices sont des fractions». Pour m = b il obtient :

2X4 X 4X6 X 6X8 %X 8x10
3X3 X5X5X7%X7 X9x%9

X etc.,

Cela lui «rappelle immédiatement» une formule similaire a propos de I'aire d'un disque,
qu'’il avait vue dans un des travaux de Wallis... Pour Wallis en effet, 'aire d'un cercle de

diametre 1 (c’est-a-dire %) est égale au produit infini :

2X4 X 4X6 X 6X8 x 8x10

X _15
3x3 X 5x5 X 7x7 x 9x9 et

En langage moderne, Euler montre ainsil® que

)

B)-7

De l'interpolation a I'utilisation du calcul infinitésimall”

Euler va aller plus loin ; pour lui, interpoler une suite, c’est déterminer la quantité qui la
généralise. Euler affirme : « nous avons une parfaite connaissance de la nature d’une
suite si nous connaissons son terme général, c’est-a-dire la formule qui expose le terme
général en fonction de l'indice x, que x soit entier, fractionnaire ou irrationnel ».

Selon lui, le probleme de l'interpolation consiste a déterminer le terme général d’'une
suite dont on connait les premiers termes de la loi de récurrence, c’est-a-dire (en
langage moderne) déterminer f(x) sachant qu’on connait f(n).

Mais Euler, dans I'article EO19 considere comme insatisfaisante I'expression du terme
général de la série au moyen d’un autre terme général. Il semble estimer alors que les

T 2X2  4X4  6X6 T (2n)(2n+2)
B—=—X—X—X ...etc,ouencore — = HZS1—2
(2n+1)

= dans [6].
2 3x3 5%x5 7X7 4

. 3 ; . ; . s . .
16| s’agit pour nous de T (E) ,la fonction Gamma étant une extension de la factorielle a R}. Voir la fin
de Iarticle E019.

7 Voir [7].




termes intermédiaires, c’est-a-dire ceux qui n’ont pas un indice entier, ne sont
déterminés qu’approximativement. C’est pour cela qu’il délaisse cette méthode de
'interpolation, et qu’il devient intéressé par une méthode qui serait capable de donner
la valeur exacte (et non une approximation) des termes intermédiaires...

La série des inverses des carrés : une découverte intéressante...

En 1731, Euler publie un article qu’il nomme «De Summatione Innumerabilium
progressiumy» (article E020). Nous allons découvrir dans ce qui suit comment ce «grand
homme»18 fut mis sur la voie de la somme de la série des inverses des carrés. En accord
avec ses récentes avancées qui lient les séries au calcul intégral, il va exprimer le terme
suivant a I'aide d’'une intégrale :

k=n
1 1 1
S, =1+ >z + 3z + - + — <= en langage moderne)

Euler, d’abord, part de I’égalité suivante :

1—x™

1+x4+x*+x> 4+ +x" 1=
1—x

qu’il intégre sur [0, x]:

xZ x3 n-1 1_tn
—_— P cee e dt 1
S I T fol—t @

Il fait remarquer que la somme de gauche est égale a 0 si x=0, et que si x=1, nous
obtenons la formulel® suivante:

Loty —Jl_tndt
2 3 n-1 J, 1—t

Le travail d’Euler étant encore pour le moment lié a celui de I'interpolation, on

. 1
remarquera avec lui que la valeur de cette somme, par exemple pourn = >

est égale?0a 2 — 2In2.

Cependant, la somme visée est 1 + -|- -|- + s + +

Au paragraphe 17 de I'article E020, Euler affirme, en substance que pour 0 < x < 1,

18 Voir [1] page 6.

1911 a donc exprimé la somme des n premiers termes de la série harmonique a I'aide d’une intégrale.

20 11— «/‘ 1 1(1 1 . ’e
L'intégrale dev1entf —=—dt= fo o dt= Js <ﬁ - m) dt. Euler fait remarquer alors qu'il peut

continuer pour 1+ 5, puis 2 + 5, etc.



I
n—lHlool—x 1—x

De (1), Euler en déduit :

= x" * 1

— = — dt.
Zn Ll—t
n=1

Ala base des procédures utilisées par Euler, on trouve la notion de quantité
géométrique, qui implique que la fonction, comprise comme une expression de cette
quantité, possede intrinsequement certaines propriétés. Cela correspond, en langage
moderne, a la continuité, la dérivabilité, le développement en séries de Taylor, et ici en
occurrence la possibilité d’intervertir?! les signes [ et }))).

Au paragraphe 18, il fait alors remarquer que pour 0 < x < 1:

1
——dt= —In(1 -
fol_t n(1-x)

On va démontrer ce résultat.
De I'égalité :
1-x"=1-0)A+x+x% +--+x"1)

on tire:

n

=1+x+x* +-+x"1+
1—x 1—x

puis :
n

1-t

X 1 X X
] dx=J(1+t+t2+---+t”"1)dx+f dt
0 0 0

1-t

FELS +xn+Jx iy
=x+—=+—=.+—
2 3 no )y 1-t

Orpour0<x <1 ona:

X tn 1 X n+1
0< dt < t"dt =
Ll—t 1—xj;, 1-x)(n+1)

mais

. X+l
lim

S s Yoy Sl

21 Voir [7] pour une explication approfondie.




donc cela assure la convergence??2 :

+ooxn

—dt_ -

.fl—t Zn
n=1

Par le changement de variable 1 —t = vona:

1_xdl7 +°Oxn

f—dt——f —=—ln(1—x)=Z—

1-t 1V n
n=1

Euler, a la fin du paragraphe 21, propose ainsi:
(im0 = x e e
—In(1—-x)=x+—+—=—+—+etc
2 3 4
Euler per¢oit que le probléme de Bale se cache a proximité. Il trouve alors une maniére
d’obtenir les carrés parfaits qu'’il désirait au dénominateur: il divise par x avant
d’intégrer a nouveau :

—(t+—+—+- —dt— 2
Lt(+2+3+ ) x+2><2 3x3 T ax4 " Tnixn @)

Au paragraphe 22, Euler utilise ainsi le résultat suivant23:

S Lo [tna-oa ®
4 k? o t

Démontrons ce résultat.

D’abord remarquons que jusqu’a présent on a posé : 0 < x < 1. Or Ici, Euler choisit
clairement la valeur: x = 1.

In(1-x)
x

La fonction x +— est définie par prolongement par continuité avec la valeur 1, en

x =0, carln(1 —x) e X.
x—

k=n xk

Posons: g, (x) = X521 —Ona:
o xn+k k xn+1
kz:n+k n+1 n+1+k +1 (n+1)(1—x)
22 En fait, cette convergence est uniforme sur [0, a] (avec a < 1). En effet, si f,(x) = Y&zt x* et f(x) = é,

alors 0 < [f(x) — ()| < Puisque les f;,, sont continues sur [0, a], on peut donc affirmer que

n+1

(1- a)( +1)"

[f= lim [ f» et retrouver le méme résultat. On peut aussi invoquer la convergence normale de la série
x™ .

entiére }+ % — sur tout compact [0, a] contenu dans son disque de convergence.

2 ]a fonction x — — fol%ln(l —t) dt s'appelle la fonction Dilogarithme.
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Il y a donc convergence uniforme sur [0, a] (avec a < 1). Les g,, sont continues sur
[0, a], on a donc:

x1 X t t2 n-1 x2 x3 xn
—| -In(1—-¢t) dt=1i 1+ +—.. dt = —+ =+ +—=+tetc..
fotn( ) n‘l?o0<+z+3 +n> Xt ottt ogtetc

donc

x dt  ~ x*
—J(; ln(l—t) T— Zﬁ
k=1
k:nx_k

On s’intéresse pour terminer a la valeur x = 1. Posons : h,,(x) = Zk:1 e

k=n

1

vn € N,vx € [0,1],0 < |h,(x)| < Zﬁ
k=1

La suite de fonctions (hy,),ey converge normalement sur [0,1] donc

. - x* > 1
lim ) =) 5
k=1 k=1

et

o

I o dt) e — [ Lo de =1 A N
;Lfi‘foz“(‘) —‘foz“(‘> —xlmkz_lk—z—Zﬁ

k=1

La série des inverses des carrés est une série a convergence lente (ou sous-linéaire)?4. Si
on commence par calculer les sommes partielles, il faut au moins 200 termes (204
exactement) pour avoir les deux premieres décimales exactes et 30 000 (exactement
29355) pour en avoir quatre. Euler va utiliser le résultat (3) pour opérer une
transformation de cette série par une autre a convergence rapide (ou linéaire). Il va

montrer :
SER ! ,
7= Qg+ (@)
k=1

k=1

Démontrons ce résultat.
Notons
s=>Ler- [tna-o a
= —etl = —In(1 — )
] k? o t

On décompose l'intégrale I en deux :

24 Pour sa vitesse de convergence, voir [8] page 160
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*1 11 11
f—ln(l—t) dt=f —In(1—-1¢) dt—f —In(1—1¢) dt
ot t Lt

0
11
=—S—f —In(1—1¢) dt
Lt

Dans l'intégrale précédente, on fait le changement de variable 1 — ¢t = v et on pose
z=1-x(0<z<1)

1 ° 1
—In(1—-1¢) dt = —f
J; t 1—x1'_
En utilisant le développement en série de 1_:; et une intégration par parties, on
obtient?5 :
z 1 z ® ® Z
f In(v) dv =f Z v*In(v) dv = Zf vIn(v) dv
o 1—-v 0 0
n=0 n=0
2 (F o] - [ )
= n(v —_ v
£ o Jo k+1

o 7K o 7K
=) ) =)
k=1 n=1

1) k o K
=—In(z)In(1 —2) — ;kz_z = —In(z) In(x) — ;kz—z

zZ

vln(v) dv=f 1

0

1
In(v) dv
—v

En conclusion :

© Xk
Z _J —In(1—1t) dt =5 —In(z) In(x) —kZlkZ—z

k=1
S xk 7
S = Zk—2+ln(z) In(y)
=1

1 .
En prenantx =z =~ on obtient :

[oe)

Z o+ (n(2)?

k=1

%5 interversion du signe d’intégration et du signe somme nécessite la convergence uniforme sur [0, z] de la
série Yo, v" In(v): c’est une série de Bertrand.
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+oo ©
1 1
Dans la formule -In(1-x) = z — ,on choisit x = > ,on obtient In(2) = Z Tk donc
n=1 k=1

oo o) 2
1 1
5= Z iz T Z K 2K

k=1

Euler trouve alors

[00]

foe) 2
1 1
Z  ~116448let <Z —) ~ 0.480453
k-1 1,2 k
21 Y

k=1
Il obtient donc comme approximation

S = 1.644934

Il affirme alors a propos de cette approximation que «si /'on veut déterminer la somme
de cette série en ajoutant un certain nombre de termes dés le début, il faut ajouter plus
d'un millier de termes pour que ce nombre soit trouvé»2°. 11 s’agit certainement
simplement d’'une remarque a titre indicatif, car il faut additionner environ quinze
millions de termes pour avoir ces six décimales exactes (14 959 887 exactement).

Pour finir, la convergence de ces séries est assez rapide pour permettre d’obtenir les
valeurs :

n

1
Z k-1 k2 = 1,164481 pour n =18

k=1
=1
In(2) = ok = 0.6931472 pour n=23 =  [In(2)]? = 0.480453
k=1
Si on note R, le reste de la série Y.;—, ﬁ et Ry, celui de la série )i, ﬁ onales
majorations suivantes :
1

<— ) —=—— = R,,<1037%x1078
nT2n (n 4+ 1)? 4 2P 2t (n+ 1)? 22
p:

1 1
Rh<———Y —=———— = R,; <2167 x1078
mT2n+l(n + 1) 4202t (n+ 1) 21
p:

Si on note a la valeur approchée de [n(2) ona:

[[In(2)]? —a?| = |In(2) —a| x |In(2) +a| <2x|In(2) —a|] < 4.334 x 1078

26 « Si quis autem huius seriei summam addendis aliquot terminis initialibus determinare voluerit, plus
quam mille terminos addere deberet, quo nostrum inventum numerum reperiret », E020, paragraphe 22.
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Conclusion : la valeur donnée par Euler est une valeur approchée a moins de :
1.037 x 1078 4+ 4.334 x 1078 = 0.5371 x 1077 < 1077

Euler a donc obtenu six décimales exactes en additionnant seulement vingt-trois termes
de cette série.

« Cette approximation de la somme ne signifierait pas grand-chose pour beaucoup de

monde, mais parmi ses nombreuses compétences, Euler est extraordinairement fort en
2

7, . z 7 A\ 7 - 7 n
calcul. Il s’apercoit que cette valeur approchée est n’est pas tres éloignée de " »27. En

effet, vV1.644934 x 6 = 3.141592 ...
La série des inverses des carrés : une premiére démonstration

Au paragraphe 2 de I'article E041, nommé « De Summis Serierum Reciprocarum », Euler
affirme: «/'ai récemment trouvé, de maniére tout a fait inattendue, une expression

élégante pour la somme de la série
1 1 1 1

Lo+t tat
qui dépend de la quadrature du cercle, de sorte que si la somme totale de cette série est
obtenue, a partir de 13, Ia quadrature du cercle suit immédiatement. A savoir, jai trouvé
pour six fois la somme de cette série égale au carré du périmétre d'un cercle dont le
diamétre est 1. (...) En effet, j'ai récemment montré (voir le paragraphe précédent) que
la somme de cette série était d'environ 1,6449340668482264364; En multipliant ce
nombre par six, puis en prenant la racine carrée, on trouve?® 3,141592653589793238
qui exprime le périmétre d'un cercle dont le diamétre est 1. (...) Je vais donc expliquer

trés complétement comment j'ai accompli cela».

Briévement, voici la démonstration?2°:
) sinx
Euler note que la fonction x — — S annule pour les valeurs :
+m, +2m, +3w + 41, etc.
: ' \ . . sinx " .
Il fait alors I'hypothese audacieuse que la fonction x — — est la méme que le produit

-9+ (- (5 (- 21+ 5)-

car ils ont les mémes racines3. Il réécrit ce produit de la maniere suivante :

infini

%’ Voir la fin de l'article de E. Sandifer ([9])

28 | ’étape précédente conclue par Euler et qui correspond a I'article E020 du 5 mars 1731 donnait une valeur
approchée de Y12 kiz, puis de 1, & 107 prés. Il commence ici son article E041 datant du 5 décembre 1735
avec une estimation beaucoup plus précise, puisque il propose une valeur approchée de , 3 10718 prés |

29 Voir [10]

30 Le développement en produit de la fonction sinus utilisé par Euler se justifie aujourd’hui par le
théoréme de factorisation de Weierstrass, en analyse complexe. Il affirme que les fonctions dites entiéres
peuvent étre représentées par un produit infini, appelé produit de Weierstrass, mettant en jeu leurs
z€ros :
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x2 x2 x2 x2
(1 - n—) (1 - E) (1 - %) (1 - 25n2>

Il remarque alors que s'il développe ce produit infini, le coefficient en x2du
développement sera

1 1 1 1 1
w2  4m? 9m?  16m? 25w
Euler connait le développement de la série de Taylor de x — X enx=0:
x? x* «x® *
1-——-—- —
3t 51 7!
Il obtient alors en identifiant les coefficients en x?2 :
1 1 1 1 1 1
n2 4m?2 9m?  16m? 25m277 3!
C’est-a-dire
reiele iy v
49 16 25 6

Examinons la solution d'Euler au probléme de Bale, tel qu'il la décrit dans son article.
Cela nous donnera un apercu de la maniere dont Euler est arrivé a la solution élégante
que nous décrivons ci-dessus.

Soit s la longueur d'un arc sur un cercle3! de rayon 1, et soit y = sin(s).

« Alors, par une méthode bien connue, le sinus y, peut étre défini par une série de l'arc
donné »32, comme

s3 s> s7

1.23 1.2.3.45 1.23.4.56.7

Ainsi, « étant donné qu il est plus simple pour moi de déterminer des facteurs que des
racines », on transforme I'équation donnée en cette forme :

y=85-— + etc.

0=1--+ s + s
7y 123.y 1.2.3;45.y

+ etc.

Si maintenant toutes les racines de cette équation étaient A, B, C, D, E, etc., alors tous les
facteurs seraient les quantités
S S S

1-2 12 1-Z . et
A’ B’ c o Cte

Par conséquent, on aurait :

Théoréme: Soient f une fonction entiére ne s'annulant pas en 0, s'annulant au moins une fois, et (z;)nen
la suite de ses zéros comptés avec multiplicités. Alors il existe une suite d'entiers (Py)nen

et une fonction entiere g telle que:

z\k
k=pn Z

+00
vz €C, f(z) = e9® 1_[ 1- i)e’(p Z
n=0 Zn k=1 k

31 Soit un cercle de centre O et rayon 1 unité, notée u. Si 'unité de mesure des angles est le radian, alors la
longueur d’un arc de cercle AM, en unités u, est égale a la mesure de I'angle AOM, en radians.
32 Article E041, paragraphe 3.
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3 5

1 s+ s N s
y 123,y 12345.y

+ etc.= (1—%)(1—%)(1—%)%0. (4)

Par exemple, en identifiant les coefficients en s, on obtient :

1 1 1 1

Euler choisit A comme étant «/e plus petit arc positif avec le méme sinus que s».

Il pose également p33 comme étant le demi-périmetre d'un cercle de rayon 1.
Maintenant, selon la périodicité des fonctions sinusoidales, les autres arcs avec le méme
sinus que s sont

Ap—A2p+A3p—A4p+AS5p—Aetc.et —p—A,—2p+ A, —3p — A4, etc.
La somme de tous ces termes est donc égale é% :

1_1+1+1+1+1+1+1
y A p—A -p—A 2p+A -2p+A 3p—-A -3p-4A

+ etc. (5)

Euler fait remarquer que par identification des termes en s2, ce qui correspond dans le
produit infini aux produits « deux par deux », on obtient zéro. Et que pour les
produits trois par trois, on obtient 34

1.2.3.y
Ainsi, si on pose :
a=a+b+c+d+e+etc,
p=ab+ac+ad+ae+--+bc+bd+be+--+cd+ce+cf+ -
y = abc + abd + abe + -+ + bcd + bce+..,etc pour §, ¢ ...

C’est-a-dire que la somme des facteurs a un terme est @, la somme des facteurs de deux
termes est 8, la somme des facteurs de trois termes y, La somme des facteurs de quatre
termes &, etc., alors la somme des carrés de tous les termes sera

a’?+ b%?+ c?+d? + etc.= a? - 28
La somme des cubes de tous les termes sera:
a® + b3+ c3 +d3+ etc.= a® — 3ap + 3y,
a* + b* + c* +d* + etc.= a* — 4a?B + day + 2p% — 46 ...

Pour rendre plus claires comment ces formules peuvent s’utiliser, Euler note
P =a*+b*+c* +d* + etc,,

33 Cela correspondrait pour nous a p = m, MAIS r est pour nous un nombre, alors que pour Euler, p est une
grandeur, comme s ou y.

34 Dans le cas fini, c’est-a-dire celui des polyndmes, cela correspond aux relations liant les racines et les
coefficients.
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Q=a®+b3+c3+d3+etc,
R=a*+b*+c* +d* +etc,
et ainsi de suite. On aura
P=a;, Q=Pa—20; R=Qa—PL+3y; S=Ra—Qf + Py — 44, etc.
1 P 1 Q 1

P:—,Qz—z—’R:——
y y y? y 12y

,etc.

Euler décide alors de « mettre le sinus, y, égal au rayon », de sorte que y = 1. Le plus
A
petit arc A dont le sinus est 1 sera un quart de partie du périmetre c’est-a-dire > (en

langage moderne). Pour Euler :

L’égalité (5) devient alors :

l=—F-——cr-+——r+——+———+etc
p p 3p 5p 3p 5p 7p 9 7
4 1 1 1+_ rote) =
,(I-gtggtgtetc)=
1 1+1 1+1+ te.=2
375 7Ty

Euler affirme ainsi que « quatre fois cette série est égale au demi-périmétre d'un cercle
dont le rayon est un ou le périmétre total d'un cercle dont le diamétre est un ».

Il continue: «en effet c'est la méme série, découverte il y a quelque temps par Leibniz,
par laquelle il a défini la quadrature du cercle. De 13, si notre méthode devrait apparaitre
d certains comme non suftisamment fiable, une grande constance vient a la lumiére ici.
Donc il ne devrait pas y avoir de doute sur le reste qui sera dérivé de cette méthode» ...

Nous prenons maintenant les carrés des termes dans le cas ou y=1,

4 4 4 4 4 4

—+— tc.
p2+p2+9p2+9p2+25p2+25p2+eC
C’est-a-dire
8<1+1+1+1 t )—P— =1
2\1tgtggtygete)=P=0=
Donc
1+1+1+1+1: _P
179 257497 g

Ce qui nous fait donc
+ oo 1 7-[2 ( 1 d )
E ————— = - (enlangage moderne).
o 2k +1) 8
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Or

+ oo + oo + o0
$= )5 Dt L
- k2 2k +1)2 (212
o] k i 2k +1) ] (2k)

donc

+ oo
- G
- 2k +1)2
£ (2k+1)

+00
- @
- 2
£ (2k +1)

S 4 m? 7
=X — = —
3 8 6

En continuant cette identification pour les termes en s2k*1 o0 k € N, Euler obtient
aussi :

g
-
Il
3| =

i g
=l
|
ﬁ|=n

Ul
”Ms

1 z z 691712
. 8_9450 k10 ~ 93555’ /. k12 6825.93555'

La série des inverses des carrés : une démonstration définitive

C'est en 1743 qu’Euler propose dans l'article E063 «une méthode tout a fait différente de
celle par ou il y est parvenu au commencement3>». Il commence en réfléchissant a
nouveau a partir des grandeurs3¢. Il écrit : « Je consideére un cercle, dont le rayon = 1,
duquel je prends un arc quelconque =s, dont le sinus soit = x». De 1a on aura « par la
nature du cercle » :

donc en intégrant

35 Voir [20], il s’agit de I'article E063.

36 yoir [7] : Comme cela a déja été dit, a la base des procédures eulériennes, on trouve la notion de quantité
géométrique. La fonction, comprise comme une expression de cette quantité, possédait certaines
propriétés (continuité...). Ces propriétés étaient « évidentes » pour les courbes communément étudiées,
une évidence pour ainsi dire figurale.
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T
Puis Euler fait remarquer3’ que six = 1,alors s = > il en déduit :

sds =

f
V1—x2Jy V1 —u?
On utilise le développement en série

1 1 1.3 1.3..(2n-1)
=14+—u?+—u*+-+ u?tetc.

Vi—uz = 2 2.4 2.4..2n

Dong, en intégrant38 terme a terme sur [0, x], avec x < 1

1 1.3 1.3..(2n—-1)

du o 2
f 4+ 4+ ntletc.
0 1/1 —uZ 2.3 245" 24..2n.2n+1)
Et
x dx 1 x3dx 1.3 x°dx 1.3..2n—1) x*"*ldx
sds = +— + + -+ etc.
Vi—x2 23\1—xz 2451—x2 24..2n.(2n + 1) 1 — x2
2

s
On integre le membre de gauche (« en prenant x=1 on obtient ry »)
Y

fid_sz _7'[2
055—2 =3

0

NI

Une intégration par parties donne

x udu 1 \/ﬁ
—_ =1 — X“.
o\/l—uz

De maniere plus générale, en intégrant par parties :

xun+2 du X
——=(n+ 1)] u™/1 —uldu — x"*1/1 — x2
u 0

o V1 —u?
Or
x (1—u2)
un\/l—uzdu= um
fo \/1—u2
Donc

3711 est important de noter ici qu’Euler parle du nombre 7 : « Il est clair que j'emploie la lettre  pour marquer
le nombre de Ludolf Keulen 3,14159265 etc ». Il ne considére donc plus T comme un rapport de grandeurs,
mais comme un nombre...

38 |.a convergence est uniforme sur [0, a] si a < 1 ce qui justifie I’égalité pour 0 < x < 1. Pourx = 1, la
convergence de l'intégrale et la continuité de la fonction définie par la série entiere, permette d’étendre
I'égalité a I'intervalle [0,1].
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Ona

donc

Tu2du n+1 (! udu

0 ‘Vl—uz_n+2 0 V].—u2

Il en découle :

_udu lim 1 1 2 1
=lim1l—+1—-x2=1.

o V1 —u? x-1
T widu 2 (Y udu 2

o Vi—2 3 Vi-uw? 3

L wdu 4 (Y uddu 24

on—u2_50V1—u2_3-5.
L u” du _ 6 T ubdu 246
0 \/1-112 7 0 w/]_—uz 3.5.7

Et ainsi de suite, donc finalement,

2 oL 2, 13 24 135246
— =14-—X-F——X—— — :
8 23737245 35 2467357 ¢
Donc
2 i 1
8 Li(2k +1)?

On en déduit

&

=1

Conclusion : Euler et la fonction Zéta

Nous noterons a partir de maintenant
+ o0
1 N
{(n) = zk—n,oun € N.
k=0

Puisque

19




1
VnENVkEN51n>2alorsF<k2,

On peut affirmer3° que

1 1 1 1 1

1
la série 1 + on + 3 + —+ oo + o + -+ -+ est convergente,

et donc
Vn € N,sin > 2,{(n) existe et est bien définie.

Dans son article E212 qu’il nomme « Institutiones calculi differentialis cum eius usu in
analysi finitorum ac doctrina serierum», au chapitre 5, du tome II, paragraphe 122, Euler
établit une relation entre les valeurs qui apparaissent dans la somme {(2n) et les
coefficients que Jacques Bernoulli (1654, 1705), frere de Jean, avait découvert dans son
livre « Ars Conjectandi*® ». A la page 340, au chapitre 126, Euler affirme par exemple

1 1 1 1 2%9B

— 30
Mttt tsn =30 "

. 1 . .
ouB = 35 estun des nombres « découverts par Jacques Bernoulli ».

Dans l'article E393, il semblerait qu’Euler ait découvert la formule

|b2n| (2m)*
2 " 2n)!

¢(2n) =

Dans son « /ntroductio in Analysin Infinitorum », au chapitre 10 du premier tome, au
paragraphe 168, Euler possede bien la formule précédente. En effet, il calcule {(2n)pour
nvariantde 1 a 13.

Que peut-on dire*! de {(2n + 1)?

Les nombres de Bernoulli peuvent se calculer,a partir du premier terme B, = 1,
par la formule de récurrence :

m-—1

(m+1)By, = — z (™) B

k=0

Avec un logiciel de calcul formel, on peut obtenir les premiéres valeurs de {(2n) :

1 1
((2)——><7T ((4)— ><7T 5(6)—945X7T C()—9450><7r8,

39

Théoréme de comparaison des séries a termes positifs : On considére deux séries réelles Y. ,-o U, €t Y ns0Vn »
telles que Iny € N*, Vn = ngvn = ny,0 < u, <v,.Si Yns0Vn converge,alors Y, ,.oU, converge.

40 voir [11] aux pages 97 et 98.

41 Voir Iarticle [23].
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691
x 10 et {(12) = ——— x w'2,

10) =
(10) 93 355 638 512 875

On constate donc que, pour les nombres pairs inférieurs strict a 12,on a {(2p) =
2p
s

N
On connait peu de chose, nous allons le voir sur les valeurs de la fonction Zeta pour les

entiers impairs. A la vue des résultats pour les premiers nombres pairs, on peut
n2n+1 )
avec N entier.

légitimement se demander si {(2n + 1) n’est pas égal a

On peut montrer que cette conjecture est fausse.

Exercice®?:

3

o s . (-t m
Montrer, en utilisant la série alternée Z 3 que {(3) n’est pas de la forme v

n=1
avec N entier.
Faire la méme étude pour {(5),{(7) et {(9).

Solution :
had 1 had (_1)n+1
Ona: ((a)zzn—a et on pose T(“):Zn—a'
n=1 n=1

En faisant la dif férence on obtient :

o 1 had (_1)n+1
€<a>—f<a>=;n—a—;n—a= : g =5 @

8

1
> {(a) etdans 'hypothése ou {(a)

Ce quidonne: 1(a)= (1 ~ a1

a
= N la valeur de N est:

2071 — 1\ n¢%
N =
(o )i
On obtient un encadrement de N en utilisant deux sommes partielles successives de la
série qui définit t(a).

Par exemple pour :

a = 3 on trouve, avec les sommes partielles de rang 3 et 4, 'encadrement :
2549 < N < 25.95

a =5 on trouve, avec les sommes partielles de rang 4 et 5, 'encadrement :

42 Cet exercice a été composé par André Bonnet.
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295.09 < N < 295.2
a = 7 ontrouve, avec les sommes partielles de rang 3 et 4, 'encadrement :
2995.1 < N < 29954
a =9 on trouve, avec les sommes partielles de rang 3 et 4, 'encadrement :
29749.25 < N < 29749.37
Dans tous ces cas N ne peut étre entier.

Pour terminer, remarquons d’abord que pour toutn = 1, {(2n) est transcendant*3.
Roger Apéry (1916-1994) montra en 1978 que {(3) n’est pas un nombre rationnel. En
2000, Tanguy Rivoal a démontré qu'une infinité des nombres {(2n + 1) sont
linéairement indépendants sur Q, donc irrationnels ; c’est-a-dire qu’ il existe une infinité
de nombres irrationnels parmi les valeurs aux entiers impairs. Un dernier résultat :
Wadim Zudilin montra en 2001 que I'ensemble {{(5),{(7),{(9),{(11) } n’est pas
contenu dans @Q, c’est-a-dire que I'un de ces quatre nombres est irrationnel.
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