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Groupement A

Exercice 1 12 points

Partie A

1. La fonction h est dérivable sur R, et h′(t)= 0.

D’où il vient immédiatement :
1

2
y ′(t)+ y(t)= 10−β : h est une solution par-

ticulière de (E1).

2. L’équation homogène associée à (E1) est

1

2
y ′(t)+ y(t)= 0 (E0).

La fonction G définie sur R par G(t) = 2t est une primitive de la fonction g

définie sur R par g (t)=
1
1
2

= 2.

On en déduit la solution générale de l’équation homogène

(E0), y(t) = ke−2t avec k ∈R

La solution générale de (E1) s’obtient en ajoutant une solution particulière h

à la solution générale de l’équation homogène (E0).

La solution générale de (E1) peut s’écrire :

y(t)= ke−2t
+10−β avec k ∈R

3. La fonction f est solution de (E1) alors f (t) = ke−2t +10−β.

On veut de plus f (0) = 10 alors k =β, d’où :

f (t)=βe−2t
+10−β

4. On a : lim
t→+∞

(−2t) =−∞ et limu→−∞ eu = 0, alors, par composée, lim
t→+∞

e−2t
=

0.

On obtient donc :

lim
t→+∞

f (t)= 10−β= f∞

Partie B

1. La fonction i est causale et on a pour t ≥ 0 :

i (t)= 13
∫t

0
[10U (u)− g (u)] du

= 130
∫t

0
U (u) du−13

∫t

0
g (u) du

= 130
∫t

0
1 du−13

∫t

0
g (u) du

= 130t −13
∫t

0
g (u) du

= 130tU (t)−13
∫t

0
g (u) du
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On a

L [tU (t)]=
1

p2
et L

[∫t

0
g (u) du

]

=
G(p)

p

D’où

I (p) =
130

p2
−13

G(p)

p

2. On a
L [g ′(t)]= pG(p)− g (0+)

= pG(p)−10 car g (0+) = 10

et

L [U (t)]=
1

p

d’où, en prenant la transformée de Laplace de l’équation (E2)

1

2
[pG(p)−10]+G(p)=

130

p2
−13

G(p)

p
+

10−β

p
(

1

2
p +1+

13

p

)

G(p)=
130

p2
+

10−β

p
+5

p2 +2p +26

2p
G(p)=

5p2 + (10−β)p +130

p2

alors G(p)=
10p2 +2(10−β)p +260

p(p2 +2p +26)

3. On a

10

p
−

2β

(p +1)2 +52 =
10[(p +1)2 +52]−2βp

p(p2 +2p +26)

=
10p2 +2(10−β)p +260

p(p2+2p +26)

=G(p)

4. On a alors

pG(p)= 10−
2βp

(p +1)2 +52

et

lim
p→+0+

2βp

(p +1)2 +52
= 0

d’où

lim
p→0+

pG(p)= 10 = g∞

5. a. On a

L [sin(5t)U (t)]=
5

p2 +52

et
L [ f (t)e−tU (t)]= F (p +1)

d’où

L [e−t sin(5t)U (t)]=
5

(p +1)2 +52
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b. À l’aide de la question 3., on a

G(p)=
10

p
−

2β

5
×

5

(p +1)2 +52

et sachant que

L
−1

[

1

p

]

=U (t)

alors

g (t)= 10U (t)−
2β

5
e−t sin(5t)U (t)

Partie C

1. a. On a

f (t) = 5e−2t
+5

f (t) = f∞e−2t
+ f∞

d’où
f (t)− f∞

f∞
= e−2t

b.
e−2t

≤ 0,02

e−2t
≤

1

50
−2t ≤− ln 50

t ≥
1

2
ln50 = t1

t1 ≃ 2,0

2. On veut

−0,02 ≤
g (t)−10

10
≤ 0,02 équivaut à 9,8 ≤ g (t)≤ 10,2

Il faut alors tracer les deux droites d’équations respectives

y = 9,8

y = 10,2

Graphiquement, on obtient
t2 ≃ 2,3

Exercice 1 12 points

1. a.

|T (ω)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−jωk

1− j
ω

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
|− jωk|
∣

∣

∣1− j
ω

2

∣

∣

∣

=
kω

√

1+
ω2

4

(k > 0)
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b. On a
H(ω) = (T (ω))3

alors
r (ω) = |H(ω)|

= |T (ω)|3

=















kω
√

1+
ω2

4















3

2. a. — arg
(

(−jωk)3
)

= 3arg(−jωk) avec k > 0 et ω> 0, alors

arg(−jωk) =−
π

2
à 2π près

d’où

arg
(

(−jωk)3)
=−

3π

2
à 2π près

=
π

2
à 2π près

— Soit θ = arg
(

1− j
ω

2

)

alors

cosθ > 0 et sinθ < 0 donc θ ∈

]

−
π

2
; 0

[

alors

tanθ =−
ω

2
équivaut à

θ = arctan
(

−
ω

2

)

En utilisant l’imparité de la fonction arctangente,

arg
(

1− j
ω

2

)

=−arctan
(ω

2

)

— On a
H(ω) = (T (ω))3

alors

arg H(ω) = arg

(

−jωk
)3

(

1− j
ω

2

)3

= arg
(

−jωk
)3
−3×arg

(

1− j
ω

2

)

ϕ(ω) =
π

2
+3arctan

(ω

2

)

b. On a

ϕ′(ω) = 3×

1

2

1+
(ω

2

)2

=
3

2
×

1

1+
ω2

4

Alors
ϕ′(ω) > 0 sur ]0 ; +∞[
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c. — On a
lim
t→0

arctan t = 0

alors
lim

ω→+∞
ϕ(ω) =

π

2

— On a
lim

t→+∞
arctan t =

π

2

alors
lim

ω→+∞
ϕ(ω)=

π

2
+3×

π

2
= 2π

3. Tableau des variations conjointes :

ω

r ′(ω)

r (ω)

ϕ(ω)

ϕ′(ω)

0 +∞

8k3

2π

0

π

2

+

+

4. a. Il faut placer le point M0, intersection du cercle de centre 0 et de rayon 1,
avec la courbe C .

b. On a |H(ω0)| = 1 équivaut à |T (ω0)| = 1 équivaut à |T (ω0)|2 = 1, d’où















kω0
√

1+
ω2

0

4















2

= 1

k2ω2
= 1+

ω2
0

4
(

k2
−

1

4

)

ω0 = 1 avec k = 0,9

ω0 =
1

0,56

ω≃ 1,34 rad.s−1

alors ϕ(ω0) =
π

2
+3arctan

(ω0

2

)

ϕ(ω0) ≃ 3,34 rad

Annexe 1

Document réponse à rendre avec la copie
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t2

0

Annexe 2

Document réponse à rendre avec la copie
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