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LES PROBLEMES
DE I’A.P.M.E.P.

Les propositions d’énoncés {avec Ia solution dans la mesure du possi~
ble} et les solutions aux problémes posés dans le Bulletin doivent étre
adressées & :

Charles AUQUE
Université de Clermoni-Ferrand
Mathématigues pures
B.P. 45 - 63170 AUBIERE

ENONCES

Enoncé #° 62 {(EHRHART, Strasbourg)

Combien y g-1-il de matrices 4 x 4 symétrigues par rapport 4 chaque
dingonale, dont les ¢léments sont des natirels non nuls tels gue la somme
des dléments de chague ligne vu colonng so0if égale au naturel donné n ?

Enoncé n® 63 (TISS]ER, Neuilly-sur-Marne)
Inspiré par Je probleme n° 48.

Solent n 2 p deux neturels telsque n » 2ell s psn-1,
Déterminer le nombre de naturels x dont Pécriture en buse n utilise une
Jois et une seule chague entier de I & p ef fels que 2x pbsséde la méme
nropriéie,

SOLUTIONS

Enoncé n® 57 {LEMAIRE, Douai)

Diérerminer les triangles ABC du plan affine euclidien tel que la bis-
secirice intérieure en A, lo haultenr issue de B ef la mediane issue de C ont
des fongueurs doaies.
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Solution (LAILLET, Chalon-sur-Sadne)

Considérons un wiangle vérifiant les conditions de |*énoncé. Soient
M le milieu de AB, H la projection orthogonale de B sur AC, | le pied de
la bissecirice intérieure issue de A, H ‘' la projection orthogonale de M sur
AC, K Ia projection grithogonale de 1 sur AC,
MY’ BH i

e
in MCA = = s i I'ang! L ob ™l @
sin ¥Ta {mémie si angle est oblus) SME 5

(done MICA = 30° ou 150°)

A K KO
MYT A Ten T GBC
La bissectrice considérée étant la bissectrice intéricure, 1 est entre Bet
. Donc
BC = Bl + IC
d'ou ¢
A Ci t I _ 1

sin

2 B+, B, AB 2AM
iC AC AC
. Daas le mangle AMC, les cbiés sont propoctionnels aux sinss des
angles opposés, donc :
—
AM _ sin ACM 1 _ ]

AC  sin AMC  2sin AMC 2 sin (BAC + MCA)

. sin (A +30) ) .
Construisons les représentations graphigues des fonctions définies par

fea) = sin £ et ga) = _.m._l.l_.m__ . A € [0,180] .
PR ——
T (A 30)
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1l est ciair dans ce cas gue éguation n'a gu'une solufion 1 A = 60,
11 en résulte que CM est perpendiculaire 3 AB, donc que CM est ta miédia-
trice de AB, donc le friangle est &yuitatéral. Un tel triangle repond effecti-
vement 4 fa guestion,

X
P i
2 pas : MCA = 150°. On a
alors : 07 prs o 5= > g’”
sin A . 1
2 I+ i

sin{A + 130} -
Soit h la foncetion définie bar
hA) = 1 k h

1
+3iT(A ¥ 150)

Constraisons {a représen-
fation grapkique de W . On
constate Vexistence d'ane soly-
tion et dtune seule ; A = 19,
£in calenl numérigue plus pré-
cis donme: A = {8,77. La
figure ci-contre montre gu’un
1eb griangle répond effective-
ment 3 la question.

Conctusion ; deux solu-
tions :
17y ABC équilatéral
2°) ABC wl que :
BAC = 18,77° el
ACK = 150°

Autres solutions : BAUVAL
(Versailies), CARREGA
{Lyon) et Fauteur.

Enoncé n* 38 (GAUTHIER, Perpignan)

Pour quefies valeurs du naturel non nuwl n le nombre
2n+i

est-if décimat ? ni{n+l}
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Solution {LEMAIRE, Doual)

1 - 8 &, premier, divise m, ou divise 2+ 1, il ne divise pas
2+ 1 = 2{(n+ 1) - 1. La fraction

2 4 1

-+ 1

est dong frrddiectibie. 7t
2 — Par suite, le nombre

n + 1

A+ 1)

n'esi décimal que si fa décompaesition de mn + 1) en facteurs premiers ne
comporie que des puissances de 1 ou de 5,
31 — Supposons n pair,
n + 1, impair, ne peut éire qu'une puissance de 5. Mais, net 2 + | ne
pouvarit &re sitnulianément multiples de 5, n doit 8tre une puissance de 2,
c’est-a-dire :
n=2" e a+l =5 avec a EN_eth EN,
Or,
1° quel gue soit entier pair b & N, on a
5 = | (mod.3) car § = ] {tmod.3)
Donc 5 — 1 = 0 (mod.3) ; ce qui prouve que 5% — | ne peut &tre nne
puissance de 2 pour & pait.
27 quel gue 5ot Pentier impair &, on a
5 = 5§ (mod.B) car ¥ = ] {(mod.8}.
Ponc 5 ~ 1 = 4 (mod.B) . Il enrésulte gue, hormislecasont & = |,
5 — 1 ne peot 8tre une puissanice de 2 pour b impair, puisque b » 3
impligue 8 — 1 > 8.

Lecas b = 1 fourait Ia solution

nES'mleﬁE’

don nt 1 27 o4
m{n+ly 20

4 — Kapposons n inpair.
#n ne peat 8tre que 1 ou ene puissance de §, donc 2 + 1, une puissance de
2, Cest-a-dire

ne 5 gt o n+ =2 avec ¢ ef d appartenant d N |

Or, 5 =} {mod.4} mpliqee 5 + 1| = 2 {mod.4) pour tout entier
cE N,
It en résulte que, hormis lecas o ¢ = 0, 5 + 1 pe peut &ire une piis-
sance de 2, poisque ¢ > | impligue 5° + { > 4,
Le cas ¢ = 0 fournit 1a solution
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mSeam=2%-—nl,

dPod L R
n(n-+1} Z
En résumié, Ies seuls entiers positifs » tels que
2n + 1
nin+1)

soit decimal sont | et 4,

Autres solutions : BAUVAL (Versailles), BUUDON (Alger), CANET
{Avignon), CARREGA (Lyon), COQUET (¥alenciennes), CUCULIERE
{Paris), FULGENCE (Dijon), INGARAO (Meknés), LELOUSTRE
(Salen de Provence), PONASSE {Lyon}, SALLES {Cannes), VIRIANI
{Annecy} et "auteur,

Les petits probiémes d’arithmétique sont rarement inédits, MM,
SALLES et VIDIANI donnent les références d'une parution antérieure,

Enoncé n° 59 (GIBERT, Le Puy)

Sait n un naturel non nul, On dispese de n’ cubes de 1 cm d'aréte.
Connment doit-on peindre les fuces de cex cibes pour pouvpir constridire
fe maxivmum de cubes de n cm dlaréte ef de surface unicolore, de cou-
feurs différentes ?

Selation (BIGOT, Eqgueurdreville)

Désignons par & les cubes de | cm d’aréee ef par K ceux de 2 cm
draréte.

1°) Quel est s nombre maximal de cubes unicolores X constructibles
avec les n’ petits cubes & 7

Un cube unicolore K nécessite 6i° faces peintes de petits cubes &, Les
#* cubes & présentant au total 627 faces, le nombre maximal de cubes K
réalisables est ; 6r*/60 = n .

2°) Ce nombre est effectivement réalisable selon le procédé suivant,
par exemple.

Soit unt cube K et ses trais directions de faces ; A, f, v . H suffit de
dderire le procéde pour deux faces opposées de K ayant une direction
déterminée, # par exemple. Imaginons lcs 7 couches horizontales super-
posées et peigtions la face inférieure et 1a face supdricure de K en fa cou-
leur ¢y, ia face supcrieure de la premiére couche et la face inférieure de la
demxiéme couche en ia couleur ¢, ¢t ainsi de suite jusgw’a la couleur ¢,
selon le schéma ci-joint. Qn obtient ainsi un ¢ube X, de couleur ¢; {pour
les deux faces A). Pour passer au cube K, de cauleur Ty 1I suffit de faire
subir 3 la couche inférienre une transianon de vecteur T {verticale, de

n cm). Et ainsi de suite pour les couleurs suivantes |
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En procédant de mérae pour les nt couches de direction £ puis pour fex
7 couches de direction v, il sera bien possible d’obtenir Ie cube K, désiré
parmi les n couleurs ¢ pour avoir les deux faces de direction & de couleur
¢, il suffit de *“couper” le cube K harizontalement entre les deux couches
de couleur ¢, et de permuter les deux blocs ainsi obtenus sans affecter
;mcune de Ieurs trols directions, De m@&me pour les deux autres paires de
aces.

JULLIEN (Grenoble) et LEMAIRE (Doual) donnent une solution
algébrique :

Aux s coulears, on associe » ind&lerminées X,, ..., X. ; 3 un
petit cube ayant par exemple 3 faces (contigu#s bien sr) de I couleur §, 2
faces (contiguds) de ka couleur J et une face de la couleur £, on associe le
monome Xi X7 X, .

Résoudre le probléme revient A constraive un polynomse homogéne de
degré 6 12l que pour tout /, i1 y ait 8 monomes (de coefficient 1) 00 figure
X3, 12¢n - 2} monomes ou figure XF et 6(n +2)¢ monomes ol figure X,.

LEMAIRE donne I'exemple du cube de
(XX + KXy + o+ XX, + X X

JULLIENM explore des conditions supplémentaires (invariance de la
solution par permutation guelcongue des couleurs ...).
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