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LES PROBLEMES
DE L’A.P.M.E.P.

Pour répondre & lo demande de nombreux iecteurs, cetfe rubrigue
comprend désormals dewx parties,

La premidre (“PROBLEMES"") poursuit kr publication d’énoncés
inddits aver leurs sofutions.

" Lg dewxiéme (“OLYMPIADES"} est consacrée aux exercices déjd
poséds {en particulier aux diverses Olvmpiades}t, ou publids qui, par leur
cagractére insolite, incitent 4 g recherche de solutions.

En raison de Vimportence de la rubrigue "Olympiades'” due & la
contribution de notre collggue C. Deschanps, tg numdro ne comporie pas
de nouvequx énoncés de “problémes”.

Les énoncés et les solutions doivent élre adressés dactylographiés @ ;

Charles AUQUE
Université de Clermont IT
Département de Mathdmatiques Pures
BP 45
63176 AUBIERE

Probiemes

SOLUTIONS

Enoncé n° 82 (BELGY, Clermont-Ferrand)

Les chiffres de Pécriture, dans une base de numération &, d'un
nombre premier p sont {en partant du chiffre des snités) : @, a4y, ...
Démontrer que le polynome I g,X7 est irréductible sur Z.
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Solution

Soit ALX} le polynome, d son degré {gue Pon suppose 2 2}, et
A(X} =B(XKAX) une décomposition sur Z,

On a p=B(BC(H) . Par échange éventuel de B et C, et par change-
ment éventue! de signe on peni supposer Bbi=1,

Lo cas ot B est une constante est donc écarté et B =c 11 (X—2)
i=1

ol les 2; soni des racines de A(X) .

Nous allons démontrer que B(f)=1 est impossible par Fétude des
racines de A(X) .

* Suppasons d'abord 23
Bi 2 estone racine de A(X) telle que |z]»x2,o0na:

e+ "f?—;ll < [adzd»ad__,]m[?éz:?‘ 4.4 ?‘5 | <@ 1}(-%--&..,-»?{"1)‘:9—1
1l en résulte immédiatement que |z-b|>1 . |
Mais les racines qui vérifient |gj«<2 vérifient aussi {z—b{>1.
D'od ;
r“ F
1=8Bbd=rc¢ _ﬂi (-2 = |¢| In} -] = e} 21
F 23 =
qui démontre UVimpossibilité,

* Le cas b=2 est plus difficile :
Soit z une racine de A(X) telle que Re(@yz 1.

Re{ﬁ@%(&d:}ﬁkﬁ[ﬂdZ"ﬁad_l'l' %—g 3 | A+ g+ % I

=103 4 e 1, 1 o 1
%4 w1 ST T R

Dol Re(zy <

i < 1
fzl(iz] - D ~ Re{zdRe(z)- 1)

Le polynome ¥3-T2?-1{ a sa pluos grande racing strictement infé-
rieure 4 3/2, donc Re(zj<3/2 .

Les racines réelles de B{X} sont négatives ei les racines complexes
non réelles vérifient Re(D<3/2. Il résulte par substitution dans
B{Xy=cII(X~r) [XX?-2Re(z)X + [2/]%) que B{X+3/2) a tous ses
facteurs & coefficients positifs et done est un polynome 3 coefficients
positifs,

Bx+3/)>B(~x+3/2y appliqué & x=1/2 donne B{2)>B(1)
quf g5t un entier positf non nul, done B(2) 22 .
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Auntres solutions : Le probléme, déja traité avec b= 10, a &1€ résolu indé-
pendamment de cette rubrique dans fe Canadian Journal of Mathematics
en 1981, ¥'ai regu quelques solutions fausses, deux solutions partietles,
LEMAIRE (Lille} et ROUX {Le Puy} &t la solution de Pauteur.
Enoncé n° 87 ROUX, Le Puy)

Trouver ies solutions dans N x N de Péguation x¥ -y =x+y .

Soletlon (LEMAIRE, Lille)
1°) If ne peut exister de solution de la forme {oia) o aEN .
2%) La fonction £:x +— f00="28% ggcrok sur [e,+ oo, de
Lag
'y .

Conséquence : si 3<x<y, alors Lo&x > Lo;t,y ,doi x*>px (.

Remarquons tout de snite, puisque pareillement, 3gy«<x =x¥-yX<f,
que ldquation x¥—y*=x+y n'e pas de solution (x;y} telle que
Igy<x,

3°) Nous allons montrer qu’efle n°a pas non plus de solution (x,;yj oti
Igx<y .,

Soit x fixé tel que x23. Considérons la fonction
g:Y b gY) =2 - P -x-y,
que aous dérivons : ' ()= Log xI¥ ~xy~1-1; d'od, pour y>x,
g > {Log xyp*—x y~ 11, daprés (D.
‘3 >y*1{Log xyy-x— 1 ]:» x“’[L X)x— X o ]
E'O)>y [(g)y S ¥ {Log x}x 2
1

car y»x>3; mais {Log x—Iix~ ;—:3 = = >0 poar xz23.

Par conséquent, pour y>x {od x23), g'(#)>>0 et g est fonction
croissante de y . H suffira de prouver gque si y=x+1, alors g{y))ﬁ
pour pouveir affirmer que ¥ —yX—x~y>0 pour ioug canp{e dentiers
Coyrielgue 3Ig<x<y.

Considérons [a fonction hrxi—— hix)}=glhe+ Dmxrtd (x4 1)3—~2x 1,
n = x"[ - 1+.§Cw ”] 21
Ponr les valeurs x33 qui nous intéressent, la fonction

@iX b qp{x)m(I-r—m}c- X
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est positive, continfiment dérivable, de dérivée logarithmigne

(X)) _ Iy 1
B Log(l+?) T = ulx) .
¢’ (x) ale méme signe que ufx) , dont la dérivée w'G}= —— LU,

xx+ 1)
négative.

i

Adnsi, sur [+ o], 1 décroizdc(i.og -‘_})««-‘!{ a 0, donc ¢ croit

de (i)‘ ie.
3

Conséguence : pour xz3, h(x)>xXx—e}—2x—1 ,d’on
h{x))xx[x—e— 2. -L] s xx[x—ewug--—— i%]> X¥x—2,978)=0 .

xx—l xx

4} | ne resie plus qu'd rechercher les solutions éventuelles {3y} ot Fun
des naturely x ou ¥ est plus pelit gue 3.

* Pourx =0, "éguation devient : — 1=y 0or —~1EN.

* Pour y= 0, I'éguation devient : 1 =ux, d’on la solution (10}

* Pour x= |, "éguation devient ; 1 —y=1+y, d’0d =0 ; on retrouve la
. méme solution.

* Pour y= |, I’équation devient : x— 1 =x+ 1. Impossible.

a Pour x=2, elte s"écrit ; 2¥=3t4 p+ 2.
3 et 4 rendent . <ty
y=5 donne : 2¥=32=y'+y+2, donc le couple

{23} est solution.
Montrons que si ¥2 6, 2*>y¥+y+2: posant ${)=2"—yt—y-2,
il s’agit de prouver que yp6H=25y)>0 .
Comme
3 (y) = (Log2) 2V ~2y—1 > 2= 2y~
et 8°0) = (Log2)? 292 » 2722
onvoli gue y26 == 3"(y)>0, donc & estcroissante sur {6 ;+ ], &
comme 5 (B)>25—12—1>0, & esicroissanic, e positive pour ¥ 6 car
H{Ey =286 —6—-2=20>0.
On peut dire que 'éguation n'a pas de solution du type (2.} ol ¥y 2 6,
* Pour y=2 , il vient 2¥=x?-x-2.
Posons  px)=2*¥-x*+x+2.
v/ () =(Log 2)2% —2x+1>2%“ 1 2x+ 1,
@) ={Log 2 2%~-2>»2¥"2-2,
Pour x23, +"{xi>0, done 4" st croissante, et positive puisque
3B -BLin0,
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On en déduit que v est croissante et positive car
¥)=P-2+3+2=4>0,
Alnsi, Méguation n'a pas de solution du type (x;2} oi Xz 3.

En résumé, Pégquetion dtudide n'admet gque (1;0} et {2:5} comme
couples fx;y} solutions, '

Autres solmtiens : AMON (Angouldme), AYRAUD (Toulouse),
BEAUME (Pierrelatte), CUCULIERE (Paris), LAUGIER (Korba),
MANAC'H {Lorient}, NOTARI {Athis-Mons), TISSIER Montfermeil}
et Pauteur,
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