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LES PROBLÈMES 

DE L'A.P.M.E.P. 


Pour répondre à la demande de nombreux lecteurs, cette rubrique 
comprend désormais deux parties. 

La première ("PROBLÈMES") poursuit la publication d'énoncés 
inédits avec leurs solutions. 

, La deuxième ("OLYMPIADES") est consacrée aux exercices déjà 
posés (en particulier aux diverses Olympiades), ou publiés qui, por leur 
caractère insolite, incitent à la recherche de solutions. 

En raison de l'importance de la rubrique "Olympiades" due à la 
contribution de notre collègue C. Deschamps, ce numéro ne comporte pas 
de nouveaux énoncés de "problèmes ". 

Les énoncés et les solutions doivent être adressés lÙ1ctylographiés à : 

Charles A UQUE 

Université de Clermont II 


Département de Mathématiques Pures 

B.P.45 


63170 AUBIÈRE 


Problèmes 

SOLUTIONS 

Enoncé nO 82 (BELGY, Clennont-Ferrand) 

Les chiffres de l'écriture, dans une base de numération b, d'un 
nombre premier p sont (en partant du chiffre des unités) : a., a" ... 
Démontrer que le polynome I; a,.xn est irréductible sur Z. 
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Solution 
Soit A(X) le polynome, d son degré (que l'on suppose ;;. 2), et 

A(X) =B(X)C(X) une décomposition sur Z. 

On a p= B(b)C(b) . Par échange éventuel de B el C, et par change­
ment éventuel de signe on peut supposer B(b) =1 • 

, 
Le cas où B est une constante est donc écarté et B(X) = c il (X- Zi) 

i= 1 
oÙ les Zi sont des racines de A(X). 

Nous allons démontrer que B(b) = 1 est impossible par l'étude des 
racines de A(X) . 

• Supposons d'abord b;;. 3 

Si Z est une racine de A(X) telle que 1z 1 ;;. 2 , on a : 
, \ 

Iz+ a~;11 .;ladz+ ad_ll=l 
ad

.-2 + ... + J~d"(b-l)ri +"'+~-'IJ<b-l 
lien résulte immédiatement que /z-b l >1. \ 

Mais les racines qui vérifient Iz <2 vérifient aussi Iz-bl > 1. 


Dtoù: 
r 

1 = B(b) c il " (b-z j ) = Ici il Ib-Zjl > Ici;;. 1 
i= 1 i= 1 

qui démontre l'impossibilité . 

• 	Le cas b = 2 est plus difficile: 

Soit z une racine de A(X) telle que Re(z);;' 1 . 

Re(z)";;Re(odz)<;;Re(odz+od_l + Od-2)";; 1 0dZ+ 0d-I + Od-21 
z	 Z

-I Od-3 °0 1 ~ 1 1 1 - T + ... + zd-I ~lZJ2+"'+ Izld-I < Izl(lzl-l) 

D'où Re(z) < 1 <" 1 
Izl(lzl-1) '" Re(z)(Re(z)-I) 

Le polynome T' - T' - 1 a sa plus grande racine strictement infé­
rieure à 3/2, donc Re(z) < 3/2 . 

Les racines réelles de B(X) sont négatives et les racines complexes 
non réelles vérifient Re(z) < 3/2. Il résulte par substitution dans 
B(X)= cil(X-rj) il(X"-2Re(Zj)X+ Iz;l') que B(X+3/2) a tous ses 
facteurs à coefficients positifs et donc est un polynome à coefficients 
pOSitifS. 

B(x+3/2»B(-x+312) appliqué à x=1/2 donne B(2»B(I) 
qui est un entier positif non nul, donc B(2);;' 2 . 
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AUlres solntions : Le problème, déjà traité avec b 10, a été résolu indé­
pendamment de cette rubrique dans le Canadian Journal of Mathematies 
en 1981. J'ai reçu quelques solutions fausses, deux solutions partielles, 
LEMAIRE (Lille) et ROUX (Le Puy) et la solution de l'auteur. 

Enoncé n° 87 (ROUX, Le Puy) 

Trouver les solutions dans N x N de l'équation x Y - yX = X + Y . 

Solution (LEMAIRE, Lille) 

1°) Il ne peut exister de solution de la forme (a;a) où aEN . 

2°) La fonction f: x>---+ f(x)= Logx décroît sur [e,+oo[, de 
1 x 
e àO. 

Conséquence: si 3 ,;;x<y ,alors LO; x > LO; y ,d'où xY>yX CD . 
Remarquons tout de suite, puisque pareillement, 3 ';;y<x =>xY-yX<O , 
que l'équation xY-yx=x+y n'a pas de solution (x;y) telle que 
3.;;y<x. 

3°) Nous allons montrer qu'elle n'upus non plus de solution (x;y) où 
3.;;x<y. 

Soit x fixé tel que x;;. 3 . Considérons la fonction 

g : y 1---> g(y)=xY-yx-x-y, 


que nous dérivons: g'(y) = (Log x)xY -xyx-l_! ; d'où, pour y>x , 

g'(y»(Log x)yx-x yx-l l, d'après CD. 


s,(y»yx-I[<LogX)y-X- yx~l] >yX-I[(LOgX)x-X- ~] 
car y>x;;'3 ; mais (Log x-I)x- ~ >x- ~ >0 pour x;;'3 • 

Par conséquent, pour y>x (où x;;.3), g'(y»O et g est fonction 
croissante de y . Il suffrra de prouver que si y=x+ l ,alors g(y»O, 
pour pouvoir affirmer que xY - yX_x_ y>O pour tout couple d'entiers 
(x,y) tel que 3.;;x<y . 

Considérons la fonction h:Xf·_·__ h(x)=g(x+l)=xX+1 (x+l)X-2x-1. 

h(x) = xr[x-( 1+ ~ )x] -2x-1 . 

Pour les valeurs x;;'3 qui nous intéressent, la fonction 

1": x f--> l''(X)=( 1+ ~)X 
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est positive, continûment dérivable, de dérivée logarithmique 

<p'(x) Log (1 +..L)- _1_ u(x).
l''<x) x x+ 1 

<p' (x) a le même signe que u(x) , dont la dérivée u' (x) = -,-_-....,l'"=" est 
x(x+ 1)' 

négative. 

Ainsi, sur [3; + 00[, u déerOÎt de (LOg 	 ~) ! à 0, donc <p croit 

de(~)' à e. 

Conséquence: pour X;;> 3 , h(x»xX(x-e)-2x-I,d'où 

h(X}>xx[x-e- _2_ -..L] > xx[x-e-1.-..L]> xX(x-2,978}>0.
xx-l XX 9 27 

4°) 11 ne reste plus qu'à rechercher les solutions éventuelles (X;y) où l'un 
des naturels x ou y est plus petit que 3. 

• Pour x=O, l'équation devient: -1 = y; Or -1 EN. 
• Pour y=O,I'équation devient: 1 =x, d'où la solution (/;0). 
• 	Pour x= l,l'équation devient: 1-y= 1 + y, d'où y=O ; on retrouve la 

même solution. 
• Pour y= l,l'équation devient: x-I =x+ 1. Impossible. 
• Pour x= 2, elle s'écrit: 2.1'=y'+y+ 2. 

3 et 4 rendent: 2Y <y'+y+ 2 ; 
y=5 donne: 2Y =32="+y+2, donc le couple 

(2;5) est solution. 

Montrons que si y~6,2Y>,,+y+2:posant ô(y)=2Y -y'-y-2, 
il s'agit de prouver que y;;>6~ô(y»0. 

Comme 
ô'(y} = (Log2) 2Y-2y-1 > 2y - 1 2y-1 
et ô"(y) = (Log2)' 2.1'-2> 2.1'-2-2 . 

on voit que y~6 ~ ôR(y»O. donc ô' est croissante sur [6 ;+ 00], el 
comme ô'(6»2'-12-1 >0, ô est croissante, et positive pour y;;>6car 
0(6) =2'- 6'-6- 2= 20>0. 

On peut dire que l'équation Il 'a pas de solution du type (2;y) où y:;> 6. 

• Pour y=2, il vient 2x =x"-x-2. 
Posons 	 î'(x) = 2x - x" + x + 2. 


1
1" (x) = (Log 2)2 X - 2x+ 1>2x - _ 2x+ l, 
l'"(x) = (Log 2)' 2x -2>2x - L 2. 

Pour x;;'3, î'"{x) >0 , donc 1" est croissante, et positive puisque 
1"(3»2'-2'+1>0. 
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On en déduit que "( est croissante et positive car 
"(3)=2'-3'+ 3 + 2=4>0. 

Ainsi, l'équation n'a pas de solution du type (x;2) où x;;' 3. 

En résumé, l'équution étudiée n'udmet que (/;0) et (2;5) comme 
couples (X;y) solutions. 

Autres solutions: AMON (Angoulême), A YRAUD (Toulouse), 
BEAUME (pierrelatte), CUCULIERE (Paris), LAUGIER (Korba), 
MANAC'H (Lorient), NOT ARI (Athis-Mons), TlSSIER (Montfenneil) 
et l'auteur. 

Olympiades 

Les Olympiades Internationales de Mathématiques 
par Claude DESCHAMPS 

Pour la première fois, la France va organiser. du 1'" au 12 juillet 1983, 
l'Olympiade Internationale de Mathématiques. Plus de trente nations 
vont participer à cette XXIV· Olympiade et il nous paraît intéressant à 
cette occasion de rappeler l'histoire de ces Olympiades et la façon dont 
elles se déroulent. 

Les Olympiades ont été créées par les pays de l'Est; la première fut 
organisée en 1959 à Bucarest et de 1959 à 1%8, une dizaine de nations ont 
participé aux épreuves. C'est en 1%8 que les organisateurs décidèrent 
d'inviter quelques pays occidentaux, dont la France, et depuis cette date 
le nombre de nations participantes n'a cessè de croitre : 16 à Moscou en 
1973,21 à Burgos en 1975,27 à Washington en 1981 et enfin en 1982, 30 à 
Budapest où tous les continents étaient représentés (voir en annexe la liste 
des délégations). 

Ce succès croissant des Olympiades n'est pas sans poser certains pro­
blèmes, surtout pour le pays invitant; on se doute des difficultés maté­
rielles liées à l'accueil de délégations composées chacune : 

• d'un chef de délégation, membre du Jury International 
• d'un professeur accompagnant les élèves 
• de six candidats, élèves d'établissements secondaires. 
L'organisation mathématique est elle-même trés délicate ; au cours 

des mois précédant l'Olympiade, chaque pays participant (excepté le pays 
invitant) propose quatre ou cinq exercices. Ces exercices sont alors triés 
par une eommission de mathématiciens du pays invitant; cette commis­
sion ne conserve qu'une vingtaine de textes jugés "intéressants", C'est 
panni cette sélection que le Jury International, réuni quelques jours avant 
les épreuves, choisit les six exercices définitifs et leur formulation. 
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