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Exercice 1 5 points
Commun a tous les candidats

Les questions 2 et 3 sont indépendantes.

1. Résoudre dans C I'équation : 22 —2zv/2 +4 = 0.

On désignera par z; la solution dontla partie imaginaire est positive et par z,
l'autre solution.

2. a. Déterminer le module et un argument de chacun des nombres z; et z;.
2
z
b. Déterminer le module et un argument du nombre complexe (—1)
2
3. Dansle plan complexe rapporté au repere orthonormal direct (O, ;, 7) (unité :
1 cm), on considere le point M; d’affixe V21 +i), le point M, d’affixe V2(1-i)

2
et le point A d’affixe zp = %
a. Déterminer |'affixe du point M3 image de M, par 'homothétie i de centre
A et de rapport 3.
b. Déterminer I'affixe du point M4 image de M; par la rotation r de centre O
T
et d’angle — —.
& 2
c. Placer dans le méme repére les points A, M;, Ma, M3 et My.
23— 2
d. Calculer =2—2L,
24— 21
e. Soient I le milieu du segment [M3My] et M5 le symétrique de M; par rap-
port a I. Montrer que les points M;, M3, Ms et My forment un carré.

Exercice 2 4 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Partie A

On admet que 1999 est un nombre premier. Déterminer 1'ensemble des couples
(a; b) d’entiers naturels admettant pour somme 11994 et pour PGCD 1 999.

Partie B

On considére 'équation (E) d'inconnue n appartenant a N :

(E): n® — Sn+11994 = 0 oi1 S est un entier naturel.
On s’intéresse a des valeurs de S telles que (E) admette deux solutions dans N.
1. Peut-on déterminer un entier S tel que 3 soit solution de (E)?
Si oui, préciser la deuxiéme solution.
2. Peut-on déterminer un entier S tel que 5 soit solution de (E)?

3. Montrer que tout entier n solution de (E) est un diviseur de 11 994.

En déduire toutes les valeurs possibles de S telles que (E) admette deux solu-
tions entieres.

Partie C

Comment montrerait-on que 1999 est un nombre premier?
Préciser le raisonnement employé.
La liste de tous les entiers premiers inférieurs a 100 est précisée ci-dessous :
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43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97.

Exercice 2 4 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

On considére un triangle ABC du plan.

1. a. Déterminer et construire le point G, barycentre de

[(A; 1); B; -1); (C; DI

b. Déterminer et construire le point G/, barycentre de

[((A; 1); B;5); (C; —2).

2. a. Soit]le milieu de [AB].

Exprimer GG’ etJG' en fonction de AB et AC et en déduire l'intersection
des droites (GG') et (AB).

b. Montrer que le barycentre I de [(B; 2); (C; - 1)] appartient a (GG').

c. Soit D un point quelconque du plan. Soient O le milieu de [CD] et K le
milieu de [GA].

3. Déterminer trois réels a, d et c tels que K soit barycentre de

[(A; a); (D; d); (C; o)l

4. Soit X le point d’intersection de (DK) et (AC).
Déterminer les réels a’ et ¢’ tels que X soit barycentre de

[(A; a); (C; N

Probléme 11 points
Commun a tous les candidats

Soit la fonction numérique f définie sur ]0; + ool par

ex

fx)=

x2
Partie A
Recherche graphique d’'un extremum

Lobservation de la courbe représentative de la fonction f sur 'écran graphique
d’une calculatrice donne a penser que f admet un minimum sur l'intervalle [0,5 ; 2].
On se propose d’en donner une valeur approchée.

Observer ci-dessous la représentation graphique de la fonction f’, dérivée de f sur
I'intervalle [0,5 ; 2].

Pondichéry 4 mai 1999
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-4

Quels sont les éléments graphiques concernant f’ qui vont dans le sens de I'exis-
tence d’'un minimum de f sur [0,5; 2] 2

ATl'aide de ce graphique, donner un encadrement d’amplitude 0,2 de I'abscisse de
ce minimum.

Partie B
Ftude de la fonction F

On considere la fonction & définie sur [0 ; + ool par h(x) = xe* —2e* + 2.

1. Déterminer les variations de & (on précisera 2(0) mais la limite en + co n’est
pas demandée).

3
2. Déterminer le signe de h (E)

P 1 s . . < s 3
En déduire qu'il existe un unique réel a appartenant a l'intervalle 3 ; 2| tel

que h(a) =0.
En déduire le signe de £ sur [0; +ool.
3. Etude dela fonction f
a. Calculer les limites de f aux bornes de l'intervalle [0 ; + ool.

b. Montrer que, pour tout nombre x strictement positif,

xe¥—2e*+2

() =
)= 3
En déduire le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
-1
c. Montrer que f(a) = o et en déduire le signe de f(a).
ala-
Partie C

Recherche d’'un encadrement du nombre a
1. Démontrer que, sur [0 ; +ool, '’équation h(x) = 0 équivaut a
2(1-e" ) =x.
2. Soit la fonction g définie sur [0 ; + ool par

g)=2(1-e ).

. Montrer que, pour tout x de l'intervalle I, |g’(x)| < =.

3
Onposel= [5;2

N =

Pondichéry 5 mai 1999
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3. Soit la suite (x,),>1 définie par

3
{ 1 T2 pour tout entier n > 1.
Xps1 = g(xp)

On admet que, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, x,, appartienta I.

4. Démontrer que, pour tout entier n supérieur ou égala1:

1
[Xp+1—al < E|xn —al

et |x,—al <2—n.

En déduire que la suite (x,) converge vers a.

5. Déterminer un entier p tel que x,, soit une valeur approchée a 10~ 3 prés du
nombre réel a. Donner une valeur approchée de x, avec trois décimales.

Partie D

Quelques propriétés d'une primitive de f

On appelle F la primitive de f sur [0; + oo[ qui s’annule en 1. Ainsil’on a, pour tout
X

réel xde]0; + ool, F(x):[ f(dte.
1

1. Etudier le sens de variation de F sur [0 ; + ool.

2. Démontrer que, pour tout x supérieur ou égal a 2,

X X
f f@dr< f f(pdr.
2 2
Par comparaison de limites, et en utilisant la relation de Chasles, en déduire
. liin F(x).

Pondichéry 6 mai 1999



» Baccalauréat S Amérique du Nord juin 1999 e

Exercice 1 4 points
Commun a tous les candidats

Partiel

Lors de la préparation d'un concours, un éléve n'a étudié que 50 des 100 lecons.

On a mis 100 papiers contenant chacun une question dans une urne, ces questions
portant sur des lecons différentes. Le candidat tire simultanément au hasard 2 pa-
piers.

On donnera les réponses sous forme de fractions irréductibles.

J—

. Quelle est la probabilité qu’il ne connaisse aucun de ces sujets?

2. Quelle est la probabilité qu'’il connaisse les deux sujets?

3. Quelle est la probabilité qu’il connaisse un et un seul de ces sujets?
4

. Quelle est la probabilité qu’il connaisse au moins un de ces sujets?

Partie Il

On considére maintenant que I'éléve a étudié n des 100 lecons (n étant un entier
naturel inférieur ou égal a 100).

1. Quelle estla probabilité p, qu’il connaisse au moins un de ces sujets?

2. Déterminer les entiers n tels que p;, soit supérieur ou égal a 0,95.

Exercice 2 5 points
Candidats n’ayant pas choisi '’enseignement de spécialité

Le plan orienté est rapporté au repere orthonormal direct (O, u, v ), I'unité gra-
phique étant 4 cm. On considere les points Ag, A; d’affixes respectives : ap=1;
a) = e% .

7
Le point A, est 'image du point A; par la rotation r de centre O et d’angle 1z

1. a. Calculer I'affixe a2 du point A, sous forme exponentielle puis sous forme
algébrique.

b. SoitIle milieu du segment [ApA2] . Calculer | affixe du point I.

e

Faire une figure.

2. a. Prouver que les droites (OI) et (OA;) sont confondues.
b. Ecrire sous forme trigonométrique I'affixe de I.
7 /2
c. Déterminer cos (E) et sin ( E) (les valeurs exactes sont exigées), sachant
que V4v3+8=v6+2.
Exercice 2 5 points

Candidats ayant choisi 'enseignement de spécialité
Les trois parties I, II, III peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.
Partie I

SoitE={1;2;3;4;5;6;7;8;9;10}.
Déterminer les paires {a ; b} d’entiers distincts de E tels que le reste de la division
euclidienne de ab par 11 soit 1.

Partie II

1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
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a. Lentier (n—1)!+ 1 est-il pair?

b. Lentier (n—1)!+ 1 est-il divisible par un entier naturel pair?
2. Prouver que I'entier (15—1)!+ 1 n’est pas divisible par 15.
3. Lentier (11— 1)!+ 1 est-il divisible par 11?

Partie I11

Soit p un entier naturel non premier (p > 2).
1. Prouver que p admet un diviseur g (1 < g < p) qui divise (p —1).
2. Lentier g divise-t-il 'entier (p—1)!+1?
3. Lentier p divise-t-il 'entier (p —1)!+17?

Probleme 11 points
Commun a tous les candidats

On considére la fonction numérique f définie sur]— co; 1[ par:

—

2 X+
f(x) = mex* .
On désigne par (I') la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repeére

orthonormal (O, T, 7), I'unité graphique étant 2 cm.

|

Partiel

2
1. a. Soit X = —.
x-1
2 e SXZeX.
(x—1)2 2
En déduire la limite de f quand x tend vers 1.

Prouver I'égalité :

b. Déterminer la limite de f en — co.
c. En déduire une asymptote a la courbeT'.
2. a. Soit v la fonction numérique définie sur ] — oco; 1[ par:
x+1
v(x)=exT1,
Calculer v'(x).
—4x x+1
b. Démontrer que f'(x) = eI,
que f1(¥) = =7

3. Etudier les variations de f.

4. Tracer la courbe (I').
Partie Il
1. Déterminer une primitive de f sur] - oo; 1[.
2. Soit a réel tel que 0 < a < 1, déterminer :
a
gla)= [ fx)dx.
0

3. Quelle est la limite de g(a) quand «a tend vers 1?

4. Quelle est I'aire en cm? du domaine limité par la courbe de f, I'axe des abs-
cisses, les droites d’équations respectives x = —a et x = a?

Partie I11

Amérique du Nord 8 juin 1999
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. ' s . 1 . ,
1. a. Démontrer que I'équation f(x) = > a deux solutions dont 'une est —1.
On notera f 'autre solution.
b. Donner un encadrement de largeur 1072 de S.

2. Soit aun élémentde ] —oco; 1.
Déterminer graphiquement, en fonction de a, le nombre de solutions de I'équa-

tion f(x) = f(a).

Amérique du Nord 9 juin 1999



Durée : 4 heures
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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Lors d'un examen, un questionnaire a choix multiple (Q. C. M.) est utilisé.

On s'intéresse a cinq questions de ce Q. C. M. supposées indépendantes. A chaque
question sont associées quatre affirmations, numérotées 1, 2, 3 et 4, dont une seule
est exacte.

Un candidat doit répondre a chaque question en donnant seulement le numéro de
Iaffirmation qu’il juge exacte; sa réponse est correcte si I'affirmation qu’il a retenue
est vraie, sinon sa réponse est incorrecte.

Dans cet exercice, les probabilités demandées seront données sous forme fraction-
naire.

1. Un candidatrépond a chaque question au hasard, c’est-a-dire qu’il considere
que les quatre affirmations correspondantes sont équiprobables.

a. Calculer la probabilité de chacun des évéenements suivants :
A': «Le candidat répond correctement a la premiere des cinq questions »;
B : «Le candidat répond correctement a deux questions au moins sur les
Cil’lq ».

b. On attribue la note 4 a toute réponse correcte etla note - 1 a toute réponse
incorrecte.

Calculer la probabilité de I'évenement C : « Le candidat obtient une note
au moins égale a 10 pour 'ensemble des cing questions ».

2. On suppose maintenant qu'un candidat connait la réponse correcte a deux
questions et qu’il répond au hasard aux trois autres questions. Quelle est
alors la probabilité de I'évenement C décritau 1 b?

Exercice 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, u, v )

On considere le point A d’affixe 1 et, pour tout 6 appartenant a [0 ; 27[, le point M
d’affixe z = e'. On désigne par P le point d’affixe 1+ z et par Q le point d’affixe z°.

1. A partir du point M, donner une construction géométrique du point P et
une construction géométrique du point Q. Les points O, A, M, P et Q seront
placés sur une méme figure.

2. Déterminer 'ensemble des points P pour 6 appartenant a [0 ; 27x].

Tracer cet ensemble sur la figure précédente.

3. Soit S le point d’affixe 1+ z + z? ol1 z désigne toujours l'affixe du point M.
Construire S, en justifiant la construction.

4. Dans le cas ou S est différent de O, tracer la droite (OS). Quelle conjecture

apparait, relativement au point M?
2

. 1+z+z , . .
Démontrer que le nombre —— est réel, quel que soit 6 appartenant a
z
[0; 2m].
Conclure sur la conjecture précédente.
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Exercice 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

—

Dans le plan muni d'un repere orthonormal (O, T, ] ), on donne le point A(12; 18).
On désigne par B un point de I'axe (O ; 7) et par C un point de I'axe (O ; 7) tels que
.72

On appelle x I'abscisse de B et y 'ordonnée de C.

1. Démontrer que le couple (x; y) est solution de I'’équation :

(BE) 2x+3y=78.
2. On se propose de trouver tous les couples (B, C) de points ayant pour coor-
données des nombres entiers relatifs.

a. Montrer que I'on est ramené a I'équation (E), avec x et y appartenant a
I’ensemble Z des nombres entiers relatifs.

b. A partir dela définition de B et C, trouver une solution particuliére (xo ; yo)
de (E) avec xp et yp appartenant a Z.

c. Démontrer qu'un couple (x; y) d’entiers relatifs est solution de I'équation
(E) si, et seulement si, il est de la forme (12 +3k; 18—2k), ou k appartient
az.

d. Combien y a-t-il de couples de points (B, C) ayant pour coordonnées des
nombres entiers relatifs, tels que :

-6<x<2let-5y<14?

Probleme 11 points
Commun a tous les candidats

Lobjet de ce probléeme est d’étudier une fonction a 'aide d'une fonction auxiliaire
et de calculer I'aire d'un domaine plan.

Partie A

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ] —1; +oo[ par:

fx) = —2ln(x+1).

X

x+1

1. Calculer f’(x), étudier son signe et en déduire le tableau de variations de la
fonction f.

2. Calculer f(0). Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solu-
tions dont I'une, que 'on désigne par «, appartienta [- 0,72 ; — 0,71].

3. Donner le signe de f(x), pour x appartenanta]— 1; + ool.
Partie B
Soit g la fonction définie sur I'ensemble ] — 1; 0[ U ]0; + oo[ par :

In(x+1)
8=

1. Etude de g aux bornes de son ensemble de définition

a. Calculer les limites de g(x) quand x tend vers 0 par valeurs inférieures et
quand x tend vers 0 par valeurs supérieures.

b. Calculer lim g(x)et lim g(x).
x——1 X—+ 0o

Antilles-Guyane 11 juin 1999
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2. Sens de variation de g
a. Calculer g’(x) et déduire, a I'aide de la partie A, son signe.

1
b. Montrer que g(&¢) = ———— . En déduire une valeur approchée de g(a
que g(a) 2@t pp g(a)
en prenant a = —0,715.

3. Tableau de variations et représentation graphique de g

a. Dresser le tableau de variations de la fonction g.

b. Représenter graphiquement la fonction g dans le plan rapporté a un re-
pere orthonormal (unité graphique : 2 cm).

4. Calcul d’aire
Soit a un réel strictement supérieur a 0. On pose :

a
I(a) =[ g(x)dx.
1

a. Donner, suivant les valeurs de a, une interprétation géométrique du réel
I(a).

b. Enremarquant que, pour x appartenanta]0; + ool :

1 1 1
x(1+x) Tx x+1

calculer I(a) al’aide d’'une intégration par parties.

c. Calculer lim I(a)etlim I(a).
a—+ oo a—0

Antilles-Guyane 12 juin 1999



Exercice 1

Durée : 4 heures

» Baccalauréat S Asie juin 1999 &

4 points

Commun a tous les candidats

Voici le tableau de répartition des principaux groupes sanguins des habitants de

France:

0 A B AB
Rhésus + 35,0 % 38,1 % 6,2 % 2,8 %
Rhésus — 9,0 % 7,2 % 1,2 % 0,5 %

Dans cet exercice, les résultats numériques demandés seront, s’il y a lieu, arrondis a
trois décimales.

1. Lobjectif de cette question est de compléter a 'aide de données de ce tableau
I'arbre suivant, a recopier sur la copie.

AB

Lexpérience consiste a choisir une personne au hasard dans la population
donnée (les habitants de la France).

On note Rh+ I'évenement « La personne a le facteur Rh+ ».
On note O I'évenement « La personne appartient au groupe O ».

a.

Déterminer la probabilité p; c’est-a-dire p(Rh+).
On détaillera le calcul effectué puis on reportera ce résultat dans 'arbre.
Déterminer de méme la probabilité p, (en détaillant les calculs).

. Compléter le reste de I'arbre, en remplacant chaque point d’interrogation

par la probabilité correspondante (il est inutile de détailler les nouveaux
calculs).

. Comment peut-on, a partir de I'arbre complété, déterminer la probabilité

deO?
Vérifier ce résultat a partir du tableau.

. Quelle est la probabilité pour qu'une personne appartenant au groupe O

ait le facteur Rh+?

. On considere n personnes choisies au hasard dans la population donnée

(Ies habitants de la France).
Calculer, en fonction de 7, la probabilité p pour qu’il y ait, parmi elles, au
moins une personne du groupe O.
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b. Calculer la plus petite valeur de n pour laquelle on a p > 0,999.

Exercice 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. Pour tout nombre Z, on pose P(Z) = 74— 1.
a. Factoriser P(Z).

b. En déduire les solutions dans 'ensemble C des nombres complexes de
I'équation P(Z) =0, d'inconnue Z.

c. Déduire de la question précédente les solutions dans C del’équation d’in-
connue z:

2z+1)4
z—1

2. a. Leplancomplexe (P) estrapporté a unrepere orthonormal direct (O, ;, 7)

(I'unité graphique est 5 cm).
Placer les points A, B et C d’affixes respectives :
3

1 3. 1 .
a=-2,b=——-—— —ietc=——+ —i
5 5 5 5

b. Démontrer que les points O, A, B et C sont situés sur un cercle, que 'on
déterminera.

1
3. Placer le point D d’affixe d = — >

Exprimer sous forme trigonométrique le nombre complexe z’ défini par :

a-c
d-c

Z =

CA
En déduire le rapport —.
CD

Quelle autre conséquence géométrique peut-on tirer de 'expression de z'?

Exercice 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. On considérel’équation (E) : 8x+5y =1, ou1 (x; y) estun couple de nombres
entiers relatifs.

a. Donner une solution particuliere de I'’équation (E).

b. Résoudre I'équation (E).

2. Soit N un nombre naturel tel qu’il existe un couple (a; b) de nombres entiers

N = 8a+1
N = 5b+2.

a. Montrer que le couple (a; b) est solution de (E).

vérifiant : {

b. Quel est le reste, dans la division de N par 40?

3. a. Résoudre I'équation 8x+ 5y = 100, ou (x; y) est un couple de nombres

entiers relatifs.

b. Au VIII® siécle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé
100 pieces de monnaie dans une auberge. Les hommes ont dépensé 8
piéces chacun et les femmes 5 piéces chacune. Combien pouvait-il y avoir
d’hommes et de femmes dans le groupe?

Asie

14 juin 1999
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Probleme 11 points
Commun a tous les candidats

Lobjet de ce probleme est de résoudre une équation différentielle, d’en étudier une
fonction solution et de calculer des aires.

Partie A
Résolution de I’ équation différentielle (E): y' + y=x—1

X
1. Al'aide d’'une intégration par parties, calculer f e’(t—1)dr.
1

2. Soit z une fonction dérivable sur I'’ensemble R des nombres réels. On pose
f(x)=z(x)e” ~.
a. Montrer que la fonction f est solution de (E) si, et seulement si, pour tout
xdeR, z/(x) =e*(x—1).

b. A l'aide de la premiére question, déterminer toutes les fonctions z véri-
fiant, pour tout x de R, z'(x) = e*(x—1).

Partie B
Etude d’'une fonction

Soit f la fonction définie sur R par

fx)=x—-2+e!™%

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, T, 7) (unité graphique : 1 cm).
On désigne par (Cy) la courbe représentative de f.

1. a. Ftudier le sens de variations de f
b. Préciser lim f(x)et lim f(x).
X——00 X—+00

2. a. Montrer que la droite (D), d’équation y = x — 2, est asymptote a la courbe
(Cr)-
b. Préciser la position de (Cy) par rapport a (D).
3. Tracer (D) et (Cy).

Partie C
Calcul d’aires

Soit xo un nombre réel strictement positif.

1. On considere le domaine limité par la courbe (C¢) , son asymptote (D) et les
droites d’équations x =0 et x = xp.

Exprimer, a 'aide de x I'aire S; de ce domaine.

2. On considere la fonction g définie sur R par g(x) = e!~*, dont on trouvera la
courbe représentative (Cg) en annexe. Donner une interprétation, en terme
d’aire, de I'intégrale ayant servi au calcul de S; al'aide de la courbe (Cy).

3. Aestle point de coordonnées (x ; 0).
B est le point de la courbe (Cq) d’abscisse xg.
Soit (T) la tangente a la courbe (Cg) au point d’abscisse xp. C est le point
d’intersection de (T) et de I'axe des abscisses. Déterminer les coordonnées
de C.

4. Calculer (en unités d’aire) 'aire S, du triangle ABC.
Vérifier que S; +2S, = 0.

Asie 15 juin 1999
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Annexe 1
Courbe représentative (Cg) de la fonction g définie sur R par g(x) = el ™

e

—

[« ]
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Exercice 1

5 points

Commun a tous les candidats

1. Une urne U; contient deux jetons numérotés 1 et 2.
Une urne U, contient 4 jetons numérotés 1, 2, 3 et 4.

On choisit au hasard une urne, puis un jeton dans cette urne. (Les choix sont
supposés équiprobables).

a.
b.

Quelle est la probabilité de tirer un jeton portant le numéro 12

On a tiré un jeton portant le numéro 1. Quelle est la probabilité qu'il pro-
vienne de 'urne U; ?

2. Onrassemble maintenant les deux urnes en une seule, qui contient donc les
6 jetons précédents. On tire simultanément et au hasard 2 jetons de cette
urne. Les tirages sont supposés équiprobables.

a.
b.

Exercice 2

Calculer la probabilité de tirer 2 jetons identiques.

Soit S la variable aléatoire, qui, a chaque tirage, associe la somme des nu-
méros des 2 jetons tirés. Déterminer la loi de probabilité de S.

. Deux joueurs, Claude et Dominique, décident que si la somme des nu-

méros tirés est impaire, Claude donne 10 euros a Dominique et que, dans
le cas contraire, Claude recoit A euros de Dominique.

On note X la variable aléatoire qui, a chaque tirage, associe le gain algé-
brique de Claude.

Calculer I'espérance mathématique de X en fonction de A, puis détermi-
ner A pour que le jeu soit équitable (c’est-a-dire pour que E(X) soit égale
a0).

5 points

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Le but de cet exercice est d’utiliser les solutions d’'une équation a deux inconnues
entieres pour résoudre un probléme dans I'espace.

1. a.

b.

Déterminer un couple (xg ; yo) d’entiers relatifs solutions de 'équation :

48x+35y =1.
(On pourra utiliser 'algorithme d’Euclide pour la recherche du PGCD de
deux nombres).

Déduire de a. tous les couples d’entiers relatifs (x ; y) solutions de cette
équation.

2. Lespace étant rapporté a un repere orthonormal, on donne le vecteur u de
coordonnées (48; 35; 24) et le point A de coordonnées (—11; 35; —13).

a.

b.

Préciser la nature et donner une équation cartésienne de '’ensemble (II)
des points M de I'espace, de coordonnées (x; y; z) tels que g K—N_f =0.
Soit (D) la droite intersection de (IT) avec le plan d’équation z = 16.
Déterminer tous les points de (D) dont les coordonnées sont entieres et
appartiennent a l'intervalle [-100 ; 100].

En déduire les coordonnées du point de (D), a coordonnées entieres, situé
le plus pres de I'origine.
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Exercice 2

5 points

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Dans le plan complexe rapporté a a un repere orthonormal (O, ;, 7), A A, B, B

sont les points d’affixes respectives 1, —1, i, —i.

A tout point M d’affixe z, distinct des points O, A, A’, B et B/, on associe les points
M, et M, d’affixes respectives z) et zp, tels que les triangles BMM; et AM M, soient
rectangles et isocéles, avec

(MIB, MlM)z(MgM, MgA): g

Voir la figure sur U'annexe 1, qui sera complétée et rendue avec la copie

1. a.

Justifier les égalités z—z) =i(i—z1) et 1 — zp = i(z — 2p).

b. Vérifier que z; et zp peuvent s’écrire :

—Hi( +1) et —1_1( +1)
zZ1 = Z 22 = Z .
1= 2T

2. On se propose dans cette question de déterminer les points M pour lesquels
le triangle OM; M, est équilatéral.

a.

Montrer que : OM; = OM, équivauta |z+ 1| = |z +1i].
En déduire 'ensemble (A) des points M tels que OM; = OM; et tracer (A)
sur la figure.

. Montrer que : OM; = M} M, équivaut a |z + 12 =2|z)%.

c. En déduire I'ensemble (I') des points M du plan pour lesquels OM; =

M M.
On pourra montrer que |z + 1|? = 2|z|? équivaut a |z — 1|* = 2.
Tracer (I) sur la figure.

. En déduire les deux points M pour lesquels OM; M est un triangle équi-

latéral et les placer sur la figure.

Centres étrangers 18 juin 1999
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Annexe 1
M,
M
B
M,
A (0] A
B!
Probléme 10 points

Commun a tous les candidats

Le but du probleme est I'étude d'une fonction f définie sur l'intervalle [0 ; + oco[ et
d’une primitive de f.

Premiere partie
Etude d’'une fonction auxiliaire g

Soit g la fonction définie sur l'intervalle [0 ; + ool par :
g(x) =2x* — (x* + DIn(x* +1).

1. Montrer que g est dérivable sur l'intervalle [0 ; + oo[ et en détaillant les cal-
culs effectués, montrer que

g'(x)=2x-2xIn (x2 +1).
2. Faire I'étude du sens de variation de g sur l'intervalle [0 ; +ool.
3. Montrer qu’il existe un unique réel, que I'on notera «a, dans I'intervalle
[\/e -1; Ve - 1], tel que g(a) = 0; donner 'approximation décimale a 1072
pres par défaut de a.

4. En déduire le signe de g(x), pour x appartenant a l'intervalle [0 ; + ool.

Deuxiéme partie
Ftude de la fonction f

La fonction f est définie sur [0 ; +oo[ par:

In(1+x?)

f0)=0 et f(x)= lorsque x#0.

Sa courbe représentative (%), dans le plan rapporté a a un repére d’origine O, est
donnée en annexe 2, qui sera complétée et rendue avec la copie.

Centres étrangers 19 juin 1999



Baccalauréat S : I'intégrale de mars a décembre 1999 A.P.M.E.P.

X
1. a. Montrer que li Q =1.
x—0 X
En déduire que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f'(0).
X
b. Vérifier que, pour x strictement positif, f'(x) = (G
x% (1+x?)
Faire I'étude du sens de variation de f sur 'intervalle [0 ; + ool.
In (2x?)
2. a. Montrer que, pour x > 1, 0 < f(x) < .
b. En déduire la limite de f en +oo.
Annexe 1
}I
1
/
X
0 1 2 3 4

Troisiéme partie
Ftude d’'une primitive de f

On note F la primitive de f sur l'intervalle [0 ; + ool, qui s’annule pour x = 1.

X
On rappelle que F(x) = [ f(©)dt: (on ne cherchera pas a calculer F(x)).
1

1. a.

b.

2lnx
Montrer que, pour x >0, f(x) > —.
X

X2Int
Calculer f — dt pour x > 1 et en déduire la limite de F en + oco.
1

2. Dresser le tableau des variations de F.

3. Montrer que f(1) < F(2) < f(a) et en déduire un encadrement de F(2). (On
prendra f(a) =0,8.)

4. On note I le point de coordonnées (1; 0), A le point de (¥) de coordonnées
(1; In2) et Ble point de coordonnées (In2; In2).

a.
b.

Vérifier que B appartient a la tangente a (%) en O.

Placer les points I, A et B sur la figure de 'annexe 1 et tracer les segments
[OA], [OB], [BA] et [AIl.

. Onadmet que, pour les abscisses appartenant aI'intervalle [0; 1], la courbe

(%) est située au-dessus de [OA] et au-dessous de [OB] et de [BA].
Déterminer un encadrement de F(0), d’amplitude inférieure a 2 x 1071,

5. Tracerla représentation graphique (I') de F en exploitant au maximum les ré-
sultats précédents; on précisera notamment la tangente a (I') au point d’abs-
cisse 1 enlatracant et en donnant son coefficient directeur. (Unité graphique::
2 cm)
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Exercice 1 5 points
Commun a tous les candidats

Le plan (P) est rapporté au repere orthonormal direct (O, ;, 7) On prendra 4 cm

comme unité sur les deux axes.
On considere I'application F du plan dans lui-méme qui, a tout point m d’affixe z

associe le point M d’affixe = z% — z.

Lobjet de cet exercice est de tracer la courbe (I') décrite par M lorsque m décrit le
cercle (¥) de centre O et de rayon 1. .
Soit tunréel de [- 7 ; 7] et mle point de (€) d’affixe z = e'’.

1. Montrer que 'image M de m par F est le point de coordonnées :

1
x(t) = =cos2t—cost
% L te[-; ml.
y() = Esin2t—sint

Ces relations constituent une représentation paramétrique de la courbe (I').
2. Comparer x(—1) et x(¢) d'une part, y(—1) et y(¢) d’autre part.

En déduire que (I') admet un axe de symétrie que I'on précisera.
3. Montrer que x'(¢) = sin (1 —2cos t). Etudier les variations de x sur [0; 7].
4. Montrer que y'(t) = (cos t—1)(1+2cos 1). Ftudier les variations de ysur [0; m].

5. Dans un méme tableau faire figurer les variations de x et y sur [0; 7].

T 27
6. Placerles points de (I') correspondant aux valeurs 0, 33 et du parametre

t et tracer les tangentes en ces points (on admettra que pour ¢ = 0 la tangente
a (') est horizontale). Tracer la partie de (I') obtenue lorsque ¢ décrit [0; 7]
puis tracer (I') completement.

Exercice 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Dans cet exercice, n est un entier naturel non nul.
On considere la suite (u,,) définie par :

f22t+3 B
Uy = en dt.
0o t+2

2t+3

t+2°
Etudier les variations de ¢ sur [0; 2]. En déduire que, pour tout réel ¢ dans
[0; 2],

1. a. Soit ¢ la fonction définie sur [0; 2] par ¢(¢) =

3 o<’
p SPWS

b. Montrer que, pour tout réel ¢ dans [0; 2], on a

~

N
@
3

3 : t
2€" <@(en <



Baccalauréat S : I'intégrale de mars a décembre 1999 A.P.M.E.P.

c. Par intégration en déduire que :

3 2 7 2
En(en —1) <un<1n(en —1).

d. O 1 e
. nra elle que 11m = 1.
ppelle que lim | —-

7
Montrer que, si (¢;) posséde une limite ¢, alors 3 < ¢ < 3
L. +3 1
2. a. Vérifier que, pour tout t dans [0 t; 2], ona: =2-—.
t+2 t+2

22t+3
+2

En déduire I'intégrale [ = f
0

t 2
b. Montrer que, pour tout ¢ dans [0;2],onal <en < en.

2
En déduire que I < u, <enrl.

c. Montrer que (u,) est convergente et déterminer sa limite ¢.

Exercice 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Pour tout entier naturel » non nul, on considere les nombres

a,=4x10"-1, b, =2x10"-1letc,=2x10" +1.
1. a. Calculer a;, by, c1, az, by, c2, as, bs et c3.

b. Combien les écritures décimales des nombres a;, et c;,, ont-elles de chiffres?
Montrer que a, et ¢, sont divisibles par 3.

c. Montrer, en utilisant la liste des nombres premiers inférieurs a 100 don-
née ci-dessous, que b3 est premier.

d. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, by, x ¢, = az;,. En déduire
la décomposition en produit de facteurs premiers de ag.

e. Montrer que PGCD (b, ¢;;) = PGCD (cy, 2).
En déduire que b;, et ¢, sont premiers entre eux.

2. On considere I'équation :

1) b3x+cyy=1

d’inconnues les entiers relatifs x et y.
a. Justifier le fait que (1) posséde au moins une solution.

b. Appliquer l'algorithme d’Euclide aux nombres c3 et bs; en déduire une
solution particuliere de (1).

c. Résoudre I'équation (1).

Liste des nombres premiers inférieurs a 100 :
2, 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37, 41; 43; A47;
53; 59; 61; 67; 71; 73; 79; 83; 89; 97.

Probléme 10 points
Commun a tous les candidats

Dans tout le probleme le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, 1, ] ) :

on prendra 2 cm comme unité sur les deux axes et on placera I’axe des abscisses au
milieu de la feuille et 'axe des ordonnées sur le bord gauche de la feuille millimétrée.

Partie A
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* Etude d’'une fonction f et de sa courbe représentative €
On consideére la fonction f, définie sur ]0 ; +oo[ par

1
f(x) = (1— ;)(lnx—Z)

et on désigne par € sa courbe représentative relativement au repere (O, 1, ] )

1. Déterminer les limites de f en + co et 0.

2. Montrer que f est dérivable sur ]0; + oo[ et calculer f'(x).

3. Soit u la fonction définie sur ]0; + oo par u(x) =Inx+ x—3.
a. Etudier les variations de u.

b. Montrer que I'équation u(x) = 0 possede une solution unique a dans !'in-
tervalle [2; 3]. Montrer que 2,20 < a < 2,21.

c. Etudierle signe de u(x) sur [0; +oof .
4. a. Etudier les variations de f.

b. Exprimer In@ comme polynoéme en a.

—1?
Montrer que f(a) = — (@ p ) .

En déduire un encadrement de f(a) d’amplitude 2 x 1072,
5. a. Ftudier le signe de f(x).
b. Tracer 6.

Partie B
* Etude d'une primitive de f sur ]0; + ool.
Soit F la primitive de f sur [0; + oco[ qui s’annule pour x = 1.
On appelle (I') la courbe représentative de F relativement au repere (O, 1, ] )
1. a. Sans calculer F(x), étudier les variations de F sur ]0; + ool.
b. Que peut-on dire des tangentes a (I') en ses points d’abscisses 1 et e??
2. Calcul de F(x).

X
a. x étantunréel strictement positif, calculer I'intégrale f In tdt (on pourra
1
faire une intégration par parties).

b. Montrer que, pour tout x strictement positif :

1 2
f(x)zlnx—ﬂ+——2.
X x

c. En déduire I'expression de F(x) en fonction de x.
3. a. Montrer que lirr(l) (xIn x) = 0. En déduire la limite de F en 0.
X—
b. Montrer que, pour x strictement supérieur a 1,

1 Inx 2 3
Fx)=xInx|1-=x —+———1]+3.
2 X x Inx
En déduire la limite de F en + oco.
c. Dresser le tableau de variation de F.
d. Tracer (') sur le méme graphique que (6).
4. Calcul d’'une aire

Calculer, en cm? l'aire du domaine limité par la courbe (%), 'axe des abs-

cisses et les droites d’équations x = 1 et x = e?.
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Exercice 1 4 points

Dans le plan muni d'un repere orthonormal direct (O, u, v |, I'unité de longueur
étant le centimetre, les points A, B, C, D ont pour affixe 3+i, 7—i, -1 —7i, 8 —4i
respectivement.

1. a. Placer les points A, B, C, D.
b. Quelle estla nature du triangle ABC?

2. Démontrer que A, B, C, D sont sur un méme cercle.

On précisera le rayon de ce cercle et I'affixe de son centre I.
3. Atout point M d’affixe z, avec z non nul, on associe le point M’ d’affixe z’ tel

10
que z' = —.
z

a. Ecrire, sous forme algébrique les affixes a’, b, ¢’ des points A’, B', C’ (res-

pectivement associés a A, B, C). Placer les points A’, B, C'.

' a

b. Vérifier que : a7 2

c. En déduire une mesure de I'angle (A’B’ ,A'C )

d. Que peut-on en déduire pour les points A’, B', C'?

Exercice 2 (obligatoire) 5 points

—

Sur une droite (D) muni d'un repere (O, 1, ] ), Ay et By sont les points d’abscisses
respectives —4 et 3. Pour tout entier naturel 7, on note

Aps1 lebarycentrede {(A;; 1), (By; 4)}

By+1 lebarycentrede {(Ay; 3), (By; 2)}
1. Placer les points Ay, By, A1, B;.
2. Les points A, et B, ont pour abscisses a, et b, respectivement.
Ainsi, ag = —4 et by = 3.
Démontrer que, pour tout ndeN, a,+1 = %(an +4b,) etb,i = %(36{,1 +2by,).
3. a. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n: 3a, +4b,, = 0.
b. En déduire que: a,41 = —gan etbyi1 = —%bn.
4. a. Exprimer a, et b, al’aide de n.

b. Déterminer les limites de a,, et b, quand n tend vers +oco.

c. Interpréter ce résultat a 'aide des points A, et Bj,.

Exercice 2 (spécialité) 5 points
Le nombre 7 est un entier naturel non nul. On pose : a =4n+3, b =5n+2 et on note
dle PGCD de aet b.

1. Donner la valeur de d dans les trois cas suivants: n=1, n =11, n=15.

2. Calculer 5a —4b et en déduire les valeurs possibles de d.

3. a. Déterminer les entiers naturels 7 et k tels que 4n +3 = 7k.

b. Déterminer les entiers naturels 7 et k tels que 5n+2 = 7k.
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4. Soit r le reste de la division euclidienne de n par 7.
Déduire des questions précédentes la valeur de r pour laquelle d vaut 7.
Pour quelles valeurs de r, d est-il égala 1?

Probleme 11 points

Partiel

Soit a et b deux nombres réels. La fonction ¢ est définie sur R par :

X

@(x) =(ax+be .

1. a. Calculer ¢'(x) et " (x).
b. Vérifier que, pour tout réel x : @(x) = —¢" (x) — 2¢’ (x).

2. Démontrer que ¢ admet une primitive @, définie sur R par: ®(x) = (Ax+ B)e™*
ol A et B sont des nombres réels que 'on exprimera a 'aide de a et b.

3. Déterminer a et b pour que : ¢(0) =5 et ¢'(0) = 3.
Donner alors ¢’ (x), ¢" (x) et ®(x).

Partie I1

—

Le plan est muni d'un repére orthonormal (O, 7, ] ) Lunité graphique est de 2 cm

sur I’axe des abscisses et de 1 cm sur 1’axe des ordonnées.
Soit f la fonction définie sur R par :

@(x)=(Qx+5e".
On note (¥) la courbe représentative de f.
1. Déterminer les limites de f en —oo et en +oo.
Donner une interprétation graphique de cette deuxieme limite.

2. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la courbe (€) avec
les axes du repere.

3. Calculer f’(x), déterminer le signe de f’(x) et donner le tableau des varia-
tions de la fonction f.
1
4. SoitIle point de la courbe (€¢) d’abscisse —5

Une équation de la tangente (T) a la courbe (¥) au point I est y = g(x).
Déterminer g(x).
5. On pose d(x) = f(x) — g(x).

. 1
a. Etudier le sens de variation de d’, calculer d’ (—5) et donner le signe de
d'.
. 1
b. Etudier le sens de variations de d, calculer d (— 5) et donner le signe de d.
c. Donner la position de la tangente (T) par rapport a la courbe (¥).

6. Tracer la courbe (€¥) et la tangente (T).

7. Soit @ un réel strictement positif. On note </ (@) I'aire en cm? de la région du
plan limitée par I'axe des abscisses, la courbe (%) et les droites d’équations

5
X=- 5 etx=a.
Calculer /(). (On peut éventuellement utiliser le résultat de la partiel.)
Déterminer la limite de </ (a) quand «a tend vers +oo.

Liban 25 juin 1999



» Baccalauréat S La Réunion juin 1999 eo

Exercice 1 5 points

On dispose d'un cube en bois de 3 cm d’aréte, peint en bleu. On le découpe, pa-
rallelement aux faces, en 27 cubes de 1 cm d’aréte. On place ces 27 cubes dans un
sac.

Partie A

On tire au hasard I'un des 27 cubes du sac. On suppose que les tirages sont équipro-
bables. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirage, associe le nombre de faces
peintes sur le cube tiré.

1. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

2. Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

Partie B

On tire maintenant, au hasard, simultanément deux des 27 cubes du sac. On sup-
pose que les tirages sont équiprobables.

e s o . . . , 28
1. Montrer que la probabilité d’avoir, au total, six faces peintes est égale a 351

2. Ondésigne par n un nombre entier naturel non nul; apreés avoir noté le nombre
de faces coloriées sur les deux premiers cubes tirés, on les remet dans le sac
et on recommence I'opération de maniere a effectuer n tirages successifs et
indépendants de deux cubes.

a. Calculerla probabilité p,, pour quel’on obtienne, au total, 61 faces peintes.

b. Déterminer la plus petite valeur de n pour que p, soit inférieur a 10712
Les résultats des calculs de probabilités seront donnés sous forme frac-
tionnaire.

Exercice 2 (spécialité) 5 points

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, ;, 7) (unité gra-
phique : 2 cm).

On considere I'application f qui, a chaque point M d’affixe z non nulle, associe le
point M’ d’affixe z’ définie par

ol z désigne le conjugué de z.
On désigne par A et O les points d’affixes respectives —i et i.

1. Soit 6 le cercle de centre A et de rayon 1, privé de O.

a. Pour tout nombre complexe z non nul, démontrer que :

|z’ +i|=|7/| équivauta |z+il=1.
b. En déduire 'ensemble €], image de 61 par f.
c. Tracer 6 et 6| sur une méme figure.
2. Soit 6> le cercle de centre A et de rayon /2.
a. Montrer que, pour tout nombre complexe z non nul,
|z —i|® = 2 équivaut a |z +il% = 2 (on pourra utiliser | Z2| = ZZ).

b. En déduire 'ensemble ¢, image de 6 par f.
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c. Tracer 6, et 6, sur la figure précédente.
3. a. Donner I'écriture complexe de la similitude directe o de centre Q2 d’affixe
7
1+iderapport 2, et d’angle 2

b. Montrer que o o f est 'application qui, a chaque point M d’affixe z non
nulle, associe le point M" d’affixe z” telle que

, 2i+(3-i)z
z =————.
z

c. A l'aide des questions précédentes, déterminer les ensembles I'; et I'y,
images respectives de 6 et 6> paroo f.

d. Tracer les ensembles I'y et I', sur la figure précédente.

Exercice 2 (obligatoire) 5 points

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O, ;, 7) (unité graphique
1 cm).

On considere la courbe paramétrée (I'), ensemble des points M(t) dont les coor-
données (x(?), y(t)) sont définies, pour tout réel ¢ appartenant a l'intervalle [—7 ; 7]

par:
{ x(1)
y(2)

Partie 1 On se propose, dans cette partie, de tracer la courbe (I').

5cost
3sint

1. Recherche d’'un intervalle d’étude.
a. Par quelle transformation géométrique le point M(—1) est-il I'image du
point M(t) de (I')?
b. Par quelle transformation géométrique le point M (r — ¢) est-il 'image du
point M(t) de (I') ?
c. Expliquer comment, pour tracer ta courbe (I'), on peut limiter I'étude a
lintervalle [0; 3 ].
2. Tracé de (I).

a. étudier le sens de variation de chacune des fonctions x et y sur I'intervalle
[05 3]
b. Tracer la courbe (I') avec ses tangentes aux points M(0) et M (%)

Propriété géométrique liée ala courbe (')

Soient F et F’ les points d’affixes respectives 4 et —4.
Le point M, de parametre ¢, appartenant a la courbe (I'), on note z = x(¢) +iy(#) son
affixe. Soit W le vecteur d’affixe w = —5sin ¢ + 3isin ¢.

1. Démontrer que 16 — z% = w?.

2. En déduire que (ﬁ, W) = (W, F’M) modulo 27.

3. Comment la propriété précédente permet-elle de construire la tangente en
tout point de la courbe? Réaliser cette construction pour le point de para-
metre 7.

Probléme 5 points
Lobjet du probléme est d’étudier une fonction f puis d’examiner des intégrales qui
en sont issues. o

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, 1, ] ) (unité graphique 3 cm).
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Partie A

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par :

fx)=In(e*+e™);

on désigne par (¥) sa courbe représentative dans le plan.

1.

2.
3.

a. Déterminer la limite de f en +oo.
b. Montrer que, pour tout x appartenant a I'intervalle [0; +oo[on a:

flx) = x+ln(1+e_2x).

c. Endéduire que la courbe (¥) admet comme asymptote la droite (A) d’équa-
tion y = x.

d. Ftudier la position relative de (€) et (A).

Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variations.

Tracer la droite (A) et la courbe (€).

Partie B

Pour tout x appartenant a l'intervalle [0 ; +oco[ on pose

X
F(x)= f In(1+e2") dr.
0

On ne cherchera pas a calculer F(x).

1.

Soit x un réel strictement positif. En utilisant la question 1 de la partie A,
donner une interprétation géométrique de F(x).

Ftudier le sens de variation de F sur U'intervalle [0 ; +ool.
Soit a un réel strictement positif.
a. Montrer que, pour tout ¢t appartenant a l'intervalle [1; 1+ a], ona

1 1 1
l+a t
b. En appliquant le théoreme des inégalités des accroissements finis a la

a
fonction logarithme, établir que Tra <In(1+a)<a.
a

Soit x un réel strictement positif.
Déduire de la question 3 :

x o2t X
fi_%dtgF(x)gf e ?tdr.
0o 1+e 0

1 1 1 1
uis = In2—=In(1+e 2 < F(x) < = — —e 2%,
puis 3 2 ( )< ()\2 2

On admet que la limite de F(x), lorsque x tend vers +oco existe et est un
nombre réel noté ¢.

_ 1
Etablir que > In2<?¢<

DN —

n+1

Pour tout entier naturel n, on pose : u, = [ In(1+e7?")dr.
n

a. Montrer que, pour tout entier naturel n,ona:0< u, <In (1 +e72 ) dr.
(On pourra utiliser le sens de variations de la fonction h, définie sur [0 : +o0[
par h(1) =In(1+e"2")).

b. Déterminer la limite de la suite (u;,).

Pour tout entier naturel n, on pose S, = ug+ uy + up +... + Uy.

a. Exprimer S, al’aide de F et n.

b. Lasuite (S,) est-elle convergente ? Dans I'affirmative, donner sa limite.
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Exercice 1 5 points
Commun a tous les candidats

Une urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches. On en préléve n successive-
ment et avec remise, 7 étant un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considere
les deux événements suivants :

A: «On obtient des boules des deux couleurs »;

B : «On obtient au plus une blanche ».

1. a. Calculer la probabilité de I'évenement : « Toutes les boules tirées sont de
méme couleur ».

b. Calculerla probabilité deI'événement : « On obtient exactement une boule
blanche ».

c. En déduire que les probabilités p(An B), p(A), p(B) sont:
n+1

pB) ==

n
pUANB) =, pA) =1,

2. Montrer que p(An B) = p(A) x p(B) si, et seulement si,

2" =p+1.

3. Soit (u,) la suite définie pour tout n entier naturel supérieur ou égal a deux
par

u, =2"1—(n+0.

Calculer uy, us, uy.
Démontrer que la suite (u;) est strictement croissante.

4. En déduire la valeur de I'entier n tel que les évenements A et B soient indé-
pendants.

Exercice 2 4 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe (P) est rapporté a un repere orthonormal direct (O, ;, 7) d’'unité
graphique 2 cm.
1. Résoudre, dans C, I'équation (E) : Z23-8=0.

2. On considere dans le plan (P) les points A, B et C d’affixes respectives :
zA=—1+i\/§, zg=2 et zc= -1-iV3.

a. Ecrire z, et z¢ sous la forme trigonométrique.
b. Placer les points A, B et C.

c. Déterminer la nature du triangle ABC.

3. On considere 'application f du plan dans lui-méme qui a tout point M d’af-

fixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que :
Z=e?3z

a. Caractériser géométriquement I'application f.
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b. Déterminer les images des points A et C par f.
En déduire I'image de la droite (AC) par f.

Exercice 2 4 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. Démontrer que, pour tout entier naturel  : 23” — 1 est un multiple de 7 (on
pourra utiliser un raisonnement par récurrence).
En déduire que 23"*! — 2 est un multiple de 7 et que 23”2 — 4 est un multiple
de 7.

2. Déterminer les restes de la division par 7 des puissances de 2.

3. Le nombre p étant un entier naturel, on considere le nombre entier
Ap=2P +2%P 237,

a. Si p=3n, quel est le reste de la division de A, par 7?
b. Démontrer que si p =3n+1 alors A, est divisible par 7.

c. Etudier le cas ot p =3n+2.

4. On consideére les nombres entiers a et b écrits dans le systeme binaire :

a=1001001000 b=1000100010000.

Vérifier que ces deux nombres sont des nombres de la forme Ap.
Sont-ils divisibles par 7?

Probléme 11 points
Commun a tous les candidats

Partie A

Soit f la fonction définie sur R par :
fx)=x—e*"2

On note (¥) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, 1, ] )
On prendra 5 cm comme unité.

1. a. Déterminer lalimite de f en — co.

2x
e
b. Vérifier que, pour tout réel x nonnul: f(x) =x|1—-2e~ 2x (2—) .
x
2. Déterminer f'. Etudier le signe de f’(x) et calculer la valeur exacte du maxi-

mum de f.
3. Démontrer que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a la courbe (¥).
Etudier la position relative de (€) et (D).

4. On note A le point de la courbe (¥¢) d’abscisse 1. Déterminer une équation
de la tangente (T) en A a la courbe (¥).

5. a. Onnote Il'intervalle [0; 0,5].

Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet dans I'intervalle I une unique
solution qu’on notera a.

b. Déterminer une valeur approchée a 107! preés de a.

6. Construire la courbe (¥), 'asymptote (D) et la tangente (7).
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Partie B
Détermination d’'une valeur approchée de a.

On définit dans R la suite (u,,) par :

Uo = 0
Ups1 = e
2

1. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = e?*~2,
Démontrer que I'équation f(x) = 0 est équivalente a g(x) = x.
En déduire g(a).

2. Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle I, on a:
g0 <2
~ e .

3. Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle I, g(x) appartiental.
4. Utiliser I'inégalité des accroissements finis pour démontrer que, pour tout
. 2
entier naturel n : |up+1 — Uyl < —luy —al.
e

. . 2\"
5. Démontrer, par récurrence, que : |u, — al < (— .
e

6. En déduire que la suite (u,) converge et donner sa limite.
7. Déterminer un entier naturel p tel que : |u, —a| < 1075.

8. En déduire une valeur approchée de a a 107> pres : on expliquera I'algo-
rithme utilisé sur la calculatrice.
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EXERCICE 1 4,5 points
Commun a tous les candidats

Dans tout 'exercice on considére 20 boules indiscernables au toucher (10 noires et
10 blanches) et deux urnes A et B dans chacune desquelles on placera 10 boules
suivant un mode qui sera précisé dans chaque question.

1. On choisit dix boules au hasard et on les met dans I'urne A. On place les dix
autres boules dans I'urne B.

a. Quelle estla probabilité pour que les deux urnes ne contiennent chacune
que des boules de méme couleur?

b. Quelle est la probabilité pour que les deux urnes contiennent chacune 5
boules blanches et 5 boules noires?

2. Soit x un entier tel que 0 < x < 10. On place maintenant x boules blanches
et 10— x boules noires dans 'urne A et les 10 — x boules blanches et x boules
noires restantes dans I'urne B. On procede a I'expérience E :

On tire au hasard une boule de A et on la met dans B, puis on tire au hasard
une boule de B et on la met dans A.
On désigne par M I'événement « chacune des deux urnes a la méme compo-
sition avant et apres I'expérience ».
a. Pour cette question a., on prend x = 6.

Quelle est la probabilité de I'évenement M ?
b. Montrer que la probabilité de I'évenement M est égale a :

i(— x*+10x+5).
55

c. Pour quelles valeurs de x 'évenement M est-il plus probable que I'événe-
ment contraire M?

EXERCICE 2 5,5 points
Enseignement obligatoire
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, ;, 7) Pour tout
point P, on convient de noter zp son affixe.
1. On considere dans I'ensemble des complexes 1'équation (E) : Z22+8=0.
a. Déterminer les nombres réels a, b, c tels que Z22+8=(z+2)(az’+bz+c)
pour tout complexe z.

b. Résoudre I'équation (E) (on donnera les solutions sous la forme x + yi,
avec x et y réels).

c. Ecrire ces solutions sous la forme rel? , ol r est un réel positif.

2. On considere les points A, B, C d’affixes respectives - 2, 1 - iv3etl+iVv3,le
point D milieu de [OB] et la rotation R de centre O et d’angle 2?”
a. Montrer que R(A) =B, R(B) = C et R(C) = A. En déduire que le triangle ABC

est équilatéral.
Placer A, B, C, D dans le plan.

b. On considere le point L défini par AL = 0D . Déterminer son affixe 2L

. . <L
Déterminer un argument de —.
<D

En déduire que le vecteur OL est orthogonal au vecteur OD et au vecteur
AL.

Montrer que L est sur le cercle de diametre [AO].

Placer L sur la figure.
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EXERCICE 2 5,5 points
Enseignement de spécialité

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O, 7, 7)
On donne le point A(6; 0) et le point A’(0; 2).
A tout point M de I'axe des abscisses différent de A on associe le point M’ tel que :

—_— —_— n
AM=A'M et (AM,A’M’):E mod 271.

On admet I'existence et 'unicité de M’.
On réalisera une figure avec, pour unité graphique 0,5 cm et pour cette figure, on
prendra —4 pour abscisse de M.

1. Soit M un point de I'axe des abscisses différent de A.
a. Placer le point M’ sur la figure.

b. Pour cette question on pourra donner une démonstration purement géomé-
trique ou utiliser les nombres complexes.

Démontrer qu’il existe une unique rotation, dont on précisera le centre,
noté I et 'angle, qui transforme Aen A’ et M en M.

Placer I sur la figure.
c. Démontrer que la médiatrice de [MM'] passe par L.

2. On veut déterminer et construire les couples de points (M, M’) vérifiant la
condition supplémentaire MM’ = 20.

a. Calculer IM et démontrer qu'il existe deux couples solutions : (M;, Mj)
et (M, M,).

b. Placer ces quatre points sur la figure.
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PROBLEME 10 points
Commun a tous les candidats Ftude d’une fonction et résolution d’'une équation
liée a cette fonction.

Dans tout le probleme, on considere la fonction réelle f de la variable réelle x définie
sur]0; +oof par:

1
f(x) —ln(1+;).

On note ¥ sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormal
(O, 1, ] )(unité graphique : 4 cm).

Partie A

Etude du sens de variation de la fonction f

1. a. Calculer f'(x) et étudier son signe sur ]0 ; + oo[. En déduire le sens de
variation de f sur] 0; + ool.

b. Déterminer les limites de f en + oo et en 0.
c. Dresser le tableau de variations de f.

2. Montrer que, pour tout x élément de l'intervalle I = [0,7; 0,9], f(x) est aussi
élément de I et que | f'(x)| <0,9.

Partie B

On se propose dans cette partie de montrer que I'équation f(x) = x a une solution
unique dans l'intervalle ]0 ; +oo[ et de donner une valeur approchée de cette solu-
tion al’aide d’une suite.

1. On considere la fonction g définie sur ]0; +oo[ par :

(x)—ln(1+l)—x
glx) = X .

a. Déterminer les limites de g en + co eten 0.
b. Montrer que g est une fonction strictement décroissante sur |0 ; +ool.

c. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique, que I'on no-
tera a, appartenant a I'intervalle I = [0,7; 0,9]. Montrer que cette équation
n’a pas d’autre solution dans ]0 ; +ool.

d. Que peut-on en déduire pour 'équation f(x) = x? Sur le graphique joint
en annexe, que l'on rendra avec la copie, figure la partie de la courbe
% dont les points ont une abscisse comprise entre 0,7 et 0,9 et le seg-
ment [AB], ol1 A et B sont les points de coordonnées respectives (0,7; 0,7)
et (0,9; 0,9). Que représente le point de coordonnées (a ; f(a)) pour la
courbe ¥ et le segment [AB]? Placer ce point sur le graphique joint en
annexe.

2. On considere la suite réelle (a,) définie par ap = 0,7 et a,+1 = f(a,) pour tout
entier naturel 7.

a. Montrer que, pour tout entier naturel n, a, est élément de 1.

b. Construire sur le graphique joint en annexe les éléments de (a;) pour n =
1, 2, 3, 4. Justifier que la suite n’est pas monotone.

c. Démontrer, en utilisant I'inégalité des accroissements finis, que

lan+1 —al <0,9|a, — al pour tout entier n.
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d. Démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence, que

la, —al < (0,9)" x 0,2 pour tout entier 7.

En déduire que la suite (a,) converge vers a.

3. a. Montrer que si x < a alors f(x) > a et que si x > a alors f(x) < @. On
admet que, pour tout entier naturel » pair, a, < a et que pour tout entier

naturel n impair, a, > a.

b. Le tableau de valeurs suivant a été écrit par un éleve ayant recopié les
résultats donnés par un logiciel informatique pour le calcul des valeurs
approchées des termes de la suite (a,), en ne retenant que les 5 premieres

décimales. Or, une valeur a été incorrectement recopiée.

Quelle est la plus petite valeur de I’entier n pour laquelle on est stir que la
valeur approchée écrite de a,, est incorrecte?

Pourquoi? Soit p cette valeur. Calculer a la calculatrice une valeur appro-
chée de ay, et vérifier la valeur approchée de a1 écrit dans le tableau.

Peut-on affirmer a I'aide de ce tableau que 0,80640 < a < 0,80651?

n= an n= an
0 0,70000 12 0,80523
1 0,88730 13 0,80731
2 0,75471 14 0,80588
3 0,84371 15 0,80686
4 0,78172 16 0,80619
5 0,82383 17 0,806 65
6 0,79472 18 0,80633
7 0,81461 19 0,80655
8 0,80091 20 0,80640
9 0,81029 21 0,80650
10 0,80884 22 0,80643
11 0,80826

Antilles-Guyane
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Annexe 1

Partie de la courbe ¢ dont les points ont une abscisse comprise entre 0,69 et 0,91
et le segment [AB], ou1 A et B sont les points de coordonnées respectives (0,7; 0,7) et
(0,9; 0,9).

0,90 B
0,85
0,80 R %
]x V4
~N
4 */
0,754 7
N

0,704 A

0,70 0,75 0,80 0,85 0,90
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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Dans tout I'exercice, on donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.
Une urne contient trois boules noires et une boule blanche. On considere 1'expé-
rience suivante :

On lance un jeton parfaitement équilibré, présentant une face noire et une face
blanche. Si le jeton tombe sur la face blanche, on ajoute une boule blanche dans
I'urne; sile jeton tombe sur la face noire, on ajoute une boule noire dans l'urne.
Puis on tire simultanément, et au hasard, trois boules de 1'urne.

1. On appelle Ey I'événement : « Aucune boule blanche ne figure parmi les trois
boules tirées » et B 'événement : « Le jeton est tombé sur la face blanche ».

a. Calculer P(Ey n B), P (Ey NnB), puis P(Ep).

b. On tire trois boules de I'urne, aucune boule blanche ne figure dans ce
tirage. Quelle est la probabilité que le jeton soit tombé sur la face noire?

2. On appelle E; I'événement : « Une boule blanche et une seule figure parmi
les trois boules tirées » et B I'événement : « Le jeton est tombé sur la face
blanche ».

a. Calculer la probabilité de I'évenement E;.

b. On effectue successivement quatre fois I'expérience décrite au début, qui
consiste a lancer le jeton, puis a tirer les trois boules de 'urne.

Quelle est la probabilité d’obtenir, au moins une fois, une et une seule
boule blanche?

Exercice 2 5 points
Enseignement obligatoire

Le plan est rapporté au repere orthonormal direct (O, u, v) (unité graphique :

2 cm). On note Zy; I'affixe d'un point M.
Soit A le point d’affixe 4 et B le point d’affixe 4i.

1. Soit 8 unréel de [0; 27| et r un réel strictement positif.
On considere le point E d’affixe re'? et F le point tel que OEF est un triangle
rectangle isocele vérifiant (_O—E , _0—17 ) = g
Quelle est, en fonction de r et 8, I'affixe de F?

2. Faire une figure et la compléter au fur et a mesure de 'exercice. On choisira,
uniquement pour cette figure :

0:5z etr=3.
6

3. OnappelleP Q, R, Slesmilieux respectifs des segments [AB], [BE], [EF], [FA].

a. Prouver que PQRS est un parallélogramme.

Zr—Z
b. Onpose: Z = cRTAQ
Zo—Zp
Déterminer le module et un argument de Z. En déduire que PQRS est un
carré.

4. a. Calculer, en fonction de r et 0, les affixes respectives des points P et Q.

b. Quelle est, en fonction de r et 0, I'aire du carré PQRS?
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c. r étant fixé, pour quelle valeur de 0 cette aire est-elle maximale?
Quelle est alors I'affixe de E?

EXERCICE 2 5 points
Enseignement de spécialité

Soit le repere orthonormal direct (O, u, v ) du plan complexe. Les points A, B et C
sont définis par leurs affixes respectives :

zpn=3-iV3; zB=3+i\/§; zC=2+\/§+3i.
1. Faire la figure en choisissant pour unité graphique 2 cm. (On placeral'origine

sur la gauche de la feuille).

2. Prouver que OAB est un triangle équilatéral direct. Soit G le centre de gravité
du triangle OAB. Déterminer I'affixe zg de G.

Dans la suite de I’exercice, on étudie deux isométries transformant [OA] en
[GC].

3. Soit a et b deux nombres complexes et R I'application qui au point M d’affixe
z associe le point M’ d’affixe z’ tel que z’' = az + b.

a. Déterminer a et b pour que R(O) =G et R(A) =C.
b. Prouver que R est une rotation dont on déterminera le centre et 'angle.

c. Prouver que les droites (OA) et (GC) sont perpendiculaires. Que peut-on
dire des points G, Bet C?

d. Construire, en justifiant la construction, I'image du triangle OAB par R.

4. Soit a’ et b’ deux nombres complexes et f 'application qui au point M d’af-
fixe z associe le point M’ d’affixe z' tel que 2 = a’z+ b'.

a. Déterminer a’ et b’ pour que f(0) =Get f(A) =C.

b. Soit I le milieu du segment [OG]. Déterminer le point f(I). f est-elle une
réflexion?

c. Construire en justifiant la construction, 'image du triangle OAB par f.

PROBLEME 11 points
Commun a tous les candidats
Soit f la fonction définie sur |0 ; +oo[ par:

On appelle € lareprésentation graphique de f, dans unrepere orthogonal (O, 7, 7)

du plan (unités graphiques : 1 cm sur I'axe des abscisses, 2 cm sur 'axe des ordon-
nées).

PartieA:

1. Déterminer les limites de f en + co et 0.

2. Calculer f’(x) enfonction de x. Montrer que f’(x) ale méme signe que In x(2—
In x). Déterminer le sens de variation de f sur ]0; +ool.

3. Tracer la représentation graphique ¥ de f dans (O, 7, 7)

e’ (Inx)P

x2

4. Onpose pour p > 1, I,,:f
1
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. ATlaide d’'une intégration par parties, calculer :

e Inx
L = —dx.
2
1 X

Prouver, en effectuant une intégration par parties, que pour tout entier p
supérieur ou égalal:
p+1
Ip+1 = —? + (p+ ].)Ip

. En utilisant les résultats précédents, calculer successivement I, I3, I4.

d. On fait tourner autour de I’axe des abscisses I’arc de courbe constitué des

Partie B:

points de €, d’abscisses comprises entre 1 et e?. Le point M de €, d’abs-
cisse x, décrit alors un cercle de rayon f(x). Calculer le volume du solide
ainsi engendré, en unités de volume.

Soit a un réel strictement positif et A le point de € d’abscisse a. Soit T, la tangente
a ¥ au point A.

1. Ecrire une équation de T,,.

2. Déterminer les réels a, pour lesquels T, passe par 'origine O du repeére.

3. Donner une équation de chacune des tangentes a %, passant par O.
Tracer ces tangentes sur la figure.

PartieC:

1
On étudie maintenant l'intersection de ¢’ avec la droite A d’équation y = — x.
e

1. On pose pour x strictement positif, ¢ (x) = x—elnx.

Montrer que ¢ est strictement croissante sur ]e, + oo[ et strictement décrois-
sante sur ]0; ef.

2. On pose pour x strictement positif, ¢, (x) = x +eln x.

a.

b.

C.

Ftudier le sens de variation de @2 sur] 0, +ool.

1
Prouver que ¢2(x) = 0 a une solution unique sur > ; 1. On appelle a

cette solution; donner un encadrement de «, d’amplitude 10~ L

En déduire que ¢, (x) = 0 a une seule solution sur ]0 ; + ool.

3. Déterminer les points d’intersection de € et de A.
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EXERCICE 1 4 points
Enseignement obligatoire et de spécialité

Une urne contient quatre boules rouges, quatre boules blanches et quatre boules
noires.

On préleve simultanément quatre boules dans I'urne. Les prélevements sont suppo-
sés équiprobables.

1. Calculer la probabilité d'un prélévement unicolore.

2. a. Quelle est la probabilité d'un prélevement bicolore composé de boules
rouges et blanches?

68
b. Démontrer que la probabilité d'un prélévement bicolore est e

3. Déduire des résultats précédents la probabilité d'un prélevement tricolore.

4. Quelle est la probabilité d’avoir exactement deux boules rouges sachant que
le prélevement est bicolore?

EXERCICE 2 5 points
Enseignement obligatoire

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O, ;, 7) On désigne par E
I'ensemble des points M d’affixe z tels que z* soit un nombre réel positif ou nul.
1. a. Lepoint A d’affixe a = e i appartient-ila E?
b. On note B le point d’affixe b= —1 +iv/3.
Calculer un argument de b et montrer que B appartient a E.
2. On suppose z # 0 et on note 8 un argument de z. Déterminer une condition
nécessaire et suffisante sur  pour que z° soit un nombre réel positif.

3. Apres avoir vérifié que le point O appartient a E, déduire des résultats précé-
dents que E est la réunion de trois demi-droites que 'on déterminera. Placer
les points A et B et représenter E sur une figure.

4. Atoutpoint P d’affixe z # 0, on associe les points Q d’affixe iz et R d’affixe z*.

On note FI'ensemble des points P tels que 'angle (66 , OR ) ait pour mesure
b2

-5
Montrer que F est 'ensemble E privé du point O.
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EXERCICE 2 5 points
Enseignement de spécialité

Le plan est muni d'un repere orthonormal direct (O, ;, 7) (unité graphique : 1 cm).

1. Onnote A, B et Cles points d’affixes respectives 2i, -1 + 4i et 5 + 2i.
On considere la translation ¢ de vecteur B—C), la symétrie S d’axe (AB) et la
transformation f = to S.
On désigne par A’ et B’ les images respectives de A et B par f. Calculer les
affixes de A’ et B et placer les points A, B, C, A’ et B sur une figure.
2. On rappelle que I'écriture complexe d’'un antidéplacement est de la forme
Z' = az+ bou a et b sont deux nombres complexes et |a| = 1.
A tout point M d’affixe z, f associe le point M’ d’affixe z'.
Justifier que f est un antidéplacement et démontrer que :
, —3-4i_ 38-6i

Z = Z+ .
5 5

3. Déterminer 'ensemble des points invariants par f. La transformation f est-
elle une symétrie?

4. On appelle D le point d’affixe 3 + 6i, A la médiatrice de [BD] et S’ la symétrie
d’axe A.

a. Montrer que les droites A et (AB) sont paralleles. Déterminer So S'.

b. Montrer que f oS’ est la translation, notée ¢, de vecteur DC . En déduire
que f=1t'0S.

PROBLEME 11 points
Commun a tous les candidats

Ce probleme comporte trois parties A, B et C. Les parties B et C sont indépendantes.
Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, 1, ] ), unité graphique : 4 cm).
On considére la fonction f définie sur R par :

f)=In(1+e™ 7).
On note I' la courbe représentative de la fonction f dans le repére (O, 7, 7)
Partie A
1. Déterminer la limite de f en —oo puis la limite de f en +oo.

2. Ftudier le sens de variation de f.

3. Démontrer que, pour tout nombre réel x, f(x) = —x+In(1+e%).
En déduire que la courbe I" admet, en - co, une asymptote, notée (A).

4, Tracer (A) etT.

Partie B

1. Vérifier que, pour tout nombre réel x, f/(x) =

1+e*’
2. Onnote A, B et Cles points de I" d’abscisses respectives 0, 1 et —1.

On appelle Ty, T; et T_; les tangentes respectives a la courbe I" aux points A,
BetC.

a. Démontrer que la droite (BC) est parallele a la droite Tj.

b. Déterminer I'abscisse du point d’intersection de T; et T_;.

Sportifs de haut-niveau 41 septembre 1999



Baccalauréat S : I'intégrale de mars a décembre 1999 A.P.M.E.P.

Partie C

1. Soient u et v les fonctions définies sur [0; + oo[ par :
1,
u(®)=In(l+—-t et v)=InQ+1)-t+ Et .

Etudier les variations de u et v. En déduire que, pour tout nombre réel ¢ po-
sitif, on a:

1
t—gtzéln(1+t)<t.

2. Soit n un entier naturel (n > 1).
On considére le nombre S, = f(1) + f(2) +... + f(n).
a. Démontrer que:
l-e™ 1 1-e2" 1-e™"

S <S,<
e-1 2 e-1 "7 e-1

b. On admet que la suite (S,) a une limite réelle L.

1 1
L-—|<

Montrer que o1l S m.
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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Un appareil électronique envoie a une imprimante un code qui est un nombre de
quatre chiffres, chaque chiffre ne pouvant prendre que les valeurs 0 ou 1 (par exemple:
1011).

1. a. Combien I'appareil peut-il fabriquer de codes distincts?
On supposera dans ce qui suit que tous ces codes ont la méme probabilité
d’étre produits.

b. Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de 1 figurant dans le
code. Donner la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathé-
matique.

2. Une imprimante a été choisie au hasard dans une série.
Ala suite d’études antérieures, on a observé cinq cas possibles. Dans le cas
Eo, 'imprimante n’'écrit que des 0, quel que soit le code émis par I'appareil.
Pour chaque élément n de 'ensemble { 1, 2, 3}, dans le cas E,, 'imprimante
écrit correctement les n premiers caracteres du code et n’écrit ensuite que
des 0.
Par exemple, lorsque E, survient, tous les codes commencant par 01 sont
imprimés 0100. Dans le cas E4, I'imprimante fonctionne correctement.
L'état de I'imprimante sera donc considéré comme le résultat d'une épreuve
aléatoire ayant cing issues possibles Eg, E;, E2, E3, E4. On admet que, pour
chaque élément n del’ensemble {0, 1, 2, 3}, P(E;) =32x 1073. Le code émis
par I'appareil est indépendant de I'état de 'imprimante.

a. Calculer la probabilité P(E4). Pour la suite, C désigne I'événement : «le
code imprimé est identique a celui émis par I'appareil ».

b. On suppose que Ey se produit. Quelle est la probabilité P(C/Eq) que le
code imprimé soit quand méme celui que I'appareil a envoyé ?

En déduire la probabilité P(C N Ey).

c. Déterminer de méme P(C/E,) puis P(CNE) pour tout élément n de l'en-
semble {1, 2, 3, 4}. En déduire P(C).

d. Sile code imprimé est exactement celui émis par I'appareil, quelle est la
probabilité que E; se soit produit?

EXERCICE 2 4 points
Enseignement obligatoire
s
On pose [y = f ° sin3xdx et, pour tout nombre 7z entier naturel non nul,
0

A

g .
I, = f x"sin3xdx.
0

1. Calculer I.

a.
b. En utilisant une intégration par parties, calculer I;.
a.

2. En effectuant deux intégrations par parties successives, déterminer, lorsque

n>1, I, en fonction de I,,.
2
T 2
b. Vérifierque Iy = — — —.
108 27

3. Sans calculer 'intégrale I,,,
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a. montrer que la suite (1) ey €St monotone;

T

5
b. pour tout nombre 7 entier naturel non nul, comparer I, a [ x"dx.
0

c. déterminer lim I,,.
n—+oo

EXERCICE 2 5 points
Enseignement de spécialité

On considere I'équation

1) . 20b—-9c=2.

ol les inconnues b et ¢ appartiennent a 'ensemble Z des nombres entiers relatifs.

1. a. Montrer que si le couple (by ; ¢y d’entiers relatifs est une solution de
I'équation (1), alors cp est un multiple de 2.

b. On désigne par d le p.g.c.d. de |bg| et |cp|. Quelles sont les valeurs pos-
sibles de d?

2. Déterminer une solution particuliere de 'équation (1), puis déterminer I'en-
semble des solutions de cette équation.

3. Déterminer 'ensemble des solutions (b; ¢) de (1) telles que p.g.c.d.(b; ¢) = 2.

4. Soit r un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2. Le nombre entier natu-
rel P, déterminé par P = a,, 7" +a, 17" '+ .. +ayr+ag, ot ap, ay_1, ...,q1, Qo
sont des nombres entiers naturels vérifiant0< a, <r,0< a,-1 <r,...,
0<ap<restnotéa,d,_i...01 ao(r) ; cette écriture est dite « écriture de P en

. . . —(6 —(4)
base r ». Soit P un nombre entier naturel s’écrivant ca5( ) etbbaa ~ (enbase
six et en base quatre respectivement).

Montrer que a + 5 est un multiple de 4 et en déduire les valeurs de a, puis de
betde c.

Donner I'écriture de P dans le systéme décimal.

PROBLEME 11 points
Commun a tous les candidats

Partie A
Soit la fonction f définie sur ]0; +oo[ par:

l1+Inx

fx)=x*+x-

On désigne par ¥ la courbe représentative de f dans un repere orthogonal (O, 1, ] )
Unités graphiques : 4 cm sur 'axe des abscisses, 2 cm sur 'axe des ordonnées.

1. On considere la fonction auxiliaire ¢ définie sur ]0 ; +oo[ par :

px) = 253 +x2 +Inx.

a. Etudier le sens de variations de ¢.

b. Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 a une solution unique qu’on appellera
a. Trouver le nombre entier naturel p tel que :

px1072<a<(p+1)x1072.

c. En déduire le signe de ¢(x) suivant les valeurs de x.
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2. a. Déterminer la limite de la fonction f en +oo.

b. Déterminer la limite de f en 0. Que peut-on en déduire pour la courbe
représentative € ?

c. Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
d. Soitla fonction g définie sur ]0; +ool par

gx) = x+ x.

On appelle I sa courbe représentative dans le repére (O, 7, 7)
Préciser les positions relatives des courbes € et I'.
e. Reproduire et compléter le tableau de valeurs suivant :

X 02 | 04 ] 06 | 08 1 02 | 04 2 2,5
fx)

Les valeurs de f(x) seront données a 10~2 pres.
f. Tracer € etT.

Partie B

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, u, v ) Unité gra-

phique : 4 cm. A tout point M d’affixe non nulle z, on associe le point M’ d’affixe z’
tel que :
1+In
Z=z2+z- J
z
On dit que M’ est I'image de M.

1. On considere les points P et Q d’affixes respectives e eti.
Calculer les affixes des images P’ et Q' de ces points. Placer B, Q, P’ et Q'.
2. a. A estla demi-droite constituée des points d’affixe réelle strictement po-
sitive. Soit M un point de A, d’affixe x. Quelle est I'affixe de son image
M'?
b. En utilisant le tableau des variations de la fonction f, indiquer la valeur
de x pour laquelle 'abscisse de M’ est minimum.
c. Définir et représenter I'ensemble A’ des points M’ lorsque M décrit la
demi-droite A.
3. Le point M décrit maintenant le cercle E de centre O et de rayon 1.
On note 6 un argument de z, 0 décrivant [-7 ; 7].

a. Montrer qu’une représentation paramétrique de 'ensemble E’ des points

M est:
cos20

sin20 + 2sin @

{ x(6)
y()
b. Que peut-on dire des points E’ de parametres respectifs 6 et —6?

En déduire qu’il suffit de construire la partie E' correspondant a1’ensemble
[0; ] des valeurs de 6 (partie qu'on désignera par E] pour obtenir E'.

c. Ftudier conjointement les variations sur l'intervalle [0 ; 7] des fonctions
xety.

d. Préciser les points d’intersection de E| avec chacun des axes de coordon-
nées.

e. Déterminer les points oit E] admet une tangente paralléle a I'un des axes
de coordonnées. On admet qu’au point correspondant a la valeur = du
parametre, E] admet une tangente parallele a I'axe des abscisses.

f. Tracer E’ en utilisant avec précision les éléments obtenus précédemment.
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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Dans I'espace rapporté a un repere orthonormé direct (O, 7, 7, F), on considere
les points A(3; 0; 1),B(0; —1; 2) et C(1; —1; 0).
1. Déterminer les coordonnées du vecteur 7 = AB AAC . En déduire une équa-
tion cartésienne du plan ABC.

2. Soit D le point de coordonnées (1, 1, - 2). Calculer le produit scalaire du vec-
teur DA et du vecteur DB ADC.

3. a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite passant par D
et dont un vecteur directeur est 7 .

b. Déterminer les coordonnées du point d’intersection H de cette droite avec
le plan ABC.

c. Calculer DH (distance du point D au plan ABC).

4. Calculer les coordonnées du point D', symétrique du point D par rapport au
plan ABC.

EXERCICE 2 5 points
Enseignement obligatoire

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, u, v ) ; unité gra-
phique : 2 cm.

1. Tracer les cercles de centre O et de rayons 1 et 2. Placer les points A, B, et D

1 3
d’affixes respectives v3 +i, V3 —iet -5+ %i.
7
2. On considére la rotation R de centre O et d’angle 3 et la translation T de
vecteur d’affixe 1.

a. Déterminer les affixes z, et zg des points A’ et B/, images respectives des
points A et B par la rotation R.

b. Déterminer I'affixe zp, du point D’, image du point D par la translation T.
c. Placer les points A/, B’ et D'.

2 . Zpl — Zg!
3. Déterminer un argument du nombre complexe ———.
ZD’

Justifier que la droite (OD’) est une médiatrice du triangle OA'B’.

EXERCICE 2 5 points
Enseignement de spécialité

Soit n un entier naturel non nul, on consideére les entiers suivants : N = 9n+1 et
M=9n-1.

1. On suppose que 7 est un entier pair. On pose n = 2p, avec p entier naturel
non nul.

a. Montrer que M et N sont des entiers impairs.
b. Enremarquant que N = M + 2, déterminer le PGCD de M et N.

2. On suppose que n est un entier impair. On pose n = 2p + 1, avec p entier
naturel.

a. Montrer que M et N sont des entiers pairs.
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b. Enremarquant que N = M + 2, déterminer le PGCD de M et N.
3. Pour tout entier naturel non nul 7, on considére 'entier 8112 — 1.

a. Exprimer l'entier 81712 — 1 en fonction des entiers M et N.

b. Démontrer que si n est pair alors 81n — 1 est impair.

c. Démontrer que 81712 — 1 est divisible par 4 si et seulement si 7 est impair.

PROBLEME 11 points
Commun a tous les candidats

Partie A - Résolution d’'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle :

y' —2y=e**, (B).
1. Démontrer que la fonction u définie sur R par u(x) = xe2* est une solution
de (E).
2. Résoudre I'équation différentielle : y' =2y =0  (Eo).

3. Démontrer qu'une fonction v définie sur R est solution de (E) si et seulement
si v — u est solution de (Ep).

4. En déduire toutes les solutions de I’équation (E).

5. Déterminer la fonction, solution de (E), qui prend la valeur 1 en 0.

Partie B - Etude d’'une fonction

Le plan est rapporté au repere orthonormé (O, T, 7) Soit la fonction f définie sur
R par
f(x) = (x+1e?*,

On note ¥ la courbe représentative de f dans le repere (O, T, 7)

1. Etudier la limite de f en + oo puis la limite de f en —co.

2. Soit x un nombre réel. Calculer f’(x).
Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variations.
Préciser le signe de f(x) pour tout réel x.

3. Soit un réel «a strictement inférieur a —1. On considére le domaine plan 2
limité par €6, les droites d’équation x = a, x = —1 et I'axe des abscisses.

a. Alaide d’'une intégration par parties, calculer I'aire 2 (a) du domaine 2.

b. Déterminer la limite de 2 (a) lorsque « tend vers —oo.
Partie C - Résolution d’'une équation

1. Montrer que 'équation f(x) = 2 admet une solution unique xo dans l'inter-
valle [0,2;0,3].

2. Recopier, puis compléter le tableau suivant :

X 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
fx)

Les valeurs de f(x) seront arrondies avec une précision de 102 pres par dé-
faut.

3. Sur le papier millimétré, ci-dessous, ot les unités sont de 10 cm en abscisses
et 5 cm en ordonnées, tracer I'arc de la courbe 6 pour x appartenanta [0; 0, 3].
Faire apparaitre xo sur le graphique.
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2
1
0
0 0,1 0,2
1 2
Démontrer que x satisfait a la relation : xo = = ln( )
2 Xo+1

Partie D - Approximation de x,

1. Soit & la fonction définie sur I =[0,2; 0,3] par

h(x) = %ln(

Xo+1

a. Démontrer que pour tout x de I, k(x) appartient a 1.
b. Démontrer que pour tout x de I, |4’ (x)| <0,42.
2. Soit (u,) la suite définie par : up = 0,2 et, pour tout entier naturel 7,

Up+1 = h(uy).

a. Enutilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrer que, pour tout
entier naturel n, ona: |u,+1 — xol <0,42|u; — xol.
ATaide d’'un raisonnement par récurrence, déduire que, pour tout entier
naturel nona: u, — xp| <0,1x (0,42)".

b. Déterminer la limite de (u,).

c. Déterminer un entier p tel que lup —xol < 1072,

On note b la valeur de u, affichée sur la calculatrice. Déterminer § valeur
décimale approchée par défaut de b a2 107> pres.

Classer par ordre croissant les réels f(8), f(8+107°) et 2.
En déduire la valeur décimale approchée par défaut de xo 2 107> pres.
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