«» Baccalauréat S Spécialité o

Index des exercices de spécialité de septembre 1999 a juin 2012

Tapuscrit : DENIS VERGES

N° || Lieu et date Arithmé- Espace Transfor-
tique Surfaces mations
1 Polynésie juin 2012 x
2 Métropole juin 2012 x
3 Centres étrangers juin 2012 X X
4 Asie juin 2012 x
5 Antilles-Guyane 2012 x x
6 Liban mai 2012 x
7 Amérique du Nord mai 2012 x
8 Pondichéry avril 2012 x
9 Amérique du Sud novembre 2011 x x
10 || Nouvelle-Calédonie novembre 2011 x x
11 Meétropole septembre 2011 x x
12 || Antilles-Guyane septembre 2011 x x
13 || Polynésie juin 2011 x
14 || Métropole juin 2011 x
15 La Réunion juin 2012 x x
16 || Centres étrangers juin 2011 x x x
17 || Asiejuin 2011 X X
18 || Antilles-Guyane 2011 x
19 Liban mai 2011 x
20 || Amérique du Nord mai 2011 x
21 || Pondichéry avril 2011 x
22 || Amérique du Sud novembre 2010 x
23 || Nouvelle-Calédonie novembre 2010 X
24 || La Réunion septembre 2010 x
25 || Métropole septembre 2010 x
26 || Polynésie juin 2010 x
27 || La Réunion juin 2010 x
28 || Métropole juin 2010 x
29 Centres étrangers juin 2010 x
30 || Asiejuin 2010 x
31 || Antilles-Guyane juin 2010 x
32 || Amérique du Nord juin 2010 x x
33 || Liban juin 2010 x x
34 || Pondichéry avril 2010 x x
35 Nouvelle Calédonie novembre 2009 x
36 || Amérique du Sud novembre 2009 x
37 || Antilles-Guyane septembre 2009 x x
38 || Polynésie septembre 2009 x




Ne || Lieu et date Arithmé- Espace Transfor-
tique Surfaces mations

39 || Métropole septembre 2009 x

40 || Amérique du Nord juin 2009 x

41 || Liban juin 2009 x

42 || Polynésie juin 2009 x

43 Centres étrangers juin 2009 x x

44 || Asie juin 2009 X

45 || Métropole juin 2009 x

46 || Antilles - Guyane juin 2009 x x

47 || La Réunion juin 2009 x x

48 || Pondichéry avril 2009 x x

49 Nouvelle-Calédonie décembre 2008 x

50 || Amérique du Sud novembre 2008 x

51 Meétropole La Réunion septembre 2008 x x

52 || Antilles-Guyane septembre 2008 x x

53 || Polynésie juin 2008 x x x

54 La Réunion juin 2008 X x

55 || Métropole juin 2008 x x

56 Centres étrangers juin 2008 x

57 || Asie juin 2008 x

58 || Antilles-Guyane juin 2008 x

59 || Amérique du Nord mai 2008 x x

60 | Liban mai2008 x x x

61 Pondichéry avril 2008 x

62 || Nouvelle-Calédonie mars 2008 x

63 Nouvelle-Calédonie décembre 2007 x

64 | Amérique du Sud novembre 2007 x

65 || Métropole-La Réunion septembre 2007 X

66 || Antilles-Guyane septembre 2007 x

67 || Polynésie juin 2007 x

68 La Réunion juin 2007 x

69 || Métropole juin 2007 x

70 Centres étrangers juin 2007 x

71 || Asie juin 2007 x

72 || Antilles-Guyane juin 2007 x

73 || Amérique du Nord juin 2007 x

74 Liban juin 2007 x x

75 Pondichéry avril 2007 x

76 || Nlle-Calédonie mars 2007 x

77 || Nlle-Calédonie novembre 2006 x

78 || Amérique du Sud novembre 2006 x

79 || Métropole septembre 2006 x

80 Polynésie juin 2006 x
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N° || Lieu et date Arithmé- Espace Transfor-
tique Surfaces mations

81 La Réunion juin 2006 x

82 || Métropole juin 2006 x

83 Centres étrangers juin 2006 x

84 || Asie juin 2006 x

85 || Antilles-Guyane juin 2006 x

86 || Amérique du Nord juin 2006 x

87 || Pondichéry avril 2006 x

88 || Nlle-Calédonie novembre 2005 x x

89 || Amérique du Sud novembre 2005 x

90 || Métropole septembre 2005 x x

91 | Amérique du Nord juin 2005 x

92 || Antilles-Guyane juin 2005 x

93 || Asie juin 2005 x

94 || Centres étrangers juin 2005 x

95 || Métropole juin 2005 x

96 || La Réunion juin 2005 x

97 || Liban juin 2005 x

98 || Polynésie juin 2005 x

99 || Pondichéry juin 2005 x

100 || Nlle-Calédonie nov. 2004 x

101 || Amérique du Sud nov. 2004 X

102 | Antilles septembre 2004 x x

103 || Métropole septembre 2004 x

104 || Polynésie septembre 2004 x

105 || Amérique du Nord mai 2004 x

106 || Antilles-Guyane juin 2004 x

107 || Asie juin 2004 X

108 || Centres étrangers juin 2004 x

109 || Métropole juin 2004 x

110 || Liban juin 2004 x

111 || Polynésie juin 2004 x

112 || Pondichéry avril 2004 x

113 || La Réunion juin 2004 x

114 || Amérique du Sud nov. 2003 x

115 || Nouvelle Calédonie nov. 2003 x

116 || Antilles-Guyane sept. 2003 x

117 || Métropole septembre 2003 x

118 || Polynésie septembre 2003 x

119 || Amérique du Nord juin 2003 x

120 || Antilles-Guyane juin 2003 X

121 || Asie juin 2003 x

122 || Centres étrangers juin 2003 x
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Ne || Lieu et date Arithmé- Espace Transfor- ¢’ Livret réalisé grace a Cocoa booklet. Merci a son auteur Fabien Cornus. ‘g
tique Surfaces mations http ://www.iconus.ch/fabien/cocoabooklet/

123 || Métropole juin 2003 x x

124 || La Réunion juin 2003 x

125 || Liban juin 2003 x

126 || Polynésie juin 2003 x

127 || Pondichéry juin 2003 X

128 || Amérique du Sud déc. 2002 x

129 || Nouvelle Calédonie nov. 2002 x

130 || Antilles-Guyane sept. 2002 x

131 || Métropole septembre 2002 x

132 || Amérique du Nord juin 2002 x

133 || Antilles-Guyane juin 2002 x

134 || Asie juin 2002 x

135 || Centres étrangers juin 2002 x

136 || Métropole juin 2002 x

137 || La Réunion juin 2002 x

138 || Polynésie juin 2002 x

139 || Pondichéry juin 2002 x

140 || Nouvelle Calédonie déc. 2001 x

141 || Amérique du Sud déc. 2001 x

142 || Antilles-Guyane sept. 2001 x

143 || Métropole septembre 2001 x

144 || Polynésie septembre 2001 x

145 || Amérique du Nord juin 2001 x

146 || Antilles-Guyane juin 2001 x

147 || Asie juin 2001 x

148 || Centres étrangers juin 2001 x

149 || Métropole juin 2001 x

150 || Liban juin 2001 x

151 || Polynésie juin 2001 x

152 || Pondichéry juin 2001 X

153 || Nouvelle-Calédonie déc. 2000 x

154 || Amérique du Sud nov. 2000 x

155 || Métropole septembre 2000 x

156 || Polynésie septembre 2000 x

157 || Amérique du Nord juin 2000 x

158 || Antilles-Guyane juin 2000 x x

159 || Asie juin 2000 x

160 || Centres étrangers juin 2000 x

161 || Métropole juin 2000 x

162 || La Réunion juin 2000 x

163 || Liban juin 2000 x x

164 || Polynésie juin 2000 x
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170 Sportifs de haut-niveau septembre 1999

Retour au tableau

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O, ;, 7] (unité graphique: 1 cm) .

1. Onnote A, B et Cles points d’affixes respectives 2i, -1 + 4i et 5 + 2i.
On considére la translation ¢ de vecteur BC, la symétrie S d’axe (AB) et la transformation f = fo S.
On désigne par A’ et B’ les images respectives de A et B par f.
Calculer les affixes de A’ et B et placer les points A, B, C, A’ et B’ sur une figure.
2. On rappelle que I'écriture complexe d'un antidéplacement est de la forme z' = az+bou a et b
sont deux nombres complexes et |a| = 1.
A tout point M d’affixe z, f associe le point M’ d’affixe z'.
Justifier que f est un antidéplacement et démontrer que :
, —3-4i_ 38-6i

z+ .
5 5

3. Déterminer I'ensemble des points invariants par f. La transformation f est-elle une symétrie ?
4. On appelle D le point d’affixe 3 + 6i, A la médiatrice de [BD] et §' la symétrie d’axe A.

1. Montrer que les droites A et (AB) sont paralléles.
Déterminer S o S'.

2. Montrer que f oS’ est la translation, notée t’, de vecteur DC . En déduire que f = t'0S'.
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N° || Lieu et date Arithmé- Espace Transfor-
tique Surfaces mations

165 || Pondichéry juin 2000 x

166 || Nlle-Calédonie déc. 1999 x

167 || Amérique du Sud nov. 1999 x

168 || Antilles-Guyane sept. 1999 x

169 | Métropole sept. 1999 x

170 || Sportifs haut-niveau sept. 1999 x
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1 Polynésie juin 2012

Partie A

On consideére I'équation (E) : 25x — 108y = 1 ou1 x et y sont des entiers relatifs.
1. Veérifier que le couple (13 ; 3) est solution de cette équation.

2. Déterminer 'ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de 'équation (E).

Partie B

Dans cette partie, a désigne un entier naturel et les nombres c et g sont des entiers naturels vérifiant la
relation 25g —108c = 1.

On rappelle le petit théoréme de Fermat :

Si p est un nombre premier et a un entier non divisible par p, alors a”~! est congru 4 1 modulo p que
l'onnote a?~! =1 [p].

1. Soit x un entier naturel.
Démontrer que si x = a [7] et x = a [19], alors x = a [133].
2. 1.0n suppose que a n’est pas un multiple de 7.
Démontrer que a® =1 [7] puis que a'® =1 [7].
En déduire que (a*°)® = a [7].
2. On suppose que a est un multiple de 7.
Démontrer que (azs)g =al7].

3. On admet que pour tout entier naturel a, (a25)g =a[19].
Démontrer que (a?°)® = a [133].

Partie C

On note A I'’ensemble des entiers naturels a tels que : 1 < a < 26.
Un message, constitué d’entiers appartenant a A, est codé puis décodé.
La phase de codage consiste 4 associer, 4 chaque entier a de A, 'entier r tel que a®® = r [133] avec
0<r<133.
La phase de décodage consiste a associer a r , I'entier r; tel que r'3 = ry [133] avec 0 < r; < 133.

1. Justifier que r; = a [133].

2. Un message codé conduit 2 la suite des deux entiers suivants : 128 59.

Décoder ce message.

Exercices de spécialité 6

169 Meétropole septembre 1999

Retour au tableau

Soit le repere orthonormal direct (O, ;, 7) du plan complexe. Les points A, B et C sont définis par leurs

affixes respectives :
za=3-iV3; 25 =3+iV3; zc =2+ V3 +3i.
1. Faire la figure en choisissant pour unité graphique 2 cm. (On placera I'origine sur la gauche de la
feuille).

2. Prouver que OAB est un triangle équilatéral direct. Soit G le centre de gravité du triangle OAB.
Déterminer I'affixe zg de G. Dans la suite de 'exercice, on étudie deux isométries transformant
[OA] en [GC].

3. Soit a et b deux nombres complexes et R I'application qui au point M d’affixe z associe le point M’
d’affixe 2’ tel que 2’ = az + b.

1. Déterminer a et b pour que R(O) =G etR(A) =C.
2. Prouver que R est une rotation dont on déterminera le centre et 'angle.

3. Prouver que les droites (OA) et (GC) sont perpendiculaires. Que peut-on dire des points G, B
etC?

4. Construire, en justifiant la construction, I'image du triangle OAB par R.

4. Soit @’ et b' deux nombres complexes et f I'application qui au point M d’affixe z associe le point
M' d’affixe z' telque 2/ = a’z+ b'.

1. Déterminer a’ et b’ pour que f(0) =Get f(A) =C.
2. SoitI le milieu du segment [OG]. Déterminer le point f(I). f est-elle une réflexion ?

3. Construire en justifiant la construction, I'image du triangle OAB par f.
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168 Antilles-Guyane septembre 1999

Retour au tableau

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O, T, 7)
On donne le point A(6; 0) et le point A'(0; 2).
A tout point M de I'axe des abscisses différent de A on associe le point M’ tel que :

AM=A'M' et (W, A’M/):% mod 27.

On admet I'existence et 'unicité de M'.
On réalisera une figure avec, pour unité graphique 0,5 cm et pour cette figure, on prendra —4 pour abs-
cisse de M.

1. Soit M un point de I'axe des abscisses différent de A.
1. Placer le point M’ sur la figure.

2. Pour cette question on pourra donner une démonstration purement géométrique ou utiliser
les nombres complexes. Démontrer qu’il existe une unique rotation, dont on précisera le
centre, noté I et I'angle, qui transforme Aen A’ et M en M'.

Placer I sur la figure.
3. Démontrer que la médiatrice de [MM'] passe par L.

2. On veut déterminer et construire les couples de points (M, M') vérifiant la condition supplémen-
taire MM’ =20.

1. Calculer IM et démontrer qu'il existe deux couples solutions : (M, M{) et (Mo, Mé).

2. Placer ces quatre points sur la figure.
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2 Métropole juin 2012

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, u, v )
On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives

za=—1+i, zg=2i et zc=1+3i

et 2 la droite d’équation y = x + 2.

1. Prouver que les points A, B et C appartiennent a la droite 2.

Sur une figure que I'on fera sur la copie en prenant 2 cm pour unité graphique, placer les points A,
B, C et tracer la droite 9.

2. Résoudre I'équation (1 +i)z+3 —i= 0 et vérifier que la solution de cette équation est 'affixe d'un
point qui n'appartient pas a la droite 2.
Dans la suite de l'exercice, on appelle f 'application qui, a tout point M d’affixe z différente de

—1+ 2i, fait correspondre le point M’ d’affixe ——.
1+1)z+3-1i

Le but de I'exercice est de déterminer 'image par f de la droite 2.
3. soit glatransformation du plan qui, a tout point M d’affixe z, fait correspondre le point M; d’affixe
1+)z+3-i.
1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation g.
2. Calculer les affixes des points A, B; et Cy, images respectives par g des points A, B et C.
3. Déterminer I'image 2, de la droite & par la transformation g et la tracer sur la figure.

4, Soit h I'application qui, & tout point M d’affixe z non nulle, fait correspondre le point M, d’affixe
1

z
1. Déterminer les affixes des points i (A;), i (B;) et h (A;) et placer ces points sur la figure.

2. Démontrer que, pour tout nombre complexe nonnul z, ona:

3. En déduire que I'image par & de la droite 2, est incluse dans un cercle ¢ dont on précisera
le centre et le rayon. Tracer ce cercle sur la figure.

4. Démontrer que tout point du cercle 6 qui est distinct de O est 'image par h d'un point de la
droite 2.

5. Déterminer I'image par 'application f de la droite 2.

Exercices de spécialité 7



3 Centres étrangers juin 2012

Les cing questions sont indépendantes.

Pour chaque question une affirmation est proposée. Indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la
réponse. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

Toute trace de recherche sera valorisée.

1. On considere I'équation (E) : 3x —2y =1, ol1 x et y sont des entiers relatifs.

Affirmation : les solutions de I'équation (E) sont les couples (9+2k; 13+ 3k), avec k appartenant
al’ensemble Z des entiers relatifs.

2. Soit n un entier naturel. On considere les deux entiers a et b définis par:
a=3n+letb=2n+3.
Affirmation :le PGCD de a et b est égal a 7 si et seulement si 7 est congru a 2 modulo 7.
3. Soit n un entier naturel. On considére les deux entiers a et b définis par :

a=2n*+7n+2leth=2n+2.

Affirmation : pour tout entier naturel n, le quotient et le reste de la division euclidienne de a par
b sont respectivement égauxan+2etn+17.

4. Dans le plan muni d'un repére orthonormal direct, on considére le point A d’affixe 3 + 4i.
b4
On note s la similitude directe s de centre A, de rapport v/2 et d’angle T

Affirmation : la similitude directe réciproque s~! a pour écriture complexe :

-1+7i
7

,1-i
zZ =—2z+
2

5. Dansle plan muni d’'un repére orthonormal direct, on consideére les points A, B, C et D d’affixes
respectives a=1+2i,b=4—1i,¢c=1-2v3+i3+v3) etd =4+ 3 +4iV3.

R . . T
Affirmation : la similitude directe qui transforme A en C et B en D a pour angle —.

Exercices de spécialité 8

167 Amérique du Sud novembre 1999

Retour au tableau

On considere I'équation

(1) : 20b-9c=2.

oliles inconnues b et ¢ appartiennent a I’ensemble Z des nombres entiers relatifs.

1.

2.

3.
4.

1. Montrer que si le couple (b ; ¢p d’entiers relatifs est une solution de I'équation (1), alors ¢
est un multiple de 2.

2. On désigne par d le p.g.c.d. de |by| et |cpl. Quelles sont les valeurs possibles de d ?
Déterminer une solution particuliere de I'équation (1), puis déterminer '’ensemble des solutions
de cette équation.

Déterminer I'ensemble des solutions (b ; ¢) de (1) telles que p.g.c.d.(b; ¢) =2.

Soit r un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2.

Le nombre entier naturel P, déterminé par P= a,r"+a,—1 rle g r+ag, ol @y, Apet, .. &1, Ao

sont des nombres entiers naturels vérifiant 0 < a, <1, 0 < @y < 1,..., 0 <, @p < r est noté

Aplp...00 ag(r ); cette écriture est dite « écriture de P en base r ». Soit P un nombre entier naturel
P —(6 ——@ . .

s’écrivant ca5( ) et bbaa ~ (en base sixet en base quatre respectivement).

Montrer que a + 5 est un multiple de 4 et en déduire les valeurs de a, puis de b et de c.

Donner 'écriture de P dans le systeme décimal.
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166 Nouvelle-Calédonie décembre 1999

Retour au tableau

Soit 7 un entier naturel non nul, on considere les entiers suivants: N=9n+1et M =9n—1.

1. on suppose que n est un entier pair. On pose n = 2p, avec p entier naturel non nul.

1. Montrer que M et N sont des entiers impairs.
2. Enremarquant que N = M + 2, déterminer le PGCD de M et N.

2. On suppose que 7 est un entier impair. On pose n =2p + 1, avec p entier naturel.

1. Montrer que M et N sont des entiers pairs.

2. Enremarquant que N = M +2, déterminer le PGCD de M et N.
3. Pour tout entier naturel non nul 7, on considére I'entier 8172 — 1.

1. Exprimer 'entier 8112 — 1 en fonction des entiers M et N.

2. Démontrer que si n est pair alors 81n — 1 est impair.

3. Démontrer que 8112 — 1 est divisible par 4 si et seulement si 7 est impair.

Exercices de spécialité
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4 Asiejuin 2012

Le plan est muni d’'un repére orthonormal direct (O, ;, ;)
Partie A - Détermination d’'une similitude directe
On considere les points A et B d’affixes respectives :
zp = —%+i? et zp=—v3+i
1. 1. Ecrireles nombres complexes z et zg sous forme exponentielle.
2. Placer les points A et B dans le repére. On prendra 1 cm comme unité graphique.

2. 1. Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe f de centre 0 qui transforme le point
AenB.

2. Préciser les éléments caractéristiques dc la similitude f.

Partie B. Etude d’'une transformation

Le but de cette partie est d’étudier la transformation g = so f, ou f désigne la similitude définie dans la
partie A et s la réflexion d’axe (O s u )

1. Soit M un point quelconque du plan. On désigne par M’ I'image du point M par la transformation
g.
On note z et Z’ les affixes respectives des points M et M, et Z celle du conjugué de z.
1. Démontrer I'égalité : z' = 2e 715 Z.
2. Onpose C=g(A) et D = g(C). Calculer les affixes respectives des points C et D, puis placer les
points C et D sur la figure.
3. Quelle est la nature du triangle OAC?
4. Démontrer que les vecteurs OA et OD sont colinéaires.

2. Dans cette question, toute trace de recherche ou d'initiative, méme non aboutie, sera prise en compte
dans l'évaluation.

Déterminer la nature de la transformation g o g et préciser ses éléments géométriques.

Exercices de spécialité 9



5 Antilles-Guyane juin 2012

Les quatre questions sont indépendantes.
1. 1. veérifier que le couple (4; 6) est une solution de I'équation

(B) 1lx-5y=14.

2. Déterminer tous les couples d’entiers relatifs (x; y) vérifiant 'équation (E).

2. 1. Démontrer que, pour tout entier naturel 7,

2¥=1  (mod7).
2. Déterminer le reste de la division euclidienne de 20112°12 par 7.
3. Onse place dans le plan complexe. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la
transformation f qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' tel que :

;3 . .
z 25(1—1)Z+4—21.

A A
4. On considere I'algorithme suivant ott Ent (ﬁ) désigne la partie entiere de N

A et N sont des entiers naturels
Saisir A

N prend la valeur 1

Tant que N < VA

A A A
Si — —Ent (—) =0 alors Afficher N et —
N N N
Fin si
N prend la valeur N + 1
Fin Tant que.

Quels résultats affiche cet algorithme pourA=12?
Que donne cet algorithme dans le cas général ?

Exercices de spécialité 10

165 Pondichéry juin 2000

Retour au tableau

Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel non nul.
1. 1. Pourl < n <6, calculer les restes de la division euclidienne de 3" par 7.
2. Démontrer que, pour tout 7, 3n+6 _ 31 et djvisible par7.
En déduire que 3" et 3”6 ont le méme reste dans la division par 7.
3. Alaide des résultats précédents, calculer le reste de la division euclidienne de 3'°%° par 7.

4. De maniére générale, comment peut-on calculer le reste de la division euclidienne de 3" par
7, pour n quelconque?
5. En déduire que, pour tout entier naturel n,3" est premier avec 7.
i=n-1
2. Soit U,=1+3+3%+---+3" 1= Z 3%, ot n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
i=0
1. Montrer que si U, est divisible par 7, alors 3" — 1 est divisible par 7.
2. Réciproquement, montrer que si 3" — 1 est divisible par 7, alors U, est divisible par 7. En
déduire les valeurs de n telles que U, soit divisible par 7.
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164 Polynésie juin 2000

Retour au tableau

1. On cherche deux entiers relatifs x et y solutions de 1'équation (1) ax + by = 60 (a et b entiers
naturels donnés tels que ab # 0). On notera d le plus grand commun diviseur de a et b.

1. Onsuppose que I"équation (1) a au moins une solution (xp ; yp). Montrer que d divise 60.

2. Onsuppose que d divise 60. Prouver qu'il existe alors au moins une solution (xy ; yo) al’équa-
tion (1).

2. On considere I'équation: (2) 24x+36y=60. (x ety entiers relatifs).
1. Donner le PGCD de 24 et 36 en justifiant brievement. Simplifier I'équation (2).

2. Trouver une solution évidente pour ’équation (2) et résoudre cette équation. On appellera S
I'ensemble des couples (x ; y) solutions.

3. Enumérer tous les couples (x ; y) solutions de (2) et tels que :

-10< x < 10.

Donner parmi eux, ceux pour lesquels x et y sont multiples de 5.

4. Dans le plan rapporté a un repere orthonormal (unité graphique : 1 cm), représenter I'en-
semble E des points M de coordonnées (x ; y) telles que :

= 1+43¢
{x telR.

y = 1-2t

5. Montrer que les points ayant pour coordonnées les solutions (x ; y) de I'équation (2) appar-
tiennent a E. Comment peut-on caractériser S?
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6 Liban mai2012

On se place dans le plan complexe muni d'un repeére orthonormal direct (O, u, v )
On note z, la suite de nombres complexes, de terme initiale zy = 0, et telle que :

1+i
Zp+1 = Tzn + 1, pour tout entier naturel 7.

Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe z,,.
1. Calculerles affixes des points A, A, et As. Placer ces points dans le plan muni du repére (O; ii; 7).
2. 1. Montrer que le point A, est I'image du point A,, par une similitude directe s, dont on défi-
nira le rapport, 'angle et le centre Q, d’affixe w.
2. Démontrer que le triangle Q A, A, estisocéle rectangle.
n-1
3. 1. Etablir que, pour tout entier naturel n, ona : QA, = (?) .

2. A partir de quelle valeur de 7 les points A,, sont-ils situés 4 I'intérieur du disque de centre Q
et de rayon 0,001 ?
n
4. Pour tout entier naturel 7, on note a, la longueur A, A+ et L, lasomme Z ag.
k=0

L, est ainsi la longueur de la ligne polygonale AgA; -+ Ay Ayt

Déterminer la limite de L,, quand n tend vers +oo.
5. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative, méme non fruc-

tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

Démontrer que, pour tout entier naturel n, les points A,, Q et A,,4 sont alignés.

Exercices de spécialité 11



7 Amérique du Nord mai 2012

Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormal direct (O, u, 7)
Soit S la transformation du plan qui, a tout M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle que :

Z/ =5iz+6i+4.
Partie A
1. Déterminer la nature et les éléments caractéristique de la transformation S.

2. Onnote x et X/, y et ' les parties réelles et imaginaires respectives de z et z'.
Démontrer que :

X =-5y+4
Yy =5x+6

Partie B

Dans cette partie, on se place dans le cas ou1 les coordonnées x et y du point M sont des entiers relatifs

telsque -3 < x<5et-3<x<5.
On note & I'ensemble de ces points M.

On rappelle que les cordonnées (x'; y') du point M’, image du point M par la transformation S, sont

xX'=-5y+4ety =5x+6.

1. 1. Déterminer 'ensemble des couples d’entiers relatifs (a; b) tels que 4a+3b = 5.

2. En déduire I'ensemble des points M de & de coordonnées (x; y) tels que —3x’ +4y' =37.

2. Soit M un point de I'ensemble & et M’ son image par la transformation S.
1. Démontrer que x’ + y' est un multiple de 5.

2. Démontrer que x' — ¥’ et x' + )’ sont congrus modulo 2.
En déduire que si x> — y'? est multiple de 2 alors x’ — y' et x’ + ¥’ le sont également.

3. Déterminer I'ensemble des points M de € tels que : x'2 — y2 = 20.

Exercices de spécialité 12

163 Liban juin 2000

Retour au tableau

1. Le plan () est rapporté 2 un repére orthonormal direct (O, ;, ?)
Soit A et B dans ce plan d’affixes respectives a=1+1i; b= —4-i. Soit f la transformation du plan
(2?) qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel que OM’ =2AM +BM .
1. Exprimer z’' en fonction de z.
2. Montrer que f admet un seul point invariant Q dont on donnera I'affixe. En déduire que f
est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.
2. Onse place dans le cas o1 les coordonnées x et y de M sont des entiers naturels avec 1 < x < 8 et
1< y <8.Les coordonnées (x'; y') de M’ sontalors: x'=3x+2ety =3y—1.
1. Onappelle G et H les ensembles des valeurs prises respectivement par x' et y'. Ecrire la liste
des éléments de G et H.
2. Montrer que x' — y' est un multiple de 3.

3. Montrer que la somme et la différence de deux entiers quelconques ont méme parité. On se
propose de déterminer tous les couples (x'; y') de Gx H tels que m = x"2—y'? soit un multiple
non nul de 60.

4. Montrer que dans ces conditions, le nombre x’' — y’ est un multiple de 6. Le nombre x’ — y'
peut-il étre un multiple de 30 ?

5. En déduire que, si x'2 — y” est un multiple non nul de 60, x’ + y' est multiple de 10 et utiliser
cette condition pour trouver tous les couples (x'; ') qui conviennent. En déduire les couples
(x; y) correspondant aux couples (x'; y’ ) trouvés.
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162 LaRéunion juin 2000

Retour au tableau
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, on considere les nombres

a=n’-n’>-12n et b=2n*>-7n-4.
1. Montrer, apres factorisation, que a et b sont des entiers naturels divisibles par n—4.
2. Onpose a=2n+1et f=n+3.0nnote dle PGCD de a et f.
1. FEtablir une relation entre « et § indépendante de n.
2. Démontrer que d est un diviseur de 5.

3. Démontrer que les nombres a et f sont multiples de 5 si et seulement si 7 —2 est multiple de
5.

3. Montrer que 2n + 1 et n sont premiers entre eux.
4, 1. Déterminer, suivant les valeurs de n et en fonction de n, le PGCD de a et b.

2. Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliers n =11 et n=12.
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8 Pondichéry avril 2012

PartieA Restitution organisée de connaissance

Soit a, b, ¢, d des entiers relatifs et n» un entier naturel non nul.
Montrerque sia=b (mod n) et c=d (mod n) alors ac = bd (mod n).
PartieB Inverse de 23 modulo 26

On considere I'équation

(E): 23x-26y=1,
ol x et y désignent deux entiers relatifs.
1. vérifier que le couple (-9 ; —8) est solution de 'équation (E).

2. Résoudre alors I'équation (E).
3. Endéduire un entier a tel que0<a<25et23a=1 (mod 26).

Partie C Chiffrement de Hill

On veut coder un mot de deux lettres selon la procédure suivante :

Etape 1 Chaque lettre du mot est remplacée par un entier en utilisant le tableau ci-dessous :

A B C D E F G H 1 J K L M [ N [¢] P Q R S T U V| iw|X Y z

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25

On obtient un couple d’entiers (x; ; x2) ol x; correspond a la premiere lettre du mot et x, correspond a
la deuxieéme lettre du mot.
Etape 2 (x; ; xp) est transformé en (1 ; y2) tel que :

= 11y +3 d 26
(Sl){yl sy mod26) <y <25et0< yp <25,

Yo = Tx1+4x (mod 26)

Etape 3 (y1; y2) est transformé en un mot de deux lettres en utilisant le tableau de correspondance
donné dans I'étape 1.

étapel étape2 étape3
Exemple: TE = (19,4) = (13,19) = NT
—~— —~—
mot en clair mot codé

1. Coderle motST.
2. Onveut maintenant déterminer la procédure de décodage :
1. Montrer que tout couple (x; ; x) vérifiant les équations du systéme (S;), vérifie les équations
du systéme :

() 23x1 = 4y1+23y, (mod 26)
2] 238x; = 19y, +11y,  (mod 26)

2. ATlaide de la partie B, montrer que tout couple (x; ; x) vérifiant les équations du systéme
(S2), vérifie les équations du systeme

(S3) x1 = 16y1+ )2 (mod 26)
1 x = 11y;+5y;  (mod 26)

3. Montrer que tout couple (x; ; x») vérifiantles équations du systeme (S3), vérifie les équations
du systéme (S7)
4. Décoder le mot YJ.
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9 Amérique du Sud novembre 2011

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une justification de
la réponse choisie. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Toutefois, toute trace de recherche,
méme incomplete, ou d'initiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

12011

« Proposition 1: «Le reste de la division euclidienne de 201 par 7 est 2 ».

* Soit a et b deux nombres entiers relatifs non nuls.
Proposition 2 : « S'il existe un couple de nombres entiers relatifs (¢, v) tel que ua+ vb =3, alors
PGCD(a, b) =3».
« Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 5.
Proposition 3 : « Lentier n — 31 — 10 n’est jamais un nombre premier ».
Lespace est rapporté a un repére orthonormal (O, T, 7, F)

e On considére le cone I' d’équation x? + y? = 522,
Soit A le point de coordonnées (—2; —1; 7).
Proposition 4 : «1l existe un unique réel y tel que le point A appartient au cone I' ».

e Oncoupele cone I d’équation x* + y? = 5z par le plan 2, d’équation x = a oit a € R.
Proposition 5 : « Cette intersection peut étre la réunion de deux droites ».
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161 Métropole juin 2000 Retour au tableau
Lo s . . — 3=
Dans le plan orienté, on considére deux points A et B et le point E tel que AE = —AB.
Pour la figure, on prendra comme unité de longueur le centimetre et AB = 16. Cette figure sera complétée
au fur et a mesure. e
Soit un point C, distinct de A, tel que (AB ; AC) = 1
La droite parallele a (BC) passant par E coupe la droite (AC) en F.
On appelle I le milieu de [BC], J le milieu de [EF] et D le point d’intersection des droites (EC) et (BF).
On note iy 'homothétie de centre A qui transforme B en E et hp ’homothétie de centre D qui trans-
forme Een C.
1. Déterminer 114 (C) puis hp(F).
« En déduire la nature et les éléments caractéristiques de hp o hp puis de hao hp.
. Onappelle E’ 'image de E par ki et E” 'image de E’ par hp. Représenter E’, puis construire E” en
justifiant la construction.

2
3
4. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de hip o lip 0 hp o hp.
5. Montrer que le quadrilatére BECE” est un parallélogramme.

6

« On appelle (A) 'ensemble des points M tels que (E i AM ) = % (A) est donc une demi-droite
ouverte d’origine A.
Pour la suite, les points A, B, E sont fixes et le point C décrit (A).
Déterminer et construire le lieu géométrique (A)” du point E”.
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160 Centres étrangers juin 2000 Retour au tableau

Dans le plan orienté, on considere un losange ABCD tel que AB=BC=CD=DA=5et (lﬁ, ﬁ) = %

On désigne par], J, K, L et O les milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD], [DA] et [BD].
On note (A) la médiatrice de [AB] et (A’) la médiatrice de [CD].

1. Soit f l'isométrie du plan définie par f(A) =B, f(B)=D, f(D)=C.
1. Prouver que f est un antidéplacement.

2. Démontrer que s'il existe un point M invariant par f, alors M est équidistant des points
A,B,C,D.

3. Lisométrie f admet-elle un point invariant ?
2. Soit o la symétrie orthogonale d’axe (A) et r la rotation de centre B et d’angle — g
1. Démontrer que f =roao.
2. A-t-onf=0or?
3. soit s1, la symétrie orthogonale d’axe (BC).
1. Déterminer I'axe de la symétrie orthogonale s,, telle que r = s, 0 5.

2. En déduire que f peut s’écrire sous la forme f = s; 0 #;,, ol f; est une translation que 'on
précisera.

1—
4. Soit t, la translation de vecteur EAD ;onnote ¢, ! saréciproque et on pose g =, 1o f.

1. Déterminer g(D), g(I), g(O). En déduire la nature précise de la transformation g.

2. Démontrerque f=fyog.A-t-on f =gof?
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10 Nouvelle Calédonie novembre 2011

Lespace est rapporté a un repére orthonormal (O, 1, ],k ]

On considere la surface S d’équation : x? + y? — z% = 4.

1. 1. Montrer quessile point M(x; y; z) appartienta S alors le point
M'(-x; —y; —z) appartient aussi a S. Que peut-on en déduire ?

2. Montrer que la surface S est symétrique par rapport au plan (xOy). On admet de méme que
la surface S est symétrique par rapport aux plans (xOz) et (yOz).

2. 1. Déterminer la nature géométrique de la section de la surface S par le plan (xOy).
Préciser ses éléments caractéristiques.

2. Soit k un réel non nul. Déterminer la nature géométrique de la section de la surface S par le
plan d’équation z = k. Préciser ses éléments caractéristiques.

3. Déterminer la nature géométrique de la section de la surface S par le plan d’équation y = 2.
4, On considere les points A(Z\/E; 0; 2) et B(O $2V/2; —2).

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).

2. Ladroite (AB) est-elle contenue dans la surface S?
5. Identifier parmi les trois figures proposées en annexe 2 celle qui représente la surface S.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la figure et justifiera la réponse.

6. Soit H la section de la surface S par le plan P d’équation y = 5.

1. Montrer qu'un point M(x; y; z) appartienta H si et seulement si

(x—2)(x+z)=-2lety=>5.

2. En déduire les coordonnées des points de H dont les coordonnées sont des entiers relatifs.
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11 Métropole septembre 2011

Le plan est muni d'un repére orthonormal (O, ;, ?)

On note A et B les points de coordonnées respectives (1 ; 0) et (6; 1).

Pour tout point M de coordonnées (x ; ¥), on note M’ I'image du point M par la symétrie orthogonale
d’axe (AB) et (x'; ') ses coordonnées.

1. 1. Justifier I'existence de deux nombres complexes a et b tels que, pour tout point M d’affixe z,
laffixe z’ du point M’ est donnée par

Z=az+b
2. En utilisant les points A et B, démontrer que ! = atb
g P ’ M€Y 6+i = aG-i)+b

3. En déduire que, pour tout nombre complexe z :
Z= L(12+5i)2+ i(1 —5i)
T 13 13 ’

4. Ftablir que, pour tout point M de coordonnées (x ; y), les coordonnées (x’ ; y’) du point M’
sont telles que :

1 1
X =—(12x+5y+1) et y =-—(5x-12y-5).
13( y+1 Y 13( y-5)

2. On désigne par & 'ensemble des points M dont les coordonnées (x ; y) sont des entiers relatifs et
tels que le point M’ associé appartienne a I'axe des abscisses.
1. Justifier que M(x; y) appartienta & si et seulementsi5(x—1) = 12y.
2. En déduire que & est'ensemble des points de coordonnées (1 + 12k ; 5k) ou k est un entier
relatif.
3. Dans cette question, on suppose que les coordonnées de M sont des entiers relatifs et que 'abs-
cisse de M’ est un entier relatif.
1. Démontrerque x=5y+1 [13].
2. Endéduire que 5x—12y-5=0 [13] et quel'ordonnée de M’ est un entier relatif.
4. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative, méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Déterminer les points M de la droite d’équation x = 2 tels que les coordonnées du point M’ soient
des entiers relatifs.

On pourra montrer que 'ordonnée y d'un tel point est un entier relatif et utiliser des congruences
modulo 13.
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159 Asie jUin 2000 Retour au tableau
1. Déterminer PGCD(2688 ; 3024).
2. Dans cette question, x et y sont deux entiers relatifs.
1. Montrer que les équations (1) et (2) sont équivalentes (1) 2688x+ 3024y = —3360 ;(2) 8x +
9y =-10.
2. Vérifier que (1; — 2) est une solution particuliére de I’équation (2).
3. Déduire de ce qui précede les solutions de (2).

3. Soit (O, 7, T F) un repére orthonormal de I'espace. On considere les plans (P) et (Q) d’équa-
tions respectives

x+2y—-z=-2 et 3x—-y+5z=0.
1. Montrer que (P) et (Q) se coupent suivant une droite (D).
2. Montrer que les coordonnées des points de (D) vérifient '’équation (2).

3. En déduire 'ensemble E des points de (D) dont les coordonnées sont des entiers relatifs.
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158 Antilles-Guyane juin 2000 Retour au tableau
Les points Ag=0; Aj; ... ; Ay sontles sommets d'un polygone régulier de centre A, a 21 cotés, de sens
direct.
Les points By = O ; B; ; Bjs sont les sommets d'un polygone régulier de centre B, a 15 c6tés, de sens
direct.
i . 21 . 2n

Soit ra la rotation de centre A et d’angle 31 et rg la rotation de centre B et d’angle T
On définit la suite (M},) de points par :

— My estl'un des points A, Aj, Ay, ..., As;

— pour tout entier naturel n, M} = ra(My). On définit la suite (P,) de points par :

— Py estl'un des points By, By, B, ..., Bis

— pour tout entier naturel n, P, = rg(Pp).
Le but de I'exercice est de déterminer, pour deux cas particuliers, 'ensemble S des entiers naturels n
vérifiant :

M, =P,=0.
1. Dans cette question, My = Py = O.
1. Indiquer la position du point Magg et celle du point Py .

2. Déterminer le plus petit entier naturel n» non nul tel que M,, = P, = O.
En déduire 'ensemble S.

2. Dans cette question, My = Ajg et Py = Byg. On considere 'équation (E): 7x—-5y =1avec x € Z et
yeZ.

1. Déterminer une solution particuliere (a ; b) de (E).
2. Déterminer 'ensemble des solutions de (E).

3. En déduire I'ensemble S des entiers naturels n vérifiant M,, = P,, = O.
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12 Antilles-Guyane septembre 2011

—_ —

Lespace est muni d'un repére orthonormé (O, T, .k )
On considere I'ensemble P des points M(x ; y; z) del'espace tels que :

z=x2+y%
Les trois questions sont indépendantes.

1. 1. Montrer que l'intersection de I'ensemble P et du plan d’équation z =5 est un cercle dont on
précisera le centre et le rayon.

2. Déterminer la nature de 'intersection de 'ensemble P et du plan d’équation y = 1.
2. On considéere la sphere S de centre O et de rayon V6.

1. Donner une équation de la sphere S.

2. Montrer que l'intersection de la sphere S et de 'ensemble P est un cercle.

3. Le but de cette question est de déterminer les points M(x ; y; z) de 'ensemble P, dont les coor-
données sont des entiers relatifs, appartenant au plan d’équation —3x+2y = 1 et vérifiant z < 25.

1. Donner un couple d’entiers relatifs solution de I'équation (E) : -3x+2y =1.

2. Déterminer 'ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I'équation (E). Dé-
terminer les points de 'ensemble P dont les coordonnées (x ; y ; z) sont des entiers relatifs
vérifiant :

-3x+2y=1 et z<25.
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13 Polynésie juin 2011

On rappelle la propriété, connue sous le nom de petit théoréeme de Fermat :
Si p est un nombre premier et a est un entier naturel non divisible par p, alors a?' =1 (modulop).

On consideére la suite (u,,) d’entiers naturels définie par :

up = let, pour tout entier naturel n, u,4+; = 10u, +21.

1. calculer uy, up et us.
2. 1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
3u, =10""1-7.
2. En déduire, pour tout entier naturel n, I’ écriture décimale de u,,-
3. Montrer que uy est un nombre premier.
On se propose maintenant d'étudier la divisibilité des termes de la suite (u,) par certains nombres
premiers.
4. Démontrer que, pour tout entier naturel 7, u,, n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5.
5. 1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 3u, =4 - (-1)" (moduloll).
2. En déduire que, pour tout entier naturel 2, u,, n’est pas divisible par 11.
6. 1. Démontrer I'égalité : 10'® = 1(modulo17).

2. En déduire que, pour tout entier naturel k, u;¢+g est divisible par 17.
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157 Amérique du Nord juin 2000 Retour au tableau

Dans le plan orienté, on consideére un triangle direct OAB, rectangle et isocele en O.
—_— — T
On a donc (OA, OB) = 5 [27]. On note Ry et Rp les rotations de centres respectifs A et B et de méme

b4
angle — et Sp la symétrie de centre O.

On place un point C, non situé sur la droite (AB) , on trace les carrés BEDC et ACFG directs. On a donc
(BE, BC) = g (27] et (AC, AG) = g [271].

1.

Déterminer Siy0) © Sa) composée des réflexions d’axes (AB) et (AO).
. En écrivant R sous la forme d’'une composée de deux réflexions, démontrer que RyoRp = So.
2.

. Déterminer I'image de E par Ry o Rp.

. En déduire que O est le milieu du segment [EG].

WON N

. Onnote Rr et Rp les rotations de centres respectifs F et D et de méme angle. Etudier 'image
de C par la transformation Rr o Sp o Rp. Déterminer la transformation Rgo Sg o Rp.

4. Placer H le symétrique de D par rapport a O. Démontrer que Rr(H) = D. Démontrer que le
triangle FOD est rectangle et isocele en O.
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156 Polynésie septembre 2000

Retour au tableau

Sur la figure ci-dessous, ABCD est un rectangle de sens direct, AEFB et ADGH sont des carrés de sens
direct.

1. Lebutde cette premiere question est de démontrer que les droites (AC), (EG) et (FH) sont concou-
rantes. Pour cela on note I le point d’'intersection des droites (EG) et (FH) et on introduit :
« ’homothétie h; de centre I qui transforme G en E.
o I'homothétie h;, de centre I qui transforme F en H.

1. Déterminer I'image de la droite (CG) par 'ho-
mothétie h; puis par la composée hy o hy.

C B
2. Déterminer I'image de la droite (CG) par la F
composée hj o hy. D E
3. Justifier I'égalité : A
hzohl = h] Ohg.
En déduire que la droite (AC) passe aussi par le G H

point L.
2. Onse propose ici de démontrer que la médiane issue du sommet A du triangle AEH est une hau-
teur du triangle ABD. On note O le milieu du segment [EH].
1. Exprimerle vecteur AO en fonction des vecteurs AE et AH.
2. Exprimer le vecteur BD en fonction des vecteurs AB et AD .
3. Calculer le produit scalaire AO .BD et conclure.

3. Dans cette question, on étudie la similitude directe S qui transforme A en B et D en A. On pose AB
=letAD=k (k>D0).

1. Déterminer I'angle et le rapport de la similitude S.
2. Déterminer I'image de la droite (BD), puis I'image de la droite (AO), par cette similitude S.

3. En déduire que le point d’intersection Q des droites (BD) et (AO) est le centre de la similitude
S.
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14 Métropole juin 2011

PARTIE A - Restitution organisée de connaissances

On rappelle ci-dessous le théoréme de BEZOUT et le théoréme de GAUSS.

Théoreme de BEZOUT :

Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si, il existe un couple (u ; v) d’entiers
relatifs vérifiant au + bv = 1.

Théoreme de GAUSS :
Soient a, b, ¢ des entiers relatifs.
Si a divise le produit bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

1. En utilisant le théoreme de BEZOUT, démontrer le théoréme de GAUSS.
2. Soient p et g deux entiers naturels tels que p et g sont premiers entre eux.

Déduire du théoreme de GAUSS que, si a est un entier relatif, telquea=0 [pleta=0 [g], alors
a=0 [pql.

PARTIE B

On se propose de déterminer ’ensemble .# des entiers relatifs n vérifiant le systeme :
n = 9 [17]
n = 3 [5]

On désigne par (¢ ; v) un couple d’entiers relatifs tel que 17u+5v = 1.

1. Recherche d’'un élément de .

1. Justifier I'existence d'un tel couple (u; v).
2. Onposenyg=3x17u+9x5v.
Démontrer que ny appartienta .#.
3. Donner un exemple d’entier ny appartenanta ..
2. Caractérisation des éléments de ..
1. Soit n un entier relatif appartenant a .%#.
Démontrer que n—no=0 [85].
2. En déduire qu'un entier relatif n appartient a . si et seulement si il peut s’écrire sous la
forme n =43 + 85k ou1 k est un entier relatif.
3. Application
Zoé sait qu’elle a entre 300 et 400 jetons.
Si elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reste 9.
Si elle fait des tas de 5 jetons, il lui en reste 3.
Combien a-t-elle de jetons ?
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15 LaRéunion juin 2011

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (O, u, v ) ; unité graphique : 8 centimetres.

On considere la transformation f du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle
que

7z = \/Tz(—1+i)z.

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.

2. On définit la suite de points (Mj,) de la facon suivante : My est le point d’affixe z, = 1 et, pour tout
nombre entier naturel n, My = f (M,). On note z, I'affixe du point M,,.

. . " I(M]
1. Justifier que, pour tout nombre entier naturel n, z, = 3 e'\™s

2. Construire les points My, My, M,, M3 et M.
3. Dans cette question, toute trace de recherche méme incomplete, ou d'initiative meme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Soient 7 et p deux entiers naturels. A quelle condition sur n et p les points M, et M), sont-ils
alignés avec l'origine O du repére ?
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155 Meétropole septembre 2000

Retour au tableau

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (O, ;, 7) Lunité graphique est 4 cm.
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a, b, c et d telles que :

a=1, b=é'%, c:§+\/—§i, d= ﬁe"i%.
2 2 2
1. 1. Donnerlaforme exponentielle de ¢ et la forme algébrique de d.
2. Représenter les points A, B, C et D.
3. Montrer que le quadrilatére OACB est un losange.
« Montrer que les points D, A et C sont alignés.

. DéterminerI'angle 0 et le rapport k de la similitude directe s de centre O qui transforme A en C.

les points E C et G sont alignés.

2
3
4, OnnoteFetGles images par la similitude directe s des points D et C respectivement. Montrer que
5. Déterminer 'affixe f du point E

6

. On considére la transformation ¢ qui a tout point M, d’affixe Z, associe le point M’ d’affixe Z' telle
que:

2 3 V3
75743413,
22

Pour toute droite § du plan, on notera o5 la symétrie orthogonale d’axe 6.
1. Soit r la transformation qui a tout point M, d’affixe Z;, associe le point M; d’affixe Z], telle
que:
2 3 3
Zi=e"'3 21+ = +i£
2 2
Déterminer la nature de r et donner ses éléments caractéristiques.

2. En utilisant les nombres complexes, donner une mesure de 'angle (E , AB ], puis détermi-
ner la droite A telle que :
I'=0A°0K0)-

3. Montrer que ¢ = r o0 (50). En déduire la nature de ¢.
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154 Amérique du Sud novembre 2000

Retour au tableau

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (O, ;, 7) (unité graphique : 2cm). On désigne
par m un nombre réel. On considere la transformation T,, du plan dans lui-méme qui, a tout point M
d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ définie par :

Z=(m+i)z+m-1-i
Partie A

1. Peut-on choisir m de telle sorte que T, soit une translation ?

2. Déterminer le réel m de telle sorte que T, soit une rotation. Préciser alors le centre et angle de
cette rotation.

Partie B
Dans la suite de I'exercice on pose m = 1.

1. 1. Calculer I'affixe du point Q invariant par T,
!

z
2. Pour tout nombre complexe z différent de 1, calculer

I En interprétant géométrique-

z
ment le module et un argument de T démontrer que T est une similitude directe dont

on précisera les éléments caractéristiques.

3. Démontrer que, pour tout nombre zona: z’'—z =i(z—1). En déduire que si M est distinct de
Q, alors le triangle QM M’ est rectangle isocele en M.

2. Ondéfinit dansle plan une suite (M,,) de points en posant: My =0, M; =T (M), et pour tout entier natur

M, =T (Mp-1).
1. Placer les points M;, M,, M3 et M, dans le plan muni du repéere (O, ;, 7)

2. Pour tout entier naturel n, on pose d, = QM,,. Démontrer que la suite (d,) est une suite
géométrique.
Converge-t-elle ?
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16 Centres étrangers juin 2011

Les cinq questions sont indépendantes.

Pour chaque question une affirmation est proposée. Indiquer si elle est vraie ou fausse, en justifiant la
réponse. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

Toute justification complete sera valorisée.

Question 1

On consideére 'équation (E): 2x+ 11y =7, ol x et y sont des entiers relatifs.

Affirmation

Les seuls couples solutions de (E) sont les couples (22k -2 ; —4k+ 1), avec k appartenant a 'ensemble
Z des entiers relatifs.

Question 2
On consideére 'entier N
Affirmation
Lentier N est congru a 4 modulo 7.

— 112011'

Question 3
On considere, dans le plan complexe, les points A, B et C d’affixes respectives :

a=1+i ; b=3i ; c:(l—Z\/E)+i[l—\/§).

Affirmation
Le point C est I'image du point B par la similitude directe de centre A, de rapport v2 et d’angle —g.

Question 4
On considere, dans le plan complexe, les points A et B d’affixes respectives :

a=1+i ; b=2-1.

3 4)\_ (12 6,
Soit f la similitude d’écriture complexe : z’ = (_5 - 51) z+ (? + 31)
Affirmation

La transformation f est la réflexion d’axe (AB).

Question 5
Lespace est muni d'un repére orthonormal (O, 1,7,k )
On considere la surface ¥ dont une équation est: z =4xy.

Affirmation
La section de la surface . par le plan d’équation z = 0 est la réunion de deux droites orthogonales.
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17 Asie juin 2011

Partie A : Restitution organisée de connaissances

1. Pré-requis : tout nombre entier 7z strictement supérieur a 1 admet au moins un diviseur premier.

Démontrer que tout nombre entier n strictement supérieur a 1 est premier ou peut se décomposer
en produit de facteurs premiers (on ne demande pas de démontrer 1'unicité de cette décomposi-
tion).

2. Donner la décomposition en produit de facteurs premiers de 629.

Partie B

Dans un repére orthonormal (O, 1,],k ), on considere les surfaces I et C d’équations respectives: I'":

z=xyetC:x*+2%=1.

1. Donnerla nature de la surface C et déterminer ses éléments caractéristiques.

2. Points d’intersection a coordonnées entiéres des surfaces T et C

1.

Démontrer que les coordonnées (x; y; z) des points d’intersection de I" et de C sont telles
que:

21+y) =1

2. En déduire que I et C ont deux points d’intersection dont les coordonnées sont des nombres

entiers relatifs.

3. Points d’intersection 2 coordonnées entieres de T et d’'un plan

Pour tout nombre entier naturel non nul 7, on désigne par P, le plan d’équation z = n* + 4.

1.

Déterminer 'ensemble des points d’intersection de I" et du plan P; dont les coordonnées
sont des nombres entiers relatifs.

Pour la suite de I'exercice, on suppose n > 2.

2. Vérifier que: (n? —2n+2)(n?+2n+2)=n+4.

3. Démontrer que, quel que soit le nombre entier naturel n > 2, n* + 4 n’est pas premier.

4. En déduire que le nombre de points d’'intersection de I' et du plan P, dont les coordonnées

sont des nombres entiers relatifs est supérieur ou égal a 8.

. Déterminer les points d’intersection de I et du plan P5 dont les coordonnées sont des nombres

entiers relatifs.
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153 Nouvelle-Calédonie décembre 2000

Retour au tableau

Dans tout I'exercice x et y désignent des entiers naturels non nuls vérifiant x < y.
S est 'ensemble des couples (x, y) tels que PGCD(x, y) =y —x.

1.

2.

1.
2.

Calculer le PGCD(363, 484).
Le couple (363, 484) appartient-ila S?

Soit n un entier naturel non nul; le couple (n, n+1) appartient-ila S?

Justifier votre réponse.

1.

Montrer que (x, y) appartient a S si et seulement si il existe un entier naturel £ non nul tel
quex=k(y—x)ety=(k+1)(y—x).

. En déduire que pour tout couple (x, y) deSona:

PPCM (x, y) = k(k+1)(y — x).

. Déterminer 'ensemble des entiers naturels diviseurs de 228.

. En déduire 'ensemble des couples (x, y) de S tels que PPCM (x, y) =228.

Exercices de spécialité 163



152 Pondichéry juin 2001

Retour au tableau

1. On considere I'équation (1) d'inconnue (1, m) élément de 72 :

11n-24m=1.

1. Justifier, a 'aide de I'énoncé d'un théoreme, que cette équation admet au moins une solu-
tion.

2. Enutilisant |’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliéere de 1'équation (1).
3. Déterminer I'ensemble des solutions de I'équation (1).

2. recherche du PG.C.D. de 10" —1 et 10%* - 1.
1. Justifier que 9 divise 10! —1 et 10?4 —1.

2. (n, m) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solutions de (1), montrer que 'on
peut écrire
(10" -1)-10(10**" -1) = 9.

3. Montrer que 10 — 1 divise 1011 - 1.

(on rappelle I'égalité a” — 1= (a—1) (a”’l +a" 244 ao), valable pour tout entier naturel
nnon nul).

Déduire de la question précédente I'existence de deux entiers N et M tels que :

(1o -1)N-(10**-1)M=9.
4. Montrer que tout diviseur commun 2 10%* - 1 et 10'! -1 divise 9.
5. Déduire des questions précédentes le PG.C.D. de 10%* -1 et 1011 1.
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18 Antilles-Guyane juin 2011

1. On considere I'équation (E) : 11x—7y =5, o1 x et y sont des entiers relatifs.

1. Justifier, en énoncant un théoréme, qu'il existe un couple d’entiers relatifs (u ; v) tels que
11u—7v = 1. Trouver un tel couple.

2. En déduire une solution particuliére de I’équation (E).
3. Résoudre I'équation (E).

—

4. Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O, 1, 7), on considere la droite D d’équa-

tion cartésienne 11x — 7y —5 = 0. On note ¢ 'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que
0<x<50et0< y<50.

Déterminer le nombre de points de la droite D appartenant a ’ensemble €6 et dont les coor-
données sont des nombres entiers.

2. On considere I'équation (F) : 11x2 —7y% = 5, o1 x et y sont des entiers relatifs.
1. Démontrer que sile couple (x ; y) est solution de (F), alors x> = 2y? (mod 5).

2. Soient x et y des entiers relatifs. Recopier et compléter les deux tableaux suivants :

Modulo 5, xestcongrua [0 | 1|2 |3 |4

Modulo 5, x* est congru a

Modulo 5, yestcongrua |0 |1 (2|3 |4

Modulo 5, 2y? est congru a

Quelles sont les valeurs possibles du reste de la division euclidienne de x? et de 2y par 5?
3. Endéduire que sile couple (x; y) est solution de (F), alors x et y sont des multiples de 5.

3. Démontrer que si x et y sont des multiples de 5, alors le couple (x ; y) n'est pas solution de (F).
Que peut-on en déduire pour I'équation (F) ?
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19

Liban mai 2011

Partie A : Restitution organisée de connaissances

On se place dans le plan complexe muni d'un repéere orthonormal direct.
Prérequis : Lécriture complexe d’une similitude directe est de la forme 2z’ = az + b ol a et b sont deux
nombres complexes tels que a # 0.

Démontrer que si A, B, A’ et B’ sont quatre points du plan tels que A # B et A’ # B/, alors il existe une
unique similitude directe transformant A en A’ et Ben B'.

Partie B

—_— — b4
On considere le triangle rectangle isocele ABC tel que [AB ,AC ] =5 modulo27.

On note D le symétrique de A par rapport au point C.
On désigne par s la similitude directe transformant D en C et C en B.

1.
2.

4.
5.

Déterminer le rapport et 'angle de la similitude s.
On appelle Q le centre de la similitude s.
1. En utilisant la relation D—C) = Q_d — &75 , démontrer que DC? = QD?.
2. En déduire la nature du triangle QDC.
On poseo = sos.
1. Quelle est la nature de la transformation o ? Préciser ses éléments caractéristiques.
2. Déterminer I'image du point D par la transformation o.
Démontrer que le quadrilatere ADQB est un rectangle.
Dans cette question, le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (A U, 7),
choisi de maniére a ce que les points A, B, C et D aient comme affixes respectives 0, 1,1 et 2i.

1. Démontrer que I'écriture complexe de la similitude s est :
z' = (1+i)z+2—iou z et 2’ désignent respectivement les affixes d’'un point M et de son image

M’ pars.
2. Onnote x et X/, y et y' les parties réelles et les parties imaginaires de z et z'.
!
. X X—y+2
Démontrer que / Y
y = x+y-1

3. Soit] le point d’affixe 1 + 3i.
Existe-t-il des points M du plan dont les coordonnées sont des entiers relatifs et tels que

AM' -AJ =0, M’ désignant I'image du point M par s?
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151 Polynésie juin 2001

Retour au tableau

1. On considere x et y des entiers relatifs et I'équation (E) 91x+10y=1.

1. Enoncer un théoréme permettant de justifier 'existence d’une solution a 1'équation (E).

2. Déterminer une solution particuliere de (E) et en déduire une solution particuliére de 1'équa-
tion (E’) : 91x+ 10y = 412.

3. Résoudre (E').

2. Montrer que les nombres entiers A, = 32" _ 1, o1 n est un entier naturel non nul, sont divisibles

par 8. (Une des méthodes possibles est un raisonnement par récurrence).

3. On considere I'équation (E") Azx + Azy = 3296.

1. Déterminer les couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de I'équation (E").

2. Montrer que (E”) admet pour solution un couple unique d’entiers naturels. Le déterminer.
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150 Liban juin 2001 Retour au tableau

On suppose le plan rapporté au repere orthonormal direct (O, J, 7), unité graphique 3 cm.

Partie A

Soit trois droites D;, D, et D3, sécantes en Q et de vecteurs directeurs respectifs d; = u, et d» et ds
. - — —\ 7 — — 2m

supposés unitaires et tels que (dl , do ) =2 et (d1 , ds ] ===

On note Sy, Sy et S3 les réflexions d’axes respectifs D;, D et D3, et f la composée Sgo S0 Sy, de ces trois
réflexions.
1. Tracer ces trois droites.
2. 1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation 7 = Sy 0 S;.
2. Caractériser la réflexion S telle que r = S3o S. On notera D I'axe de S et on en déterminera un
point et un vecteur directeur d . Tracer la droite D.
3. En déduire la nature de f et ses éléments caractéristiques.
3. Justifier que le point E d’affixe zg = el estun point de la droite D.

Déterminer les nombres complexes a et b tels que la forme complexe de f soit 'application f;
définie sur C par fi(z) = az+b.

Partie B

1. Choisir un point A sur D. On note B I'image de A par S; et C I'image de B par S . Placer les points
BetC.
2. Démontrer que A est 'image de C par Ss.

3. Que peut-on dire du point Q pour le triangle ABC?
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20 Amérique du Nord mai 2011

Partie A : Restitution organisée de connaissances
Démontrer le théoréme de Gauss en utilisant le théoréeme de Bézout.
Partie B

On rappelle la propriété connue sous le nom de petit théoréeme de Fermat :
«Si p est un nombre premier et g un entier naturel premier avec p, alors
g"'=1 (modulop)».

On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel » non nul par :

u,=2"+3"+6"-1.
1. calculer les six premiers termes de la suite.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n» non nul, u, est pair.

3. Montrer que, pour tout entier naturel » pair non nul, u, est divisible par 4.
On note (E) 'ensemble des nombres premiers qui divisent au moins un terme de la suite ().

4, lesentiers2,3,5et7 appartiennent-ils a 'ensemble (E) ?

5. soit p un nombre premier strictement supérieur a 3.
1. Montrer que:6x2P2=3 (modulop)et6x372=2 (modulop).
2. En déduire que 6u,-—» =0 (modulo p).

3. Le nombre p appartient-il a 'ensemble (E) ?
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21 Pondichéry avril 2011

Partie A

On considére, dans un repére (O, T, 7, ?) de 'espace, la surface ¥ d’équation :

z=(x— y)z.
1. Onnote & I'intersection de . avec le plan 22, d’équation z = 0.

Déterminer la nature de &;. On note &, 'intersection de . avec le plan 2%, d’équation x = 1.
Déterminer la nature de &5.

Partie B

On considere, dans un repeére [O, 7, T, k ] de I'espace, la surface .’ d’équation :

zZ=Xx).

1. Onnote & l'intersection de %’ avec le plan 2, d’équation z = 0.
Déterminer la nature de &3

2. On note &, l'intersection de &’ avec le plan &% d’équation z = 1.
Déterminer la nature de &;.

Partie C

On note &5 l'intersection de . et de .#’.

Dans cette partie, on souhaite démontrer que le seul point appartenant a &5 dont les coordonnées sont
des entiers naturels est le point O(0; 0; 0).

On suppose qu’il existe un point M appartenant a &5 et dont les coordonnées x, y et z sont des entiers
naturels.

1. Montrer que si x = 0, alors le point M est le point O.
2. On suppose dorénavant que I'entier x n'est pas nul.
1. Montrer que les entiers x, y et z vérifient x2 —3xy + y*> = 0.
En déduire qu'il existe alors des entiers naturels x' et y’ premiers entre eux tels que x'? —
3x'y +y?=0.
2. Montrer que x' divise y2, puis que x’ divise y'.
3. Etablir que y' vérifie la relation 1 -3y’ + y” = 0.

4. Conclure.
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149 Meétropole juin 2001

Retour au tableau

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (O, ;, 7) [unité graphique: 6 cm].
On considere la transformation f du plan qui, a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’
définie par z’ = ze%ﬂ anon définit une suite de points (M,) de la maniere suivante :
M a pour afflxe zo = €'z et, pour tout entier naturel n, M1 = f(Mp).
On appelle z, I'affixe de M,,.
1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
Placer les points My, M;, Mj.

2. Montrer que pour tout entier naturel n, on a l’égalité

2, = elE+2)

(on pourra utiliser un raisonnement par récurrence).

3. Soient deux entiers 7 et p tels que n soit supérieur ou égal a p. Montrer que deux points M, et M),
sont confondus si, et seulement si, (n — p) est multiple de 12.

4. 1. Onconsidére'équation (E) : 12x—5y = 3 oi1 x et y sont des entiers relatifs. Aprés avoir vérifié
que le couple (4; 9) est solution, résoudre I'équation (E).

2. En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que M,, appartienne a la demi-droite [Ox).
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148 Centres étrangers juin 2001 Retour au tableau

Un astronome a observé au jour J le corps céleste A, qui apparait périodiquement tous les 105 jours.
Six jours plus tard (Jo + 6), il observe le corps B, dont la période d’apparition est de 81 jours. On appelle
J1 le jour de la prochaine apparition simultanée des deux objets aux yeux de I'astronome. Le but de cet
exercice est de déterminer la date de ce jour]; .

1. Soient u et v le nombre de périodes effectuées respectivement par A et B entre J; et J;. Montrer
que le couple (u; v) est solution de I'équation (E;) : 35x—-27y=2.

2. 1. Déterminer un couple d’entiers relatifs (x ; yo) solution particuliere de I'’équation (Ey) :
35x-27y=1.

. En déduire une solution particuliere (i ; vo) de (E;).
. Déterminer toutes les solutions de ’équation (E;).
Déterminer la solution («; v) permettant de déterminerJ;.

. Combien de jours s’écouleront entre Jy et J; ?

N o= A WwN

. Le jour ] était le mardi 7 décembre 1999, quelle est la date exacte du jour J; ? (Lannée 2000
était bissextile.)

3. Sil’astronome manque ce futur rendez-vous, combien de jours devrat-il attendre jusqu’a la
prochaine conjonction des deux astres ?
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22 Amérique du Sud novembre 2010

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose A(n) = nt+1.
Lobjet de 'exercice est I'étude des diviseurs premiers de A(n).

1. Quelques résultats
1. Etudierla parité de 'entier A(n).
2. Montrer que, quel que soit I'entier n, A(n) n’est pas un multiple de 3.
3. Montrer que tout entier d diviseur de A(n) est premier avec n.

4. Montrer que, pour tout entier d diviseur de A(n) :

nd=1 mod d.

2. Recherche de criteres
Soit d un diviseur de A(7). On note s le plus petit des entiers naturels non nuls k tels que n* =1
mod d.
1. Soit k un tel entier. En utilisant la division euclidienne de k par s, montrer que s divise k.
2. En déduire que s est un diviseur de 8.
3. Montrer que si, de plus, d est premier, alors s est un diviseur de d — 1. On pourra utiliser le
petit théoreme de Fermat.
3. Recherche des diviseurs premiers de A(n) dans le cas ol 7 est un entier pair.
Soit p un diviseur premier de A(n). En examinant successivement les cas s =1, s = 2 puis s = 4,
conclure que p est congru a 1 modulo 8.
4. Dans cette question toute trace de recherche, méme incomplete, sera prise en compte dans I'évalua-
tion.
Appliquer ce qui précede a la recherche des diviseurs premiers de A(12).

Indication :1aliste des nombres premiers congrus a 1 modulo 8 débute par 17, 41, 73, 89, 97, 113,
137, ...
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23 Nouvelle-Calédonie novembre 2010

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct (O, u, v )
On consideére la similitude indirecte f d’écriture complexe

Z = (1+i\/§)2

ol z désigne le conjugué de z.
Soient les points A et B d’affixes respectives zy = V6 +iv2 et zg = —v/2 +iV/6.
On note A’ et B' les images respectives des points A et B par f.

Une figure fournie en ANNEXE du sujet, sera complétée et rendue avec la copie. Les différentes construc-
tions seront faites a la régle et au compas, et les traits de construction devront apparaitre clairement.

1. . Ecrire les affixes des points A et B sous forme exponentielle.
. Montrer que le triangle OAB est rectangle isocele direct.

. En déduire la nature du triangle OA'B’.

W N =

. Montrer que I'affixe z, de A’ vérifie I'égalité : zy = 2zx.
En déduire la construction de A’ et B'.
2. On note r la rotation de centre O et d’angle de mesure g, et s la symétrie orthogonale d’axe
(O; ;) Onposeg=ros.
1. Déterminer I'écriture complexe de la transformation g.
2. Montrer que les points O et A sont invariants par g.
3. En déduire la nature de la transformation g.
1.

Montrer que 'on peut écrire f = ho g, ol h est une homothétie de centre et de rapport a
déterminer.

2. Surla figure placée en ANNEXE, un point C est placé. Faire la construction de I'image C' de C
par la transformation f.
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Retour au tableau

On se place dans le plan, rapporté a un repere orthonormal direct (O, ;, 7]

1. On considere I'application ui, & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que :
pp q p p q

1. Exprimer (f o f)(2) en fonction de z.

2. Montrer que f = RoS, ol R est une rotation et S une symétrie axiale (on déterminera les
éléments caractéristiques de ces deux applications R et S).

3. Décomposer R al'aide de deux symétries axiales et en déduire que f est une réflexion, dont
on donnera I'axe (D;). Réaliser une figure, en y représentant I'axe (D;) (unité graphique 2
cm).

2. On considere I'application g qui,  tout point M d’affixe z associe le point M" d’affixe z” telle que :

p (1 .\/5)_ 1 V3
o= _

i
2 2

—+i—.
2 2
1. Déterminer une équation de I'ensemble des points invariants de g.

2. Montrer que g =To f ou T est une translation (on précisera I'affixe du vecteur de la transla-
tion T).

3. Décomposer la translation T a 'aide de deux symétries axiales et en déduire que g est une
réflexion, d’axe noté (D,).

1 3
4. Quelle est 'image par g du point A d’affixe 3 + i\/——. En déduire une construction de la droite
(Dy), qui n'utilise pas son équation, et I'illustrer en complétant la figure précédente.
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146 Antilles-Guyane juin 2001

Retour au tableau

1. Soit B une boite en forme de pavé droit de hauteur L, a base carrée de coté ¢, ou ¢ et L sont des

entiers naturels non nuls tels que ¢ < L. On veut remplir la boite B avec des cubes tous identiques
dontl’'aréte a est un entier naturel non nul (les cubes devant remplir complétement la boite B sans
laisser d’espace vide).

1. Dans cette question, ¢ = 882 et L = 945. Quelle est la plus grande valeur possible pour a?

24 LaRéunion septembre 2010

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (O, u, v ) ; unité graphique : 8 centimetres.

On considere la transformation f du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle
que

z':\/TE(—l+i)z.

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.
2. On définit la suite de points (M,,) de la facon suivante : M est le point d’affixe zy = 1 et, pour tout
nombre entier naturel n, M, = f (M,). On note z, 'affixe du point M,,.
. . " I(M]
1. Justifier que, pour tout nombre entier naturel n, z, = |- | e'\'4
2. Construire les points My, M, M,, M3 et M.
3. Dans cette question, toute trace de recherche méme incompléte, ou d’initiative meme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

Soient n et p deux entiers naturels. A quelle condition sur n et p les points M, et M, sont-ils
alignés avec |'origine O du repere ?

Quelles sont les valeurs possibles pour a ?

2. Dans cette question, le volume de la boite B est v = 77760. On sait que, pour remplir la boite
B, la plus grande valeur possible de a est 12. Montrer qu’il y a exactement deux boites B
possibles, dont on donnera les dimensions.

2. On veut remplir une caisse cubique C, dont I'aréte ¢ est un entier naturel non nul, avec des boites
B toutes identiques telles que décrites dans la question 1 (Les boites B, empilées verticalement,
doivent remplir complétement la caisse C sans laisser d’espace vide).

1. Dans cette question, ¢ = 882 et L = 945. Quelle est la plus petite aréte ¢ pour la caisse C? Quel
est 'ensemble de toutes les valeurs possibles pour I'aréte ¢ ?

2. Dans cette question, le volume de la boite B est 15435. On sait que la plus petite aréte possible
pour la caisse C est 105. Quelles sont les dimensions ¢ et L de la boite B ?
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Retour au tableau

- =
Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal direct (O, u, v ), on consideére les deux rec-

1. Montrer que, pour tout entier relatif , les entiers 147 + 3 et 57 + 1 sont premiers entre eux.
tangles OABC et DEFG ot les points A, B, C, D, E, E G ont pour affixes respectives

2. On consideére I'équation (E) : 87x +31y =2 ol1 x et y sont des entiers relatifs.

1. Vérifier, en utilisant par exemple la question 1, que 87 et 31 sont premiers entre eux. En
déduire un couple (u; v) d’entiers relatifs tel que 87u+31v =1 puis une solution (xp ; yo) de
Voir la figure donnée en annexe 3. (B).

. . . 5 . 5
zan=-2,z23=—-2+1, zc=1, zp=1, zg=1+3j, zF:§+31,zG:—.

. o . 2. Déterminer I'ensemble des solutions de (E) dans Z2.
1. On considere la similitude directe s transformant O en D et A en E.

3. Application: Déterminer les points de la droite d’équation 87x—31y—2 = 0 dont les coordon-

nées sont des entiers naturels et dont I’abscisse est comprise entre 0 et 100. Indication : On
2. Déterminer 'angle et le rapport de la similitude s. remarquera que le point M de coordonnées (x ; y) appartient a la droite (D) si, et seulement
si, le couple (x ; —y) vérifie 'équation (E).

3
1. Justifier que I'écriture complexe de la similitude s est: z' = — Eiz +1.

3. Quelle est'image du rectangle OABC par la similitude s?
2_ 5
2. On considere la similitude indirecte s’ d’écriture complexe z' = —§iz + §i'

1. Déterminer I'image du rectangle DEFG par la similitude s'.
2. On considere la similitude g = s’ o s.
Déterminer I'image du rectangle OABC par la similitude g.

3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

La similitude g a-t-elle des points fixes ? Que peut-on en conclure pour g?
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Retour au tableau

Dans le plan complexe 22 rapporté au repere orthonormal direct (A; ;, 7), unité graphique 1 cm, on
considere les points B, D définis par : AB = Zg,ﬁ =37 etCtel que ABCD soit un rectangle.
On fera une figure qui sera complétée au fur et a mesure de I'exercice.

1. Soit ET'image de B par la translation de vecteur DB . Déterminer Iaffixe zg de E.

2. Déterminer les nombres réels a, b tels que le point F d’affixe z = 6 —i soit le barycentre des points
A, B, C affectés des coefficients a, b et 1.

3. On considere la similitude s qui transforme A en E et B en E A tout point M d’affixe z, on associe
le point M’ d’affixe z/, image de M par s.

1. Exprimer z’ en fonction de z.

2. Déterminer le centre I, I'angle et le rapport de la similitude s.
3. Déterminer les images de C et de D par s.
4

. Calculer I'aire de 'image par s du rectangle ABCD.

4. 1. Déterminer I'ensemble Q des points M du plan tels que :

|‘6W—10W+]\7§” -9

2. Déterminer, en précisant ses éléments caractéristiques, 'image de Q par s.
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Retour au tableau
Les parties A et B sont indépendantes

Partie A

On consideére I'équation (E) : 7x — 6y = 1 ol x et y sont des entiers naturels.

1. Donner une solution particuliere de I’équation (E)

2. Déterminer 'ensemble des couples d’entiers naturels solutions de I'équation (E).

Partie B
Dans cette partie, on se propose de déterminer les couples (n, m) d’entiers naturels non nuls vérifiant
larelation: 7" -3 x 2™ =1 (F).
1. On suppose m < 4.
Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions.
2. On suppose maintenant que m > 5.
1. Montrer que si le couple (n, m) vérifie la relation (F) alors 7" =1 (mod 32).

2. En étudiant les restes de la division par 32 des puissances de 7, montrer que si le couple
(n, m) vérifie la relation (F) alors n est divisible par 4.

3. Endéduire que sile couple (n, m) vérifie la relation (F) alors 7" =1 (mod 5).
4. Pour m > 5, existe-t-il des couples (n, m) d’entiers naturels vérifiant la relation (F) ?

3. Conclure, c’est-a-dire déterminer 'ensemble des couples d’entiers naturels non nuls vérifiant la
relation (F).
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Retour au tableau
Partie 1 : Restitution organisée de connaissances
Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormal direct (O, u, v )

Prérequis :

On rappelle que I'écriture complexe d'une similitude directe du plan est de la forme z' = az+ §, ot @ est
un nombre complexe non nul et § est un nombre complexe.

Soient A, B, C, D quatre points du plan; on suppose d’'une part que les points A et C sont distincts et
d’autre part que les points B et D sont distincts.

Démontrer qu'’il existe une unique similitude directe s telle que s(A) =B et s(C) =D.

Partie Il :

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (A ; E R /ﬁ ) ; (zﬁ , lﬁ ] = g [27].
On considere le point C tel que ABCD est un carré.

Soit E le milieu du segment [AD], on consideére le carré EDGF tel que (ﬁ, ﬁ] = g [27].

1. 1. Faire une figure en placant les points A, B, C, D, E, E G. On compleétera la figure au cours de
I'exercice.

2. Préciser lesnombres complexes a, b, ¢, d, e, f, g, affixes respectives des points A, B, C, D, E,
FetG.

3. Montrer qu'il existe une unique similitude directe s du plan telle que s(D) = F et s(B) = D.
2. On se propose de préciser les éléments caractéristiques de la similitude directe s.

1. Déterminer le rapport k et 'angle 6 de la similitude directe s.

2. Donner I'écriture complexe de cette similitude.

3. Déterminer, le centre Q de la similitude directe s.
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1. 1. Déterminerle PGCD des nombres 168 et 20.

2. Soit]’équation 168x + 20y = 6 dont les inconnues x et y sont des entiers relatifs. Cette équa-
tion a t-elle des solutions ?

3. Soit’équation 168x + 20y = 4 dont les inconnues x et y sont des entiers relatifs. Cette équa-
tion a t-elle des solutions ?

2. 1. Déterminer, en utilisant l'algorithme d’Euclide, et en détaillant les calculs effectués, deux
entiers relatifs m et p tels que 42m +5p = 1.

2. En déduire deux entiers relatifs u et v tels que 42u + 5p = 12.

3. Démontrer que le couple d’entiers relatifs (x ; y) est solution de 'équation 42x+5y =2 si, et
seulement si42(x+4) =5(34-y).

4. Déterminer tous les couples d’entiers (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I'équation
42x+5y=2.
3. Déduire du 2. les couples (x; y) d’entiers relatifs solutions de 'équation
(42x+5y—-3)(42x+5y+3)=-5.
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1. Soient a et b des entiers naturels non nuls tels que PGCD(a+ b ; ab) = p, ol p est un nombre
premier.

1. Démontrer que p divise a®. (On remarquera que a® = a(a+ b) — ab.)
2. En déduire que p divise a.
On constate donc, de méme, que p divise b.

3. Démontrer que PGCD(a; b) = p.
2. On désigne par a et b des entiers naturels tels que a < b.

1. Résoudre le systéeme

PGCD(a, b) = 5
PPCM(a, b) = 170
2. En déduire les solutions du systéme :
PGCD(a+b, ab) = 5
PPCM(a, b) = 170
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Dans tout I'exercice, [O, ;, 7] est un repeére orthonormal direct du plan complexe (unité graphique :
4 cm).
On désigne par A le point d’affixe zp = 1.

Retour au tableau

1. On considere la transformation T du plan qui, a tout point M d’affixe z, associe le point d’affixe
-zZ+2.

1. Déterminer les images respectives par la transformation T du point A et du point Q d’affixe

1+iv3.
2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de la transformation 7.
3. Déterminer I'image par la transformation 7' du cercle ¢ de centre O et de rayon 1.
2. €' désigne le cercle de centre O’ d’affixe 2 et de rayon 1.
1. Construire le point A’ appartenant au cercle 6’ tel que : (ﬁ s (W ) = g [modulo 27].
2. A tout point M du cercle € d’affixe z, on associe le point M’ du cercle €’ d’affixe z’ tel que :
(57\/?, W) = g [modulo 27].

!
zZ =2 P iz
. En déduire que z' = e'5z+2.

Déterminer le module et un argument de

3. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la transformation r qui a tout point M
du plan d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que z' = e'3z + 2.
3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative, méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

A tout point M du plan, on associe le point M; milieu du segment [MM'].
Quel est le lieu géométrique du point M, lorsque M décrit le cercle € ?
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Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O, ;, 7) d’unité graphique 1 cm, on consi-
dere les points A, B, C, M, N et P d’affixes respectives :

a=1+i, b=-1+2i,c=2+3i, m=7-5i, n=5-1, p=9+i.

1. 1. Placerles points A, B, C, M, N et P dans le repére.
2. Calculer les longueurs des cotés des triangles ABC et NMP.
3. En déduire que ces deux triangles sont semblables.

Dans la suite de l'exercice, on se propose de mettre en évidence deux similitudes qui transforment le
triangle ABC en le triangle MNP

2. Une similitude directe
Soit s la similitude directe qui transforme le point A en N et le point B en P.

1. Montrer qu'une écriture complexe de la similitude s est :

,(6 8.) 23 9,
Z =

————i

5

z+—+=i.
5 5

2. Déterminer le rapport, la valeur de I'angle arrondie au degré, ainsi que le centre de la simili-
tude s.
3. Vérifier que la similitude s transforme le point C en M.

3. Une similitude indirecte
Soit s’ la similitude dont I'écriture complexe est :

Z' =2iz+3-3i.

s'(A) = N
1. Vérifierque:{ s'(B) = M
sy = P

2. Démontrer que s’ admet un unique point invariant K d’affixe k=1-1.

1
3. Soit h 'homothétie de centre K et de rapport 3 et J le point d’affixe 2.
Onpose: f=soh.

Déterminer les images des points K et J par la transformation f. En déduire la nature précise
de la transformation f.

4. Démontrer que la similitude s’ est la composée d’une homothétie et d'une réflexion.
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Soit 7 un entier naturel non nul.
On considére les nombres a et b tels que :

a=2n+5n%+4n+1 et b=2n*+n.

1. Montrer que 2n + 1 divise a et b.

2. Un éleve affirme quele PGCD de aet best2n+1.
Son affirmation est-elle vraie ou fausse ? (La réponse sera justifiée.)
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140 Nouvelle-Calédonie décembre 2001

Retour au tableau

Partiel

Soit x un nombre réel.
1. Montrer que x* +4 = (x2 +2)° — 4x2.

2. En déduire que x* + 4 peut s'écrire comme produit de deux trindmes 2 coefficients réels.

Partie II

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considére les entiers A= n?>-2n+2 et B=n?+2n+2 et d leur PGCD.

1. Montrer que n* + 4 n’est pas premier.
2. Montrer que, tout diviseur de A qui divise n, divise 2.
3. Montrer que, tout diviseur commun de A et B, divise 4n.

4. Dans cette question on suppose que n est impair.
1. Montrer que A et B sont impairs. En déduire que d est impair.
2. Montrer que d divise n.
3. En déduire que d divise 2, puis que A et B sont premiers entre eux.

5. On suppose maintenant que 7 est pair.

1. Montrer que 4 ne divise pas n? —2n +2.
2. Montrer que d est de la forme d = 2p, ol p est impair.

3. Montrer que p divise n. En déduire que d = 2. (On pourra s'inspirer de la démonstration
utilisée a la question 4.)
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Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormal direct (A U, U ) L'unité graphique est 1 cm.

Retour au tableau

. , b2
On note i le nombre complexe de module 1 et d’argument >
On considere les points B, C et H d’affixes respectives :

b=5i, ¢=10 et h=2+4i.
Construire une figure que l'on complétera au fur et a mesure des questions.

1. Ftudedela position du point H
1. Démontrer que le point H appartient a la droite (BC).

2. Calculer hh , et en déduire que (ﬁ,ﬁ) -z [27].
S 2
2. Ftude d’une premiere similitude
'BH BA AH
1. Calculer les rapports : A’ AC et cH'
2. Démontrer qu'il existe une similitude directe S; qui transforme le triangle CHA en le triangle

AHB.
3. Déterminer I'écriture complexe de cette similitude S ainsi que ses éléments caractéristiques.

3. Etude d’une seconde similitude
Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’initiatives, méme infructueuses,
sera prise en compte dans I'évaluation
On note S; la similitude qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que :

Z' = (-1-2i)z+10.

Démontrer que S, est composée d'une symétrie orthogonale d’axe (A), et d’'une similitude directe
dont le centre Q appartient a (A). Préciser (A).

4. Ftude d’'une composée
1. Calculer le rapport de la similitude composée S, o S;.

2. Endéduire le rapport entre les aires des triangles CHA et BAC.
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Antilles-Guyane juin 2010

Retour au tableau

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O, ;, 7] d’unité 1 cm.

1.

Restitution organisée de connaissances
On utilisera sans démonstration les deux propriétés suivantes :

Propriété 1: Toute similitude indirecte qui transforme un point M d’affixe z en un point M’ d’af-
fixe z’ admet une expression complexe de laforme z’ = az+botuaeC* et be C.

Propriété 2: Soit C une point d’affixe c¢. Pour tout point D, distinct de C, d’affixe d et pour tout
point E, distinct de C, d’affixe e,on a:

— e—c
CD ; CE):ar (—] 27).
( g(o—) @m
Question : Montrer qu'une similitude indirecte transforme un angle orienté en son opposé.
Soient les points C et D d’affixes respectives ¢ = 3 et d = 1 — 3i, et . la similitude qui a tout point
M du plan associe le point M; symétrique de M par rapport a 'axe (O s u ] des réels.

1. Placerles points C et D puis leurs images respectives C; et D; par ;. On completera le figure
au fur et a mesure de |'exercice.

2. Donner I'expression complexe de .#.
Soit # la similitude directe définie par :
— le point C; et son image C’ d’affixe ¢’ =1+ 41;
— le point D, et son image D’ d’affixe d' = -2+ 21.
1. Montrer que I'expression complexe de % est: z' =1z+1+1.
2. En déduire les éléments caractéristiques de cette similitude.
Soit . la similitude définie par ¥ = %0 .A.
Déterminer |'expression complexe de .%.

On pourra admettre désormais que . est la similitude indirecte d’expression complexe :
Z=1z+1+1

1. Quelle est!'image de C par ¥ ? Quelle est 'image de D par ¥ ?
2. Soit H le point d’affixe h tel que : h— c = e/ (d —¢).
Montrer que le triangle CD H est équilatéral direct.

3. Soit H' I'image de H par .%. Préciser la nature du triangle C'D’'H’ et construire le point H’
(on ne demande pas de calculer 'affixe ' du point H').
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1.

2.

4.

Retour au tableau

Calculerle PG.C.D. de 4° —1 et de 46 — 1.

Soit u la suite numérique définie par :
up =0, u; =1 et, pour tout entier naturel n,

Un+2 =SUpn+1 —4Up.

Calculer les termes uy, us et uy de la suite u.
1. Montrer que la suite u vérifie, pour tout entier naturel n, u,+; =4u,+1.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n, u, est un entier naturel.

3. En déduire, pour tout entier naturel n, le PG.C.D. de u,, et u,4;.

. P . 1
Soit v la suite définie pour tout entier naturel n par v, = u, + 3
1. Montrer que v est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme
V.
2. Exprimer v, puis u, en fonction de n.

3. Déterminer, pour tout entier naturel 7, le PG.C.D. de 4"*! —1 et de 4" — 1.
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n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1.
2.

3.

Montrer que 7 et 2n + 1 sont premiers entre eux.

Onposea=n+3et f=2n+1etonnoted le PGCD de « et S.

1.
2.

Calculer 2a — 8 et en déduire les valeurs possibles de 6.

Démontrer que a et f sont multiples de 5 si et seulement si (n —2) est multiple de 5.

On considere les nombres a et b définis par :

a = n*+2n%*-3n
b = 2n-n-1

Montrer, apres factorisation, que a et b sont des entiers naturels divisibles par (n —1).

1.
2.
3.

On note d le PGCD de n(n+3) et de (2n+ 1). Montrer que 6 divise d, puis que § = d.

En déduire le PGCD, A, de a et b en fonction de n.
Application :

Déterminer A pour n=2001;

Déterminer A pour n =2002.
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32 Amérique du Nord juin 2010 Retour au tableau

Partie A

On cherche 'ensemble des couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de 'équation

(B): 16x-3y=4.
1. Vérifier que le couple (1; 4) est une solution parliculizre de (E).

2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de 'équation (E).

Partie B

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, u, v )

On considere la transformation f du plan, qui a tout point M d’ affixe z, associe le point M’ d’affixe z’
définie par

3ir
Z'=V2es z.

On définit une suite de points (M,,) de la maniere suivante :

le point My a pour afflxe zy =i et pour tout entier naturel n, M, = f (M,).

On note z, I'affixe du point M,,.

Les points My, M;, M, et M3 sont placés sur la figure donnée en annexe page 6.

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.
2. On note g la transformation fo fo fo f.
1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation g.
2. En déduire que pour tout entier naturel n, OM,,4 = 40M, et que (O—M,;, M) = —g +
k x 27 ou1 k est un entier relatif.
3. Compléter la figure en construisant les points My, M;5 et M.
3. Démontrer que pour tout entier naturel n, z, = (\/E)" el5+3%1),
4. Soient deux entiers naturels 7 et p tels que p < n.
1. Exprimer en fonction de n et p une mesure de (O—M,;, O—M,;]

2. Démontrer que les points O, M), et M,, sont alignés si et seulement si n— p est un multiple de
8.

5. Déterminer I'ensemble des entiers naturels 7 tels que le point M,, appartienne 2 la demi-droite
[Ox). On pourra utiliser la partie A.
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137 LaRéunion juin 2002

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, u, v ) (unité graphique : 2 cm).
On fera une figure que l'on complétera avec les différents éléments intervenant dans Uexercice.

1. Dans cette question on considere I'application s du plan dans lui-méme, qui & tout point M d’af-
fixe z associe le point M’ d’affixe z’ = —iz.
1. Montrer que s est une réflexion d’axe noté D et de vecteur directeur w daffixe 1 —i.
2. Soit D’ la droite d’équation y = —1, on appelle s la réflexion d’axe D'.
Calculer une mesure de I'angle (;, ;)
Déterminer géométriquement la composée r = s’ o s.

3. Déterminer I'écriture complexe de r.

Exercices de spécialité
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X
2. Dans cette question un considére I'application p du plan dans lui-méme, qui  tout point M d’af-
1_ z+72

1
fixe z associe le point M’ d’affixe z; = 3¢ 5Z=—

1. Soitle point A d’affixe z =2+ i, déterminer I'affixe du point A; image de A par p.
2. Montrer que tout point M a son image M, située sur la droite d’équation y = —x .
3. Définir géométriquement, en utilisant les questions précédentes, 'application p.
3. On considere I'application f définie par f = s o p.
Construire 'image A’ du point A par f.
Montrer que s o p = p eten déduire que f = r o p. Montrer que, tout point M du plan a son image
par f sur une droite A, que I'on déterminera.
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1. On considere I'équation
(E) : 6x+7y=57

ol x et y sont des entiers relatifs.
1. Déterminer un couple d’entiers relatifs (u, v) tel que 6u+7v = 1; en déduire une solution
particuliére (xg, yo) de1'’équation (E).

2. Déterminer les couples d’entiers relatifs solutions de ’équation (E).

2. Soit (O, 7, 7, E] un repére orthonormal de 'espace.
On considere le plan (P) d’équation: 6x+ 7y + 8z =57.

—

=
On considere les points du plan P qui appartiennent aussi au plan (O, ¢, j |. Montrer qu'un seul
de ces points a pour coordonnées des entiers naturels ; déterminer les coordonnées de ce point.

3. On considere un point M du plan P dont les coordonnées x, y et z sont des entiers naturels.

1. Montrer que 'entier y est impair.

2. Onpose y=2p+ 1ol p est un entier naturel.
Montrer que le reste dans la division euclidienne de p + z par 3 est égal a 1.

3. On pose p +z=3q +1 ol g est un entier naturel. Montrer que les entiers naturels x, p et g
vérifient la relation : x+ p +4q = 7. En déduire que g prend les valeurs 0 ou 1.

4. En déduire les coordonnées de tous les points de (P) dont les coordonnées sont des entiers
naturels.
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Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse, et donner une justification de
la réponse choisie.

Retour au tableau

Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Toutefois, toute trace de recherche, méme incomplete,
ou d'initiative méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

1. On considére, dansle plan complexe rapporté a un repeére orthonormal direct (O, u, v ), le point

A d’affixe 2 —i et Bl'image de A par la rotation de centre O et d’angle g
On note I le milieu du segment [AB].
Proposition 1 : « La similitude directe de centre A qui transforme I en O a pour écriture complexe
Z=0Q+i)z-1-2i.»

2. On appelle S 'ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I'’équation 3x -5y = 2.
Proposition 2: « Lensemble S est'ensemble des couples (5k—1; 3k—1) ol k est un entier relatif. »

3. On considere I'équation (E) : x>+ y> =0 modulo 3, oi1 (x ; y) est un couple d’entiers relatifs.
Proposition 3 : «1l existe des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de (E) qui ne sont pas des
couples de multiples de 3. »

4. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
Proposition 4 : « Pour tout entier naturel k (2 < k < n), le nombre n! + k n’est pas un nombre
premier. »

5. On consideére I'équation (E) : X% —52x+480 = 0, ol1 x est un entier naturel.

Proposition 5 : «1Il existe deux entiers naturels non nuls dont le PGCD et le PPCM sont solutions
de I’équation (E/).»
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34 Pondichéry avril 2010

Les parties A et B peuvent, dans leur quasi-totalité, étre traitées de fagon indépendante.

Retour au tableau

Partie A

Dans cette partie, on se propose d’étudier des couples (a, b) d’entiers strictement positifs, tels que :

2=
Soit (a, b) un tel couple et d = PGCD(a, b). On note u et v les entierstelsque a=du et b=dv.
1. Montrer que u? = dv3.
2. En déduire que v divise u, puisque v = 1.
3. soit (a, b) un couple d’entiers strictement positifs.
Démontrer que 'on a a® = b® si et seulement si a et b sont respectivement le cube et le carré d’'un
méme entier.
4., Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative méme non fruc-
tueuse. sera prise en compte dans l'évaluation.

Montrer que si n est le carré d'un nombre entier naturel et le cube d’un autre entier, alors n =
0 [7loun=1 [7].

Partie B

- = —
Dans I'espace muni d’'un repere orthonormal (O, 1,7,k ), on considere la surface S d’équation x% x

2_ 3
y =2z
Pour tout réel A, on note 6, la section de S par le plan d’équation z = A.

1. Les graphiques suivants donnent I'allure de 6 tracée dans le plan d’équation z = A, selon le signe
de A.
Attribuer a chaque graphique 'un des trois cas suivants: A <0, A = 0,1 > 0, et justifier I'allure de

chaque courbe.
_// L
(pas de courbe visible) j ﬁ

graphique 1 graphique 2 graphique 3

2. 1. Déterminerle nombre de points de 6,5 dont les coordonnées sont des nombres entiers stric-
tement positifs.

2. Pour cette question, on pourra éventuellement s'aider de la question 3 de la partie A.
Déterminer le nombre de points de 6019 dont les coordonnées sont des nombres entiers
strictement positifs
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Soit p un nombre premier donné. On se propose d’étudier |'existence de couples (x ; y) d’entiers natu-
rels strictement positifs vérifiant 'équation :

E:x’+ y2 = p2
1. on pose p = 2. Montrer que I’équation E est sans solution.
On suppose désormais p > 2 et que le couple (x; y) est solution de I'équation E.

2. Lebut de cette question est de prouver que x et y sont premiers entre eux.

1. Montrer que x et y sont de parités différentes.
2. Montrer que x et y ne sont pas divisibles par p.
3. En déduire que x et y sont premiers entre eux.
3. On suppose maintenant que p est une somme de deux carrés non nuls, c’est-a-dire : p = u? + v
ol u et v sont deux entiers naturels strictement positifs.
1. Vérifier qu’alors le couple (| u? - v2| ; 2uv) est solution de I'équation E.
2. Donner une solution de I'équation E, lorsque p =5 puis lorsque p = 13.
4. On se propose enfin de vérifier sur deux exemples, que I'équation E est impossible lorsque p n'est
pas somme de deux carrés.
1. p=3etp =7sont-ils somme de deux carrés?

2. Démontrer que les équations x?+ y? = 9 et x> + y?> = 49 n'admettent pas de solution en entiers
naturels strictement positifs.
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L 1 . e Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
On consideére les suites (x;) et (y,,) définies par xo =1, yp =8 et
Soit n un entier naturel non nul.

Xn+l = gxn + 5)’11 +1 N 1. On considere I'équation notée (E) : 3x+7y = 102" ol x et y sont des entiers relatifs.
, NE
Yn+1 = ?Oxn + gy" +5 1. Déterminer un couple (u; v) d’entiers relatifs tels que 3u+7v = 1.

En déduire une solution particuliére (xo ; yo) de I'équation (E).
1. Montrer, par récurrence, que les points M, de coordonnées (xn, yn) sont sur la droite (A) dont

. . o 2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers relatifs (x ; y) solutions de (E).
une équation est 5x — y + 3 = 0. En déduire que x4 =4x, +2. L . ) )
. . . 2. On consideére I'équation notée (G)
2. Montrer, par récurrence, que tous les x, sont des entiers naturels. En déduire que tous les y, sont

aussi des entiers naturels. 5 5 on . . .
3x“+7y°=10"" ou x et y sont des entiers relatifs.

3. Montrer que :
1. Montrer que 100 = 2 (modulo 7).

1. x, est divisible par 3 si et seulement si y,, est divisible par 3. Démontrer que si (x ; y) est solution de (G) alors 3x2=2" (modulo 7).
2. Six, et y, ne sont pas divisibles par 3, alors ils sont premiers entre eux. 2. Reproduire et compléter le tableau suivant :
1 s
4, 1. Montrer, par récurrence, que X, = 3 (4"x5-2). Reste de la division eu- 0 1 2 3 4 5 6

clidienne de x par 7

2. Endéduire que 4" x 5 — 2 est un multiple de 3, pour tout entier naturel 7.
Reste de la division eu-

clidienne de 3x? par 7.

3. Démontrer que 2" est congrua 1, 2 ou 4 modulo 7.
En déduire que 'équation (G) n'admet pas de solution.
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On considére un carré direct ABCD (c’est a dire un carré ABCD tel que :

— — Le plan &2 est rapporté a un repéere orthonormé direct (O, 6f , (Tf unité graphique 4 cm)
(AB; AD) = % [271]) de centre L. p pp P ( ) twnité graphiq

Soit ], K et L les milieux respectifs des segments [AB], [CD] et [DA]. 1. On considéere les points A, B, C, D et E d’affixes respectives :

I'; désigne le cercle de diametre [Al] et I'y désigne le cercle de diametre [BK]. x 2m ) oz
Zn=¢'s, Zg=¢€'3, Zc=-1, Zp=—iet Zg=e'5.

Partie A
1. Faire la figure

1. Déterminer le rapport et I'angle de la similitude directe s telle que s(A) =Iet s(B) =K. 2. Montrer que EA = ED et que EB = EC. Montrer que (OE) est la médiatrice du segment [AD] et
2. Montrer que les cercles I'y et I'; se coupent en deux points distincts : le point J et le centre Q de la du segment [BC]

similitude directe s. 3. E%terminer les points K et L images respectives de A et de B par la translation 7 de vecteur
3. a. Déterminer les images par s des droites (AC) et (BC). En déduire I'image du point C par s. OLI . Placer les points K et L sur la figure.

b. Soit E I'image par s du point I. Démontrer que E est le milieu du segment [ID]. 1 V3=
4. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’initiative, sera prise en compte 2. Onconsidere'application F quia tout point M d'affixe Z associele point M' d'affixe Z' = | - 17) Z

dans l'évaluation.

Démontrer que les points A, Q et E sont alignés.

(On pourra considérer la transformation ¢ = so s). 1. Justifier’égalité F = R o S ou S est la réflexion ou symétrie axiale d’axe (OI) et R une rotation
dont on précisera le centre et 'angle.

oi1 Z désigne le conjugué de Z.

Partie B . . - ,
artie 2. Montrer que F est une réflexion dont on précisera |’axe.

Désormais, on consideére que le coté du carré mesure 10 unités et on se place dans le repére orthonormé

1 — 1 — 3. Soit G I'application qui, a tout point M d’affixe Z associe le point M” dont I'affixe Z" définie par
direct (A; EAB ; EAD .

V3

1 —
la formule Z" = (5 —17 Z+1.
1. Donner les affixes des points A, B, C et D. Déterminer une application T telle que G=T o F.En déduire que G est un antidéplacement.
2. Démontrer que la similitude directe s a pour écriture complexe

’ i .
Z =—=z+5+51.
2

w

. Calculer I'affixe w du centre Q de s.

IS

. Calculer I'affixe zg du point E et retrouver I'alignement des points A, Q et E.

[}

. Démontrer que les droites (AE), (CL) et (DJ) sont concourantes au point Q.
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Soit (E) 'ensemble des entiers naturels écrits, en base 10, sous la forme abba ol a est un chiffre supé-
rieur ou égal a 2 et b est un chiffre quelconque.

Exemples d’éléments de (E) : 2002;3773;9119.

Les parties A et B peuvent étre traitées séparément.

Partie A : Nombre d’éléments de (E) ayant 11 comme plus petit facteur premier.
1. 1 Décomposer 1001 en produit de facteurs premiers.

2. Montrer que tout élément de (E) est divisible par 11.

2. 1. Quel est le nombre d’éléments de (E) ?

2. Quel est le nombre d’éléments de (E) qui ne sont ni divisibles par 2 ni par 5?

3. Soit n un élément de (E) s’écrivant sous la forme abba.
1. Montrer que : « n est divisible par 3 » équivaut a « a + b est divisible par 3 ».
2. Montrer que : « n est divisible par 7 » équivaut a « b est divisible par 7 ».

4. Déduire des questions précédentes le nombre d’éléments de (E) qui admettent 11 comme plus
petit facteur premier.

Partie B : Etude des éléments de (E) correspondant a une année bissextile.

Soit (F) 'ensemble des éléments de (E) qui correspondent a une année bissextile.
On admet que pour tout élément n de (F), il existe des entiers naturels p et g tels que :

n=2000+4p et n=2002+11q.
1. On considere I'équation (e) : 4p—11g = 2 o1 p et q sont des entiers relatifs.
Vérifier que le couple (6, 2) est solution de I'équation (e) puis résoudre I'équation (e).
2. Endéduire que tout entier n de (F) peut s’écrire sous la forme 2 024 + 44 k ou1 k est un entier relatif.
3. ATaide de la calculatrice déterminer les six plus petits éléments de (F).
N.B. : Liste des nombres premiers inférieurs a 40 :
2;3;5;7;11;13;17;19;23,;29;31;37.
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L'espace est muni d'un repére orthonormé (O, 1,7,k
On considere la surface S; d’équation z = x* + 2, et la surface S, d’équation z = xy +2x.

PARTIE A

On note £ le plan d’équation x = 2, E; I'intersection de la surface S; et du plan & et E; I'intersection de
la surface S; et du plan 2.
En annexe, le plan & est représenté muni du repére (A H A 4 ] ol A estle point de coordonnées (2;0;0).

1. 1. Déterminer la nature de 'ensemble E 1.
2. Déterminer la nature de I’ensemble E,.
2. 1. Représenter les ensembles E; et E; sur la feuille annexe.
2. Dans le repere |O, T, T, ?] donner les coordonnées des points d’'intersection B et C des
ensembles E; et E,.
PARTIE B

On pourra utiliser sans démonstration la propriété suivante :
«soient a, b et c des entiers avec a premier. Si a divise bc alors a divise b ou a divise c.»

Lobjectif de cette partie est de déterminer les points d’intersection M(x ; y; z) des surfaces S; et S, ot
y et z sont des entiers relatifs et x un nombre premier.
On considére un tel point M(x; y; z).
1. 1. Montrer que y(y — x) = x(2 - x).
2. En déduire que le nombre premier x divise y.
2. Onpose y = kx avec k€ Z.
1. Montrer que x divise 2, puis que x = 2.
2. En déduire les valeurs possibles de k.

3. Déterminer les coordonnées possibles de M et comparer les résultats avec ceux de la PARTIE A,
question 2. b.
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131 Métropole septembre 2002 Retour au tableau
c B
E
D A E; Ep Ay E4

On considére un rectangle direct ABCD vérifiant: AB =10 cm et AD = 5 cm.
1. Faire une figure : construire ABCD, puis les images respectives M, N et P de B, C et D par la rotation
7
r de centre A et d’angle -3

2. 1. Construirele centre Q de la rotation r’ qui vérifie r'(A) = N et r'(B) = P. Déterminer I'’angle de

.

2. Montrer que I'image de ABCD par r’ est AMNP.

1 !

3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation r "o r'.

3. On considere les images successives des rectangles ABCD et AMNP par la translation de vecteur
DM . Sur la demi-droite [DA), on définit ainsi la suite de points (Ax)x>; Vvérifiant, en cm, DAy =
5+ 15k. Sur la méme demi-droite, on considere la suite de points (E,) > vérifiant, en cm, DE,, =
6,55n.

1. Déterminer l'entier k tel que Ejy appartienne a [Ag, Ag+1]. Que vaut la longueur AxEj2 en
cm?

2. On cherche dans cette question pour quelle valeur minimale ny le point E,, est confondu
avec un point Ag.
Montrer que si un point E,, est confondu avec un point Ay alors 131n —300k = 100.
Vérifier que les nombres n = 7100 et k = 3100 forment une solution de cette équation.
Déterminer la valeur minimale 7, recherchée.
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Dans le plan, on considere deux segments [AC] et [BD] tels que

AC=BD et (ﬁ]:—g.

On désigne par M le milieu de [AC] et par N celui de [BD]. On appelle (6)), (62), (63) et (64) les cercles
de diametres respectifs [AB], [BC] , [CD] et [DA].
On pourra s'aider de la figure ci-jointe.

1. 1. Soitrlarotation qui transforme A en B et C en D. Quel est 'angle de r 2 Montrer que le centre
I de r appartient aux cercles (6)) et (63).

2. Soit r’ la rotation qui transforme A en D et C en B. Quel est 'angle de r’? Montrer que le
centre ] de r’ appartient aux cercles (6>) et (64).

3. Quelle est la nature du quadrilatére INJM 2 On désigne par P et R les points diametralement
opposés a [ sur, respectivement, (61) et (63) et par Q et S les points diametralement opposés
a] sur, respectivement, (6>) et (64).

2. Soit s la similitude directe de centre I, de rapport v/2 et d’angle %

1. Quelles sont les images par s des points D, N, B?

2. En déduire queJ est le milieu de [PR].

(63)
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Le plan complexe P est muni d'un repére orthonormal direct (O, ;, 7), unité graphique : 2 cm.
On appelle (T') le cercle de centre O et de rayon 1.

On fera une figure que l'on complétera tout au long de l'exercice.

On appelle F I'application du plan P privé du point O dans P qui, a tout point M différent de O, d’affixe
z, associe le point M’ = F(M) d’affixe z' définie par :

/ L1
Z=z2+1——.
z

1. On considere les points A et B d’affixes respectives a =iet b = €5 et leurs images A’ et B' par F
d’affixes respectives a’ et b'.

1. Calculer a’ et b'.
2. Placer les points A, A’ Bet B'.

-b V3
3. Dé t =—1i
émontrer que -— = —=i

4. En déduire la nature du triangle OBB'.

2. On recherche 'ensemble (E) des points du plan P privé du point O qui ont pour image par F, le
point O.

1. Démontrer que, pour tout nombre complexe z,

5 V3 1, V3 1,
Zo+iz—-1=|z+—+<i||z—— + Zif.
2 2 2 2

2. En déduire les affixes des points de 'ensemble (E).

3. Démontrer que les points de (E) appartiennent a (I').
3. Soit 6 un réel.

1. Démontrer que si z = ei? alors z' = (25sin0 + 1)i.

2. En déduire que si M appartient au cercle (') alors M’ appartient au segment [A'C] ou C a
pour affixe —i.
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1. 1. Déterminer le reste dans la division euclidienne de 2 009 par 11.
2. Déterminer le reste dans la division euclidienne de 2'° par 11.
3. Déterminer le reste dans la division euclidienne de 22%° + 2009 par 11.

2. On désigne par p un nombre entier naturel. On considére pour tout entier naturel non nul n le
nombre A, =2" + p.
On note d, le PGCD de A, et Aj.
1. Montrer que d,, divise 2".
2. Déterminer la parité de A, en fonction de celle de p. Justifier.

3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Déterminer la parité de d,, en fonction de celle de p.
En déduire le PGCD de 22°%° + 2009 et 2290 +2009.
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On considere deux entiers naturels, non nuls, x et y premiers entre eux.
Onpose S=x+yetP=xy.
1. 1. Démontrer que x et S sont premiers entre eux, de méme que y et S.
2. En déduire que S = x+ y et P = xy sont premiers entre eux.
3. Démontrer que les nombres S et P sont de parités différentes (I'un pair, I'’autre impair).
2. Déterminer les diviseurs positifs de 84 et les ranger par ordre croissant.
3. Trouver les nombres premiers entre eux x et y tels que : SP = 84.

4. Déterminer les deux entiers naturels a et b vérifiant les conditions suivantes :

avec d = pgcd(a; b)

a+b = 84
ab = d

(On pourra poser a = dx et b = dy avec x et y premiers entre eux)
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On considere la suite d’entiers définie par a, = 111...11 (I'écriture décimale de a,, est composée de n
chiffres 1). On se propose de montrer que I'un, au moins, des termes de la suite est divisible par 2 001.

1. En écrivant a, sous la forme d’une somme de puissances de 10, montrer que pour tout entier
10" -1
5
2. On considére la division euclidienne par 2 001 : expliquer pourquoi parmi les 2 002 premiers termes
de la suite, il en existe deux, au moins, ayant le méme reste.

naturel n non nul, a,, =

Soit a,, et a, deux termes de la suite admettant le méme reste (n < p).
Quel est le reste de la division euclidienne de a, — a, par 2001?

3. Soit k et m deux entiers strictement positifs vérifiant k < m.
Démontrer 'égalité a,, — a, = a;m—n 10%.

4. Calculerle PGCD de 2001 et de 10.
Montrer que si 2 001 divise a,, — ai, alors 2 001 divise a,;—.

5. Démontrer alors que l'un, au moins, des termes de la suite est divisible par 2 001.
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Soit Al’ensemble des entiers naturels de l'intervalle [1 ; 46].
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1. On considere I'équation
(E): 23x+47y=1
ol x et y sont des entiers relatifs.
1. Donner une solution particuliére (xo, o) de (E).
2. Déterminer I'ensemble des couples (x, y) solutions de (E).
3. En déduire qu’il existe un unique entier x appartenanta Atelque23x=1 (47).
2. Soient a et b deux entiers relatifs.
1. Montrerquesiab=0 @47)alorsa=0 @47))oub=0 (47).
2. En déduire que si a?= (47)alorsa=1 (@47 ouaa=-1 (47).

3. 1. Montrer que pour tout entier p de A4, il existe un entier relatif gtelque px g=1 (47).
Pour la suite, on admet que pour tout entier p de 4, il existe un unique entier, noté inv(p),
appartenanta Atelque pxinv(p) =1 (47).

Par exemple :
inv(l)=1carlx1=1 (47), inv(2)=24car2x24=1 (47),
inv(3)=16car3x16==1 (47).

2. Quels sontles entiers p de A qui vérifient p = inv(p)?

3. Montrer que 46! =-1 (47).
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Le but de l'exercice est de montrer qu'il existe un entier naturel n dont I'écriture décimale du cube se
termine par 2009, c’est-a-dire tel que n® = 2009 mod 10000.

Partie A

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 20092 par 16.
2. En déduire que 20098°°! =2009 mod 16.

Partie B

On consideére la suite (u,) définie sur N par : uy = 20092 -1 et, pour tout entier naturel n, u,;; =
(p+1°-1.

1. 1. Démontrer que uy est divisible par 5.

2. Démontrer, en utilisant la formule du bin6me de Newton, que pour tout entier naturel n,
U =y [l +5 (3 + 205 +2u, +1)].

3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u,, est divisible par 5+!.
2. 1. Vérifier que us = 20092 — 1 puis en déduire que 20092 =1 mod 625.
2. Démontrer alors que 20098%°! =2009 mod 625.

Partie C

1. En utilisant le théoreme de Gauss et les résultats établis dans les questions précédentes, montrer
que 20098901 — 2009 est divisible par 10 000.

2. Conclure, c'est-a-dire déterminer un entier naturel dont 'écriture décimale du cube se termine
par 2009.
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Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de fagon indépendante

Premiére partie

ABC est un triangle direct du plan orienté.

On désigne respectivement par I, J et K les milieux de [AB], [BC] et [CA].

Soit @ un réel qui conduit a la réalisation de la figure jointe sur laquelle on raisonnera. Cette figure sera
jointe a la copie.

d; est'image de la droite (AB) par la rotation de centre I et d’angle a.

d, est 'image de la droite (BC) par la rotation de centre J et d’angle a.

ds est 'image de la droite (CA) par la rotation de centre K et d’angle a.

A estle point d’'intersection de d; et ds, By celui de d; et d; et C; celui de d; et ds.

1. On appelle H le point d’intersection de (BC) et d;. Montrer que les triangles HIB et HB,J sont
semblables.

2. En déduire que les triangles ABC et A;B; C; sont semblables.

Deuxiéme partie Le plan complexe est muni du repére orthonormal direct (O, u, 7)

A - Construction de la figure
1. Placerles points A(—4 - 6i), B(14), C(—4 +6i), A; (3 —7i), B1 (9 +5i) et C; (-3 —1).

2. Calculer les affixes des milieux I, J et K des segments [AB], [BC] et [CA]. Placer ces points sur la
figure.

3. Montrer que Ay, I, By sont alignés.
On admettra que By, J, C; d'une part et Cy, K, A, d'autre part sont alignés.

4., Déterminer une mesure en radians de I'angle [IT?: N I]T{)
On admettra que (K_A>, KT{) -z et que (I_(f, IC—f) = E.
4 4
b4
5. Quelle est 'image de la droite (AB) par la rotation de centre I et d’angle 1 ?

B - Recherche d’une similitude directe transformant ABC en A1B,C,
On admet qu'il existe une similitude directe s transformant les points A, B et Cen Aj, B; et C;.

1. Montrer que I'écriture complexe de s est z' = (% + %1) z+2-2i, ol1 z et z’ désignent respectivement
les affixes d'un point et de son image par s.
2. 1. Déterminer le rapport et I'angle de s.
2. Déterminer I'affixe du centre Q de s.

3. Que représente le point Q pour ABC?

Le candidat joindra cette figure a sa copie
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Partie A : Restitution organisée de connaissances

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal direct.

On supposera connu le résultat suivant :

Une application f du plan dans lui-méme est une similitude directe si et seulement si f admet une
écriture complexe de la forme z' = az+botiac C—{0} et be C.

Démontrer que si A, B, A’ et B’ sont quatre points tels que A est distinct de B et A’ est distinct de B/, alors
il existe une unique similitude directe transformantAenA’ et Ben B'.

Partie B

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal direct (O, ;, 7], unité graphique 2 cm.
On note A, B, C, D et E les points d’affixes respectives

zpn=2i, z8=2, 2c=4+6i, zp=—-1+1i et zg=—-3+3i.

1. Placer les points sur une figure qui sera complétée au fur et 2 mesure des questions.
2. Déterminer la nature du triangle ABC.
3. Soit f la similitude plane directe telle que f(A) =D et f(B) = A.

1. Donner I'écriture complexe de f.

2. Déterminer 'angle, le rapport et le centre Q de cette similitude.

3. Montrer que le triangle DAE est I'image du triangle ABC par la similitude f.

4. En déduire la nature du triangle DAE.

4, On désigne par (I'1) le cercle de diametre [AB] et par (I'y) le cercle de diameétre [AD].
On note M le second point d’intersection du cercle (I';) et de la droite (BC), et N le second point
d’intersection du cercle (I'») et de la droite (AE).

1. Déterminer 'image de M par la similitude f.
2. En déduire la nature du triangle QM N.
3. Montrer que MB x NE = MC x NA.
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1. Onnote () I'équation 3x +2y =29 ou1 x et y sont deux nombres entiers relatifs.
1. Déterminer un couple d’entiers solution de I'équation (E).
2. Déterminer tous les couples d’entiers relatifs solutions de I’équation (E).
3. Préciser les solutions de I'équation (E) pour lesquelleson a alafoisx >0et y > 0;
2. Intersections d'un plan avec les plans de coordonnées
Lespace est muni du repére orthonormal (O, 7, 7, F] et on désigne par £ le plan d’équation
3x+2y=29.
1. Démontrer que & est paralléle a I’axe (Oz) de vecteur directeur .
2. Déterminer les coordonnées des _EoinE d’intersection du plan & avec les axes (Ox) et (Oy)
de vecteurs directeurs respectifs 1 et j .

3. Faire une figure et tracer les droites d’intersection du plan £ avec les trois plans de coordon-
nées.

4. Sur la figure précédente, placer sur la droite d’'intersection des plans 22 et (xOy), les points
dont les coordonnées sont a la fois entieres et positives.

3. FEtude d’une surface
# estla surface d’équation 4z = xy dans le repére (O, 1,7,k )

Les figures suivantes représentent les intersections de . avec certains plans de I'espace.

.

~

figuren®1 figure n°2 figure n°3 figure n° 4

1. S; désigne la section de la surface .# par le plan (xOy).
Une des figures données représente S laquelle ?
2. S désigne la section de . par le plan £ d’équation z = 1.
Une des figures données représente S, laquelle ?
3. S3 désigne la section de . par le plan d’équation y = 8.
Une des figures données représente Ss, laquelle ?
4. S, désigne la section de . par le plan 22 d’équation 3x + 2y = 29 de la question 2.

Déterminer les coordonnées des points communs a S; et 2 dont 'abscisse x et'ordonnée y
sont des entiers naturels vérifiant 'équation
3x+2y=29.
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Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, ;, 7), d’unité graphique 2 cm.

On donne les points A, C, D et Q, d’affixes respectives 1 +1i, 1,3 et 2 + Ei.

Partie A

1. Soit ¢ le cercle de centre Q passant par A.

1. Montrer que ¥ passe par C et D.
2. Montrer que le segment [AD] est un diametre de 6.

3. Sur une feuille de papier millimétré, faire une figure en placant les points A, C, D, Q et tracer
% . 0On note B la seconde intersection de € avec la droite (OA) .

4. Montrer que le point O est extérieur au segment [AB].

2. Montrer par un raisonnement géométrique simple que les triangles OAD et OCB sont semblables
mais non isométriques.
Soit S la similitude qui transforme le triangle OCB en le triangle OAD.
1. Montrer que S est une similitude indirecte différente d’'une réflexion.

2. Quel est le centre de S?

Partie B

1. 1. Déduiredela partieA2 quel’ona OA x OB=0C x OD.
2. En déduire le module de I'affixe zg du point B. Déterminer un argument de zg.
2. Déterminer I'écriture complexe de S.

3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de So S.
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Les suites d’entiers naturels (x;) et (y,) sont définies sur N par :
X0=3 et Xxp+1=2x,—-1
Yo=1 et yni1=2yn+3.
1. Démontrer par recurrence que pour tout entier naturel n, x, = 2! + 1.

2. 1. Calculerle pged de xg et xg, puis celui de x2002 et x2¢03. Que peut-on en déduire pour xg et xg
d’une part, pour x,002 et X003 d’autre part?

2. xp et x4 sont-ils premiers entre eux pour tout entier naturel r ?
3. 1. Démontrer que pour tout entier naturel n, 2x,, — y, =5.

2. Exprimer y, en fonction de n.

3. Enutilisantles congruences modulo 5, étudier suivant les valeurs de I'entier naturel p le reste
de la division euclidienne de 27 par 5.

4. On note d, le pgcd de x;, et y,, pour tout entier naturel n.
Démontrer quel’'onad, =1oud, =5; en déduire 'ensemble des entiers naturels n tels que
X, et y, soient premiers entre eux.
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1. Onse propose, dans cette question, de déterminer tous les entiers relatifs N tels que
{ N = 5 (13)
N =1 (17
1. Vérifier que 239 est solution de ce systéme.

2. Soit N un entier relatif solution de ce systeme.
Démontrer que N peut s’écrire sous laforme N =1+17x =5+13y ou1 x et y sont deux entiers
relatifs vérifiant la relation 17x— 13y = 4.

3. Résoudre '’équation 17x — 13y =4 ol x et y sont des entiers relatifs.
4. En déduire qu’il existe un entier relatif k tel que N = 18 +221k.

N = 5 (13)

5. Démontrer I'équivalence entre N =18 (221) et{ N =1an-

2. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’initiative, méme infruxtueuse,
sera prise en compte dans l'évaluation.

1. Existe-t-ilun entier naturel k tel que 10=1 (17)2

2. Existe-t-il un entier naturel / tel que 100=18 (221)?
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Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

Retour au tableau

1. 1. Déterminer I'ensemble des couples (x,y) de nombres entiers relatifs, solution de I’équation
(B): 8x-5y=3.
2. Soit m un nombre entier relatif tel qu’il existe un couple (p, g) de nombres entiers vérifiant
m=8p+letm=>5qg+4.

Montrer que le couple (p, g) est solution de’équation (E) et en déduire que m=9 (modulo40).

3. Déterminer le plus petit de ces nombres entiers m supérieurs a 2 000.

2. 1. Démontrer que pour tout nombre entier naturel k on a : 23 = 1(modulo 7).

22 009

2. Quel est le reste dans la division euclidienne de par7?

3. Dans certe question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative, méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Soient a et b deux nombres entiers naturels inférieurs ou égaux a 9 avec a # 0.

On considére le nombre N = a x 10°+ b. On rappelle qu’en base 10 ce nombre s’écrit sous la forme
N =a00b.

On se propose de déterminer parmi ces nombres entiers naturels N ceux qui sont divisibles par 7.
1. Vérifier que 10° = —1(modulo 7).

2. En déduire tous les nombres entiers N cherchés.

Exercices de spécialité 52

124 LaRéunion juin 2003 Retour au tableau

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O, ;, 7) On prendra 1 cm, pour unité graphique.
On considere I'application f du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z associe le point M’
d’affixe z’ telle que :

z’=—(\/§+i)z—1+i(l+\/§).

1. Montrer que f est une similitude directe dont le centre Q a pour affixe i. En déterminer le rapport
etl'angle.

3 3
2. Soit My le point d’affixe zp = % + Zi.

Calculer QM et donner une mesure en radians de I'angle (; ; QMg )

3. On considere la suite de points (M) >0, définie pour tout entier naturel n par M;,,; = f(M,). On
note z, I'affixe du point M,,.
1. Placer les points Q, My, M;, M, M3 et My.

2. Montrer par récurrence, pour tout entier naturel n, 'égalité :

zZp—i= 27l (z0—1).
3. Pour tout entier naturel n, calculer QM,,, puis déterminer le plus petit entier n tel que QM,, >
10%.
4. 1. On considere I'équation (E) : 7x— 12y = 1 ou x et y sont deux entiers relatifs. Aprés avoir
vérifié que le couple (-5 ; —3) est solution, résoudre '’équation (E).
2. Soit A 'ensemble des points M du plan d’affixe z telle que Im(z) = 1 et Re(z)> 0.
Caractériser géomtriquement A et le représenter.

Déterminer I'ensemble des entiers naturels 7 tels que M, appartienne a la demi-droite d’ori-
gine Q dirigée par le vecteur u . Préciser son plus petit élément.
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Les questions 3 et 4 sont indépendantes des questions 1 et 2 seule I'équation deT donnée en 1 ¢ intervient
a la question 4.

1.

2.

Lespace est rapporté au repére orthonormal [O, 1,7,k )

1. Montrer que les plans P et Q d’équations respectives x+ yv/3—2z = 0 et 2x— z = 0 ne sont pas
paralleles.

2. Donner un systeme d’équations paramétriques de la droite A intersection des plans P et Q.

3. On considere le cone de révolution I d’axe (Ox) contenant la droite A comme génératrice.
Montrer que I' pour équation cartésienne y? + z% = 7x%.

On a représenté sur les deux figures ci-dessous les intersections de 1 avec des plans paralleles aux
axes de coordonnées.

Determiner dans chaque cas une équation des plans possibles, en justifiant avec soin votre ré-
ponse.

Figure 1 Figure 2
3. 1. Montrer que I'équation x2=3 [7], dont l'inconnue x est un entier relatif, n'a pas de solu-
tion,
2. Montrer la propriété suivante :
pour tous entiers relatifs a et b, si 7 divise a? + b? alors 7 divise a et 7 divise b.
4. 1. Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Montrer la propriété suivante :
sile point A de coordonnées (a, b, c¢) est un point du céne I' alors a, b et ¢ sont divisibles par
7.
2. Endéduire que le seul point de I dont les coordonnées sont des entiers relatifs est le sommet
de ce cone.
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Dans chacun des cas suivants, indiquer si 'affirmation proposée est vraie ou fausse et justifier la ré-
ponse.

1.

N

—

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal (O, U, )
On considéere I'application f du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point
M’ d’affixe z' telle que z' = (1 +iv/3)z +2V/3.

On note A le point d’affixe 2i.

Affirmation : f estla similitude directe, de centre A, d’angle % etderap-
port 2.

Affirmation : 1991209 =2 (7).
a et b sont deux entiers relatifs quelconques, n et p sont deux entiers naturels premiers entre eux.

Affirmation: a = b (p) si et seulement si na = nb (p).

—_ —

Lespace est muni d'un repére orthonormal (O, T, ],k )
& est’ensemble des points M de 'espace dont les coordonnées (x; y; z) vérifient 'équation : z =
x%+ y%. Onnote .# la section de & par le plan d’équation y = 3.

Affirmation : . est un cercle.

Lespace est muni d'un repére orthonormal (O, 1,7,k )

2 estla surface d’équation x* + y? = 3z2.

Affirmation: O le seul point d’intersection de & avec le plan (yOz) a
coordonnées entiéres.
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Lespace est muni d'un repére orthonormal (O, 1,7,k )

Retour au tableau

1 1
1. SoientFle point de coordonnées (O ;05 Z) et P le plan d’équation z = T

On note d(M, P) la distance d'un point M au plan P.

Montrer que I'ensemble (S) des points M de coordonnées (x ; y; z) qui vérifient d(M, P) = MF a
pour équation x? + y* = z.

2. 1. Quelle est la nature de I'intersection de I'ensemble (S) avec le plan d’équation z = 2?
2. Quelle est la nature de 'intersection de I'ensemble (S) avec le plan d’équation x =07

Représenter cette intersection dans le repere (O H A )

3. Dans cette question, x et y désignent des nombres entiers naturels.
1. Quels sont les restes possibles de la division euclidienne de x> par 7?2
2. Démontrer que 7 divise x? + y si et seulement si 7 divise x et 7 divise y.

4. Dans cette question, toute trace de recherche méme incomplete, ou d’initiative méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

Existe-t-il des points qui appartiennent a l'intersection de 'ensemble (S) et du plan d’équation
z =98 et dont toutes les coordonnées sont des entiers naturels 2 Si oui les déterminer.
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Lespace (E) est muni d’'un repére ortho-

normal (O, T, T, k
surface T d’équation: x>y =z avec—1<
x<1 et—-1<y< 1. Lafigure ci-contre
est une représentation de la surface T,
dans le cube de centre O et de coté 2.

). On considere la

1. Fléments de symétrie de la surface T.

1. Montrer que sile point M(x, y, z) appartienta T, alors le point M’ (—x, y, z) appartient aussi
aT. En déduire un plan de symétrie de T.

2. Montrer que I'origine O du repére est centre de symétrie de T.
2. Intersections de la surface T avec des plans paralléles aux axes.

1. Déterminer la nature des courbes d’intersection de T avec les plans paralléles au plan (xOz).

2. Déterminer la nature des courbes d’intersection de T avec les plans paralléles au plan (yOz).

3. Intersections de la surface T avec les plans paralleles au plan (xOy) d’équations z = k, avec k €
[0;1].
1. Déterminer I'intersection de la surface T et du plan d’équation z = 0.

2. Pour k > 0 on note K le point de coordonnées (0, 0, k). Déterminer, dans le repére (K ; 7, 7),
I'équation de la courbe d’'intersection de T et du plan d’équation z = k.

—

3. Tracer I'allure de cette courbe dans le repere (K N ) On précisera en particulier les co-
ordonnées des extrémités de I'arc.

4. Onnote (D) le domaine formé des points du cube unité situés sous la surface T.
D)=M(x, y,2€(E) avec 0<x<1;0<y<1; nggxzy.

1. Pour 0 < k < 1, le plan d’équation z = k coupe le domaine (D) selon une surface qu’'on peut
visualiser sur le graphique de la question 3 c.

C’est 'ensemble des points M du cube unité, de coordonnées (x, y, z) tels que y > x_kz et
z=k.
Calculer en fonction de k I'aire S(k) exprimée en unités d’aire, de cette surface.

2. On pose S(0) = 1; calculer en unités de volume, le volume V du domaine (D).

1
On rappelle que V = j S(k)dk.
0
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1. 1. Montrer que, pour tout entier naturel 7, 3n° — 117 + 48 est divisible par 7+ 3.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n, 3n% —9n + 16 est un entier naturel non nul.

2. Montrer que, pour tous les entiers naturels non nuls a, b et c, 'égalité suivante est vraie :

PGCD(a; b) =PGCD(bc—a; b).

3. Montrer que, pour tout entier naturel r, supérieur ou égal a 2, 'égalité suivante est vraie :

PGCD@3n® - 11n; n+3)=PGCD48; n+3).

4. 1. Déterminer I'ensemble des diviseurs entiers naturels de 48.

3n-11n
2. En déduire 'ensemble des entiers naturels n tels que i3 soit un entier naturel.
n
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48 Pondichéry avril 2009
Retour au tableau

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal direct (O, ;, ;] On prendra pour unité graphique
2 cm. Soit A et B les points d’affixes respectives zy =i et
zg=1+2i.

1. justifier qu'il existe une unique similitude directe S telle que :

S(0)=A et S(A) =B.
2. Montrer que I'écriture complexe de S est :
Z=(1-iz+i

Préciser les éléments caractéristiques de S (on notera Q le centre de S).
On considere la suite de points (4,) telle que :
e Apestl'origine du repére et,
e pour tout entier naturel n, A, = S(4,).
On note z,, I'affixe de A,. (On a donc Ay =0, A; =Aet A, =B).
3. 1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, z, =1—-(1-1)".
2. Déterminer, en fonction de n, les affixes des vecteurs (m et AyApst .
Comparer les normes de ces vecteurs et calculer une mesure de I'angle (fm , ApnAna ]
3. En déduire une construction du point A, connaissant le point A,,.
Construire les points Az et Ay.

4, Quels sont les points de la suite (A;) appartenant a la droite (B) ?
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49 Nouvelle-Calédonie décembre 2008
o Retour au tableau
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O ;01; 0] ) On considere les points A et B

3
d’affixes respectives zp =2 et zg = — +1i.

On considere les points M, N et P tels que les triangles AMB, BNO et OPA soient des triangles rectangles
isoceles de sens direct comme le montre la figure ci-dessous.

On note s la similitude directe de centre A qui transforme M en B.
On note s, la similitude directe de centre O qui transforme B en N. On considére la transformation
r=S8208j.

Le but de P'exercice est de démontrer de deux facons différentes que les droites (OM) et (PN) sont

perpendiculaires.

1. Araide des transformations

. Donner 'angle et le rapport de s; et de s».
. Déterminer I'image du point M puis celle du point I par la transformation r.

1
2
. . , T -
3. Justifier que r est une rotation d’angle 5 dont on précisera le centre.
4. Quelle est I'image du point O par r ?

5

. En déduire que les droites (OM) et (PN) sont perpendiculaires.

2. En utilisant les nombres complexes
1. Donner les écritures complexes de s; et s,. On utilisera les résultats de la question 1. a.
2. En déduire les affixes zy; et zy des points M et N.

3. Donner, sans justification, 'affixe zp du point P puis démontrer que les droites (OM) et (PN)
sont perpendiculaires.
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120 Antilles juin 2003 Retour au tableau
1. 1. Calculer: (1+v86)*, (1+V8)", (1+v6)".
2. Appliquer I'algorithme d’Euclide a 847 et 342. Que peut-on en déduire ?

2. Soit 1 un entier naturel non nul. On note a et b les entiers naturels tels que :

(1 + \/é)n =a, +byVe.

Que valent a; et b; ?
D’apres les calculs de la question 1 a, donner d’autres valeurs de a;, et b;,.

1. Calculer a4 et b,+1 en fonction de a,, et b,,.

2. Démontrer que, si 5 ne divise pas a, + by, alors 5 ne divise pas non plus a1 + by+1.-
En déduire que, quel que soit 7 entier naturel non nul, 5 ne divise pas a;, + by,.

3. Démontrer que, si a, et b, sont premiers entre eux, alors a,; et b, sont premiers entre
EUx.

En déduire que, quel que soit n entier naturel non nul, a, et b,, sont premiers entre eux.
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119 Amérique du Nord juin 2003

Retour au tableau

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O, ;, 7), d’unité graphique 1 cm, on consi-
dere les points Ag, A;, A, d’affixes respectives zo =5—-4i, z; = -1 -4i, zp = -4 —1i.

1. 1 Justifier I'existence d’'une unique similitude directe S telle que S(Ag) = A et S(A;) = Ay.
. 1-i -3+i
. Etablir que I'écriture complexe de Sest z' = — 2 + >

. En déduire le rapport, I'angle et I'affixe w du centre Q de la similitude S.

w N

4. On considere un point M, d’affixe z avec z # 0, et son image M’, d’affixe z'.
Vérifier la relation : w — 2’ = i(z — Z') ; en déduire la nature du triangle QMM'.

2. Pour tout entier naturel 7, le point A, est défini par A, 41 = S(A,) et on pose U, =AAnt1.

1. Placer les points Ay, Aj, A, et construire géométriquement les points Az, A4, As, Ag.
2. Démontrer que la suite (u,,) est géométrique.
n
3. Lasuite (vy) estdéfiniesurNpar v, =ug+up+ -+ up = Y, Ug.
k=0
1. Exprimer v, en fonction de n.

2. Lasuite (v,) est-elle convergente ?

4. 1. Calculer en fonction de nle rayon r, du cercle circonscrit au triangle QA,A11.

2. Déterminer le plus petit entier naturel p tel que, pour tout entier naturel 7 :
sin>palorsr, <1072,
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50 Amérique du Sud novembre 2008

L'espace est muni d'un repére orthonormé (O, 1,7,k )

Retour au tableau

Soit D la droite passant par le point A de coordonnées (0; 0; 2) et de vecteur directeur ; de coordonnées
(1;1;0) et soit D' la droite dont une représentation paramétrique est :

x =t
y = -t (feR)
z = =2

Le but de I'exercice est d’étudier I'ensemble S des points de I'espace équidistants de D et de D'.

1. Une équationde S
1. Montrer que D et D’ sont orthogonales et non coplanaires.
2. Donner une représentation paramétrique de la droite D.
Soit M un point de I'espace de coordonnées (x; y; z) et H le projeté orthogonal de M sur D.

— . (—X+Yy x-Y
Montrer que M H a pour coordonnées ( > ; 3

;22— z].
En déduire M H? en fonction de x, yetz.

Soit K le projeté orthogonal de M sur D'. Un calcul analogue au précédent permet d’établir

(x+p)?
2

que: MK? = + (2 + 2)?, relation que 'on ne demande pas de vérifier.

. P P . 1
3. Montrer qu'un point M de coordonnées (x; y; z) appartienta S si et seulement si z = —ny.

. 1
2. Ftude dela surface S d’équationz = — s

1. On coupe S par le plan (xOy). Déterminer la section obtenue.
2. On coupe S par un plan P paralléle au plan (xOy).
Quelle est la nature de la section obtenue ?

3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompleéte, ou d’initiative méme infruc-
tueuse sera prise en considération dans l'évaluation.

On coupe S par le plan d’équation x + y = 0. Quelle est la nature de la section obtenue ?
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51 Meétropole La Réunion septembre 2008

. Retour au tableau
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O, u, v )

On réalisera une figure en prenant 4 cm comme unité graphique sur chaque axe.

On considere le point A d’affixe zp = 1.

Partie A

7
k est un réel strictement positif; f est la similitude directe de centre O de rapport k et d’angle 3

On note Ay = A et pour tout entier naturel n, A,y = f (Az).
1. 1. Btantdonné un point M d’affixe z, déterminer en fonction de z I'affixe z’ du point M’ image
de M par f.

1
2. Construire les points Ay, Aj, A, et Az dans le cas particulier ou k est égal A >

2. 1. Démontrer par récurrence que pour tout entier n, I'affixe z, du point A, est égale a ke's.
2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles le point A, appartient a la demi droite [O ; ;) et,
dans ce cas, déterminer en fonction de k et de n I’abscisse de A,,.
Partie B
Dans cette partie toute trace de recherche, méme incomplete, sera prise en compte dans l'évaluation.
Désormais, k désigne un entier naturel non nul.

1. Donner la décomposition en facteurs premiers de 2008.

2. Déterminer, en expliquant la méthode choisie, la plus petite valeur de I'entier naturel k pour la-
quelle k8 est un multiple de 2008.

3. Pour quelles valeurs des entiers n et k le point A, appartient-il 2 la demi droite [O ; ;) avec pour
abscisse un nombre entier multiple de 2008 2
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118 Polynésie septembre 2003

Retour au tableau

On désigne par p un nombre entier premier supérieur ou égal a 7.
Le but de I'exercice est de démontrer que I'entier naturel n = p*—1 est divisible par 240, puis d’appliquer
ce résultat.

1. Montrer que p est congrua —1 ou a 1 modulo 3. En déduire que n est divisible par 3.

2. En remarquant que p est impair, prouver qu'il existe un entier naturel k tel que p? — 1 = 4k(k + 1),
puis que n est divisible par 16.

3. En considérant tous les restes possibles de la division euclidienne de p par 5, démontrer que 5
divise n.
4, 1. Soient a, b et c trois entiers naturels.
Démontrer que si a divise c et b divise ¢, avec a et b premiers entre eux, alors ab divise c.
2. Déduire de ce qui précede que 240 divise n.

5. Existe-t-il quinze nombres premiers py, pa,.., pis supérieurs ou égaux a 7 tels que I'entier A =
p1+ p3 + ...+ pi5 soit un nombre premier ?

Exercices de spécialité 127



117 Meétropole septembre 2003

Retour au tableau

On rappelle que 2 003 est un nombre premier.

1. 1. Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que:

123u+2003v=1.

2. En déduire un entier relatif & tel que :

123ky =1 [2003].

3. Montrer que, pour tout entier relatif x,

123x =456 [2003]si et seulement si x =456k, [2003].

4. Déterminer I'ensemble des entiers relatifs x tels que :

123x =456 [2003].

5. Montrer qu’il existe un unique entier n tel que :

1<n<2002 et 123n=456 [2003].
2. Soit a un entier tel que:1<a<2002.

1. Déterminer :

PGCD(a, 2003).

En déduire qu'il existe un entier m tel que :

am=1 [2003].

2. Montrer que, pour tout entier b, il existe un unique entier x tel que :

0<x<2002 et ax=b [2003].
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52 Antilles-Guyane septembre 2008

PARTIEA:

Retour au tableau

On considere le systéme de congruences :

S) { Z = 2 (modulo3) ,ou n désigne un entier relatif.

1 (modulo5)
1. Montrer que 11 est solution de (S).
2. Montrer que si n est solution de (S) alors n — 11 est divisible par 3.
3. Montrer que les solutions de (S) sont tous les entiers de la forme 11 + 15k, ou k désigne un entier
relatif.
PARTIEB:

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, u, 7)

On considere I'application f du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point d’affixe z’ et g celle
qui a tout point M d’affixe z associe le point d’affixe z” définies par :

, 1+iv3
Z = >

i
z et Z'=¢é'5z.

1. Préciser la nature et les éléments caractéristiques des applications f et g.
in

2. On considere les points Ay et By d’affixes respectives ay = 2e72% et by =4e7'5 . Soient (A,) et (By)
les suites de points définies par les relations de récurrences :

Ap1=f(Ap) et Bpyi=gBy).
On note a, et by, les affixes respectives de A, et B,,.
1. Quelle est la nature de chacun des triangles OA, A+ ?
. En déduire la nature du polygone AgA; Ay A3 Ay As.
. Montrer que les points B, sont situés sur un cercle dont on précisera le centre et le rayon.
. Indiquer une mesure de I'angle (O—B,;, OB—,H{)
. En déduire la nature du polygone By B, B;Bs Bg.

. Exprimer a, et b, en fonction de n.

N = W N = N

. Montrer que les entiers n pour lesquels les points A, et B,, sont simultanément sur 'axe des
réels sont les solutions du systeme (S) de la PARTIE A.
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53 Polynésie juin 2008 116 Antilles septembre 2003 Retour au tableau

Retour au tableau
Pour chacune des propositions suivantes indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une justification de
la réponse choisie.
Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Toutefois, toute trace de recherche, méme incomplete,
ou d'initiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

Soit I'équation (1) d’'inconnue rationnelle x :

78x% + ux? + vx—14=0.

. . . ol u et v sont des entiers relatifs.
1. Proposition 1 : « Pour tout entier naturel n» non nul, n et 2n + 1 sont premiers entre eux. »

14
2. Soit x un entier relatif. 1. on suppose dans cette question que 39 est solution de I'équation (1).

P ition 2 : «x* + x +3 = 0 (modulo 5) si et seul tsix =1(modulo5).
roposttion 2:«x=+ x (modulo5) si et seulement si x = 1 (modulo 5). » 1. Prouver que les entiers relatifs u et v sont liés par la relation 14u +39v =1129.

3. Soit N un entier naturel dont l'écriture en base 10 est aba?.
2. Utiliser I'algorithme d’Euclide, en détaillant les diverses étapes du calcul, pour trouver un

couple (x; y) d’entiers relatifs vérifiant 'équation 14x+39y = 1.
4. Leplan complexe est muni d’un repere orthonormal direct (O, u, v ] Vérifier que le couple (—25; 9) est solution de cette équation.

b4 P . . S 'z . _
Proposition 4 : « La similitude directe de rapport 2, d’angle — et de centre le point d’affixe 1 —i a 3. En déduire un couple (uo ; vp) solution particuliére de I'équation 14u +39v = 1129.

6 Donner la solution générale de cette équation c’est-a-dire 'ensemble des couples (u ; v)
d’entiers relatifs qui la vérifient.

Proposition 3 : «Si N est divisible par 7 alors a + b est divisible par 7. »

pour écriture complexe z' = (V3 +i) z+v3-iV3.»

3. Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O' u,v ) 4. Déterminer, parmi les couples (u ; v) précédents, celui pour lequel le nombre u est I'entier

On consideére un point A. On désigne par a son affixe. On note s la réflexion d’axe [O ; ;] etsyla naturel le plus petit possible.
symétrie centrale de centre A. 2 1

Proposition 5 : « Lensemble des nombres complexes a tels que so sy = sy o s est 'ensemble des
nombres réels. »

. Décomposer 78 et 14 en facteurs premiers.
En déduire, dans N, I’ensemble des diviseurs de 78 et I'ensemble des diviseurs de 14.

P
2. Soit 6 une solution rationnelle de ’équation (1) d'inconnue x :

78x%+ux®*+vx—14=0 ou u et v sontdes entiers relatifs.

Montrer que si P et Q sont des entiers relatifs premiers entre eux, alors P divise 14 et Q divise
78.

3. En déduire le nombre de rationnels, non entiers, pouvant étre solutions de I'équation (1) et
écrire, parmi ces rationnels, I'ensemble de ceux qui sont positifs.
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115 Nouvelle-Calédonie novembre 2003

Retour au tableau

1. 1. Soit p un entier naturel. Montrer que I'un des trois nombres p, p + 10 et p + 20, et 'un seule-
ment est divisible par 3.

2. Les entiers naturels a, b et ¢ sont dans cet ordre les trois premiers terme d’'une suite arith-
métique de raison 10. Déterminer ces trois nombres sachant qu'ils sont premiers.

2. Soit EI'ensemble des triplets d’entiers relatifs (1, v, w) tels que

3u+13v+23w=0.

1. Montrer que pour un tel triplet v = w (mod 3)
2. Onpose v=3k+retw=3k"+rouk, k' et r sont des entiers relatifs et 0 < r < 2.
Montrer que les éléments de E sont de la forme :

(=13k-23k' —12r, 3k+r, 3k'+71).

3. l'espace est rapporté a un repére orthonormal d’origine O et soit P le plan d’équation 3x +
13y +23z=0.
Déterminer I'ensemble des points M a coordonnées (x, y, z) entieres relatives appartenant
au plan P et situés a 'intérieur du cube de centre O, de coté 5 et dont les arétes sont paralléles
aux axes.
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Retour au tableau

1. Le plan complexe est rapporté 2 un repére orthonornal direct (O, u, 7)
Soient A, B et C les points d’affixes respectives

zZa=2+1, zg=5+2i et zc =1i.

51 désigne la symétrie d’axe (AB).

1. Démontrer que s; transforme tout point M d’affixe z en un point M’ d’affixe z' telle que

(5553
Z=|=+=i|z+|-=+=i
5 5 5 5
2. En déduire I'affixe de C', symétrique de C par rapport a (AB).

3. Démontrer que I'ensemble des points M tels que z’ est imaginaire pur est la droite (2) d’équa-
tion4x+3y=1.

4. Vérifier que le point C’ appartient a (2).

2. 1. Démontrer que les droites (2) et (AB) sont sécantes en un point Q dont on précisera |’affixe
w.

2. On désigne par s la symétrie d’axe (2) et par f la transformation définie par f = s 0 s;.
Justifier que f est une similitude directe et préciser son rapport.

3. Déterminer les images des points C et Q par la transformation f.
4. Justifier que f est une rotation dont on donnera le centre.
3. Dans cette question le candidat est invité a porter sur sa copie les étapes de sa démarche méme si
elle n ‘aboutit pas.
1. Déterminer les couples d’entiers relatifs (x; y) solutions de I'équation:4x+3y = 1.

2. Déterminer les points de (2) a coordonnées entiéres dont la distance au point O est infé-
rieurea 9.
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Métropole juin 2008

Retour au tableau

Le plan est rapporté a un repeére orthonormal direct (O, u, v )

Soient A et B les points d’affixes respectives zy =1 —ietzg =7+ Ei'

1.

On considere la droite (d) d’équation4x+3y =1.
Démontrer que 'ensemble des points de (d) dont les coordonnées sont entieres est ’ensemble
des points My (3k +1,—4k —1) lorsque k décrit 'ensemble des entiers relatifs.

Déterminer l'angle etle rapport de la similitude directe de centre A qui transforme B en M_;(-2; 3).

Soit s la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe

, 2 1 5,
Z =—iz+-—-i
3 3 3
Déterminer I'image de A par s, puis donner la nature et les éléments caractéristiques de s.
On note B; I'image de B par s et pour tout entier naturel n non nul, B,,,; 'image de B, par s.
1. Déterminer lalongueur AB,,;; en fonction de AB,,.
2. A partir de quel entier n le point B, appartient t-il au disque de centre A et de rayon 10722

3. Déterminer 'ensemble des entiers n pour lesquels A, B; et B, sont alignés.
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114 Amérique du Sud novembre 2003

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal direct (O, T, 7] (unité graphique: 1 cm).

. , T . , T
On note r) la rotation de centre O et d’angle 3 et r, larotation de centre O et d’angle 5
Partie A

1. Résoudre dans Z x Z I'équation (E) : 3y = 5(15 — x).

2. Soit1le point d’affixe 1.
On consideére un point A mobile sur le cercle trigonométrique € de centre O.
Sa position initiale est en L.

On appelle d la distance, exprimée en centimeétres, qu'a parcourue le point A sur le cercle 6 apres

avoir subi p rotations r; et g rotations r,  (p et g étant des entiers naturels).

On convient que lorsque A subit la rotation r; (respectivement r»), il parcourt une distance de

b4 b4
gcrn (respectivement E cm).

Déterminer toutes les valeurs possibles de p et g pour lesquelles le point A a parcouru exactement

deux fois et demie la circonférence du cercle € a partir de L.

Partie B

On note h; 'homothétie de centre O et de rapport 4 et i, ’homothétie de centre O et de rapport —6. On

pose sy =110 hy et s, =rp0hy.
1. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de s) et s.

2. On pose:
S =s10581---05) (composée de m fois 51, m étant un entier naturel non nul),
S, =s205,---05; (composée de n fois s, n étant un entier naturel non nul), et f = S),5108,,.

7
1. Justifier que f est la similitude directe de centre O, de rapport 22" x 3" et d’angle mg +

671
n—.
5
2. f peut-elle étre une homothétie de rapport 144 ?
3. Onappelle M le point d’affixe 6 et M’ son image par f.
Peut-on avoir OM' = 2402
Démontrer qu'il existe un couple d’entiers naturels unique (m, n) tel que OM’ = 576.

Calculer alors la mesure principale de I'angle orienté (;, oM’ )
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113 LaRéunion juin 2004 Retour au tableau 56 Centres étrangers juin 2008

- Retour au tableau
Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (O, u, v ] I'unité graphique est 2 cm.

On rappelle la propriété, connue sous le nom de petit théoréme de Fermat : « soit p un nombre premier s . , .
pp prop P P P On considere les points A, B, C, D et E d’affixes respectives :

et a un entier naturel premier avec p; alors a?~! — 1 est divisible par p ».

1. Soit p un nombre premier impair.

1. Montrer qu'il existe un entier naturel k, non nul, tel que 2k=1 | pl.

2. Soit k un entier naturel non nul tel que 2k=1 [p] et soit n un entier naturel. Montrer que,
si k divise n, alors 2" =1 [p].

3. Soitbtelque2? =1 [p], b étant le plus petit entier non nul vérifiant cette propriété.

Montrer, en utilisant la division euclidienne de n par b, que si2” =1 [p], alors b divise n.

2. Soit g un nombre premier impair et le nombre A =29 —1.
On prend pour p un facteur premier de A.
1. Justifierque:29=1 [pl.
2. Montrer que p est impair.

3. Soithtelque2b=1 | pl, b étant le plus petit entier non nul vérifiant cette propriété.
Montrer, en utilisant 1. que b divise g. En déduire que b = q.

4. Montrer que g divise p— 1, puis montrerque p=1 [24].

3. Soit A; =217—1. Voicilalisle des nombres premiers inférieurs a 400 et qui sont de la forme 34m+1,
avec m entier non nul : 103, 137, 239, 307. En déduire que A; est premier.

5 5
a=2, b=2+3i, c=3i, d:—5+3i et e:—E.

1. Placer ces cing points sur un graphique qui sera complété au fil de I'exercice.

2. On admet que deux rectangles sont semblables si et seulement si le rapport de la longueur sur la
largeur est le méme pour les deux rectangles.
Démontrer que OABC et ABDE sont deux rectangles et qu'ils sont semblables.

3. Etude d’'une similitude directe transformant OABC en ABDE
1. Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe s qui transforme O en A et A en B.
2. Démontrer que la similitude s transforme OABC en ABDE.
3. Quelest'angle de la similitude s?

4. Soit Q le centre de cette similitude. En utilisant la composée so s, démontrer que le point Q
appartient aux droites (OB) et (AD). En déduire la position du point Q.

4. Etude d’une similitude indirecte transformant OABC en BAED

1. Montrer que I'écriture complexe de la similitude indirecte s’ qui transforme O en B et qui
laisse A invariant est :

/!

3._ .
Z =——iz+2+3i
2

ol z désigne le conjugué du nombre complexe z.

2. Montrer que s’ transforme OABC en BAED.

3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’initiative non fructueuse,
sera prise en compte dans l'évaluation.

Démontrer que s’ est la composée de la réflexion d’axe (OA) suivie d’'une similitude directe
dont on précisera les éléments caractéristiques.
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57 Asie juin 2008
Retour au tableau

Soit a et b deux entiers naturels non nuls; on appelle « réseau » associé aux entiers a et b 'ensemble des
points du plan, muni d'un repére orthonormal, dont les coordonnées (x ; y) sont des entiers vérifiant
les conditions: 0 < x < aet 0 < y < b. Onnote R, ce réseau.

Le but de 'exercice est de relier certaines propriétés arithmétiques des entiers x et y a des propriétés
géométriques des points correspondants du réseau.

A - Représentation graphique de quelques ensembles

Dans cette question, les réponses sont attendues sans explication, sous la forme d'un graphique qui sera
dtiment complété sur la feuille annexe n° 1 a rendre avec la copie.
Représenter graphiquement les points M(x ; y) du réseau Rg g vérifiant :

1. x=2 (modulo3) et y=1 (modulo 3), sur le graphique 1 de la feuille annexe
2. x+ y=1 (modulo 3), sur le graphique 2 de la feuille annexe;

3. x= y  (modulo 3), sur le graphique 3 de la feuille annexe.

B - Résolution d’'une équation
On considere I'équation (E) : 7x —4y =1, ou les inconnues x et y sont des entiers relatifs.
1. Déterminer un couple d’entiers relatifs (x0; o) solution de I'équation (E).
2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de I'équation (E).
3. Démontrer que 'équation (E) admet une unique solution (x ; y) pour laquelle le point M(x ; y)
correspondant appartient au réseau Ry 7.

C - Une propriété des points situés sur la diagonale du réseau.
Si a et b sont deux entiers naturels non nuls, on consideére la diagonale [0 A] duréseau R, 5, avec O(0; 0)
et A(a; b).

1. Démontrer que les points du segment [0 A] sont caractérisés par les conditions :

0<x<a;0<y<b; ay=hbx.
2. Démontrer que si a et b sont premiers entre eux, alors les points O et A sont les seuls points du
segment [OA] appartenant au réseau R, p,.

3. Démontrer que si a et b ne sont pas premiers entre eux, alors le segment [OA] contient au moins
un autre point du réseau.
(On pourra considérer le pged d des nombres a et b et poser a=da’ et b=db'.)
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112 Pondichery avril 2004

Lespace (E) est muni d'un repére orthonormal (O, T, 7, F)
On considere les points A(0; 5; 5) et B(0; 0; 10).

Retour au tableau

1. Dans cette question, on se place dans le plan Py d’équation x = 0 rapporté au repére (O, T, T)

On note % le cercle de centre B passant par A.

Démontrer que la droite (OA) est tangente au cercle 6.

2. On nomme . la spheére engendrée par la rotation du cercle € autour de 'axe (Oz) et I' le cone

engendré par la rotation de la droite (OA) autour de I'axe (Oz).

1. Démontrer que le céne I' admet pour équation x% + 3 = z

2. Déterminer 'intersection du cone I et de la sphere .#.
Préciser la nature de cette intersection et ses éléments caractéristiques.

3. Illustrer ces objets par un schéma dans l'espace.

3. On coupe le cone I par le plan P; d’équation x = 1.

2

Dans Pj, I'une des trois figures ci-dessous représente cette intersection.

Identifier cette figure en donnant les justifications nécessaires.

o

montrer que x et y ne peuvent pas étre simultanément impairs.
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Figure 3

Soit M(x, y, z) un point du cone I' dont les coordonnées sont des entiers relatifs non nuls. Dé-



111 Polynésie juin 2004 Retour au tableau 58 Antilles-Guyane juin 2008

Retour au tableau

- - Partie A
Le plan P est rapporté a un repére orthonormal (O, u, v ) On prendra pour unité graphique 3 cm.

On considére les points A, B, C et D d’affixes respectives a, b, c et d telles que On considere I'équation (E) : 11x - 26y =1, ou x et y désignent deux nombres entiers relatifs.

) 1 1. Vérifier que le couple (-7 ; —3) est solution de (E).
a=3 b=1+ gi c=3i et d= —gi- 2. Résoudre alors I'équation (E).

3. Endéduirele couple d’entiers relatifs («; v) solution de (E) tel que 0 < u < 25.

1. Représenter les points A, B, C et D.
2. Déterminer I'angle 0 et le rapport k de la similitude directe s transformant A en B et C en D. Partie B
3. Donner I'écriture complexe de 5. En déduire I'affixe du centre I de s. On assimile chaque lettre de I'alphabet a un nombre entier comme I'indique le tableau ci-dessous :
4, Soit M le point de coordonnées (x ; y) et M'(x; y') son image par s.
, 1 A B C D E F G H I J K L M
¥ o= -3y+l 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
Montrer que : 1 1
y = Zx-- N (0] P Q T u w X Y Z
3 3 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

5. On construit une suite (M) de points du plan en posant
On « code » tout nombre entier x compris entre 0 et 25 de la facon suivante :

Moy = A — oncalcule 11x+8
et, pour tout entier naturel n — on calcule le reste de la division euclidienne de 11x + 8 par 26, que I'on appelle y.
Mu = s(My) x est alors «codé » par y.

Ainsi, par exemple, la lettre L est assimilée au nombre 11; 11 x 11 +8 =129 or 129 = 25(0 modulo 26) ; 25
est le reste de la division euclidienne de 129 par 26. Au nombre 25 correspond la lettre Z.
1. Montrer que (r,,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison. La lettre L est donc codée par la lettre Z.

Pour tout entier naturel, on note z, I'affixe du point M,, et on pose r;, = |z, — 1.

2. Déterminer le plus petit entier naturel k tel que IM; < 1073, 1. Coderlalettrew.
2. Le but de cette question est de déterminer la fonction de décodage.

1. Montrer que pour tous nombres entiers relatifs x et j,ona:
11x=j (modulo 26) équivaut a x = 19 j(modulo 26).

2. En déduire un procédé de décodage.
3. Décoder la lettre W.
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59 Amérique du Nord mai 2008

Lespace est rapporté au repére orthonormal (O, 7, T, k )

Retour au tableau

On nomme (S) la surface d’équation x* + y? — z% = 1.

1. Montrer que la surface (S) est symétrique par rapport au plan (xOy).

2. OnnommeA et B les points de coordonnées respectives (3; 1; —3) et (—1; 1; 1).
1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par les points A et B.
2. Démontrer que la droite (D) est incluse dans la surface (S).

3. Determiner la nature de la section de la surface (S) par un plan paralléle au plan (xO3y).

4, 1. On considére la courbe (C), intersection de la surface (S) et du plan d’équation z = 68. Préci-
ser les éléments caractéristiques de cette courbe.
2. M étant un point de (C), on désigne par a son abscisse et par b son ordonnée.
On se propose de montrer qu'il existe un seul point M de (C) tel que a et b soient de en-
tiers naturels vérifiant a < b et ppcm(a ; b) = 440, c’est-a-dire tel que (a, b) soit solution du
systeme
a<b
(1):{ a®+b*=4625
ppcm(a; b) =440
Montrer que si (a, b) est solution de (1) alors pged(a; b) est égalal ou 5.
Conclure
Dans cette question toute trace de recherche méme incomplete ou d'initiative, méme non fructueuse
sera prise en compte dans 'évaluation.
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110 Liban juin 2004

Retour au tableau

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct (O, ;, 7) On prendra 1 cm pour unité
graphique. On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives

zZa=2+1, zg=1+2i, zc =6+3i, zp=-1+6i.
1. Représenter les points A, B, C et D.

2. Montrer qu'il existe une similitude directe f telle que f(A) =B et f(C) = D.
Montrer que cette similitude est une rotation, et préciser ses éléments caractéristiques.

3. Soit] le point d’affixe 3 + 5i.
7
Montrer que la rotation R de centre J et d’angle -5 transforme Aen D et C en B.
4. On appellelle point d’affixe 1+i, M et N les milieux respectifs de segments [AC] et [BD].
Déterminer, en utilisant les résultats des questions précédentes, la nature du quadrilatere IMJN.

5. On consideére les points P et Q tels que les quadrilatéres IAPB et ICQD sont des carrés directs.
1. Calculer les affixes zp et zg des points P et Q.
o AP 1Q L — (= —
2. Déterminer — et c ainsi qu'une mesure des angles (IA, 1P ) et (IC , IQ )

En déduire les éléments caractéristiques de la similitude directe g telle que g(A) = P et g(C)=
Q.

3. En déduire que J est'image de M par g. Que peut-on en déduire pourJ?
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109 Métropole juin 2004

Retour au tableau

1. Montrer que, pour tout entier naturel non nul k et pour tout entier naturel x :

(x—l)(1+x+x2+...+xk—1):xk_L

Dans toute la suite de I'exercice, on consideére un nombre entier a supérieur ou égal a 2.

2. 1. Soit 72 un entier naturel non nul et d un diviseur positifde n : n=dk.
Montrer que a® — 1 est un diviseur de a” — 1.

2. Déduire de la question précédente que 22°* — 1 est divisible par 7, par 63 puis par 9.
3. Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur pged.
1. On définit m' et n’ par m = dm' et n = dn'. En appliquant le théoréme de Bezout a m' et r/,
montrer qu'il existe des entiers relatifs u et v tels que: mu—nv=d.
2. On suppose u et v strictement positifs.
Montrer que : (@™ —1) - (a"* - 1) a®=a-1.
Montrer ensuite que a — 1 est le pged de a™* — 1 et de a — 1.

3. Calculer, en utilisant le résultat précédent, le pgcd de 262 — 1 et de 260 — 1.
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60 Liban mai 2008
Retour au tableau

Pour chacune des six propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démons-
tration de la réponse choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point.

1. Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormal direct (O, u, v ), on consideére la simi-
litude directe f d’écriture complexe

3
ZHE(I—i)z+4—2i.

2
Proposition 1 : « f = ro h o1 h est 'homothétie de rapport 3% et de centre le point Q d’affixe
b4
—2—2jetou r estlarotation de centre Q et d’angle ke

2. Pour tout entier naturel # non nul :
Proposition 2 : « 5571 4 237+1 egt divisible par 5 ».

56n+1 + 23n+1

Proposition 3 : « est divisible par 7 ».

3. Dansle plan muni d’'un repére, (D) est la droite d’équation 11x -5y = 14.
Proposition 4 : «les points de (D) a coordonnées entieres sont les points de coordonnées
(5k+14;11k+28) ot ke Z».

4. Lespace est rapporté 4 un repére orthonormal (O, 7, 7, F)

La surface X ci-contre a pour équation
z=x*+y%

Proposition 5 : «la section de la surface X et du plan d’équation x = A, ou A est un réel, est une
hyperbole ».

9v2
Proposition 6 : «le plan d’équation z = T\/_ partage le solide délimité par X et le plan d’équation
z=9 en deux solides de méme volume ».

Rappel : Soit V' le volume du solide délimité par X et les plans d’équations z=aetz=b oit0 < a <
b<9.

b
V est donné par la formule V = f S(k) dk ot S(k) est l'aire de la section du solide par le plan

d'équationz=k otk e [a; b].
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61 Pondichéry avril 2008

Partie A

Retour au tableau

On suppose connu le résultat suivant :
Une application f du plan muni d’'un repére orthonormal direct dans lui-méme est une similitude di-
recte si et seulement si f admet une écriture complexe de la forme z' = az+ b, otae C* et be C.

Démonstration de cours : on se place dans le plan complexe. Démontrer que si A, B, A’ et B’ sont quatre
points tels que A est distinct de B et A’ est distinct de B’, alors il existe une unique similitude directe
transformant Aen A’ et Ben B'.

Partie B

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonomal direct (O, u, v ] on considere les points A, B, C, D
d’affixes respectives

za=—-V3—i,z5=1-iV3, zc=V3+ietzp=—1+iV3.

1. 1. Donnerle module et un argument-de chacun des quatre nombres complexes z4, zp, zc et
zp.
2. Construire a la régle et au compas les points A, B, C et D (on prendra pour unité graphique
2 cm).
3. Déterminer le milieu du segment [AC], celui du segment [BD]. Calculer le quotient z—j. En
déduire la nature du quadrilatere ABCD.
2. On considere la similitude directe g dont I'écriture complexe est 2/ = e 3 z+ 2.
1. Déterminer les éléments caractéristiques de g.
2. Construire a larégle et au compas les images respectives E, F et ] par g des points A, C et O.

3. Que constate-t-on concernant ces points E, F et J ? Le démontrer.
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108 Centres étrangers juin 2004

Retour au tableau

On se propose dans cet exercice d’étudier le probleme suivant :

« Les nombres dont Uécriture décimale n'utilise que le seul chiffre 1 peuvent-ils étre premiers? »
Pour tout entier naturel p > 2, on pose Ny, = 1...1 ou 1 apparait p fois.

On rappelle dés lors que N, = 10771 +10P72 + .- + 10°.

1. Les nombres N, =11, N3 =111, Ny = 1111 sont-ils premiers ?

2. Prouver que N, = . Peut-on étre certain que 10” — 1 est divisible par 9?

3. On se propose de démontrer que si p n'est pas premier, alors N, n’est pas premier.
prop q p pasp p pasp
On rappelle que pour tout nombre réel x et tout entier naturel n non nul,

n-2

X =1=@=-D "+ xR+ x+ 1)

1. On suppose que p est pair et on pose p = 2¢, ol1 g est un entier naturel plus grand que 1.
Montrer que N, est divisible par N, = 11.

2. On suppose que p est multiple de 3 et on pose p = 3¢, ol g est un entier naturel plus grand
que 1.
Montrer que N, est divisible par N3 = 111.

3. On suppose p non premier et on pose p = kq ol k et g sont des entiers naturels plus grands
que 1.
En déduire que N, est divisible par Ni.

4. Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier.
Cette condition est-elle suffisante ?
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107 Asie juin 2004

Retour au tableau

On appelle (E) 'ensemble des entiers naturels qui peuvent s'écrire sous la forme 9+ a? ol a est un entier
naturel non nul ; par exemple 10 = 9+12; 13 =9 +22 etc.

On se propose dans cet exercice d’étudier 'existence d’éléments de (E) qui sont des puissances de 2, 3
oub.

1. Etude de I’équation d’'inconnue a : a2 +9=2"0ottaeN,neN, n>4.

1. Montrer que si a existe, a est impair.

2. Enraisonnant modulo 4, montrer que I'’équation proposée n’a pas de solution.
2. Erude de I'équation d'inconnue a : a>+9=3"ottaeN, neN,n>3.

1. Montrer que si n > 3, 3" est congru a 1 ou a 3 modulo 4.

2. Montrer que si a existe, il est pair et en déduire que nécessairement 7 est pair.

3. Onpose n=2p ol p est un entier naturel, p > 2. Déduire d’une factorisation de 3" — a2, que
I'équation proposée n’a pas de solution.

3. Etude de I'équation d'inconnue a : a>+9=5"0ottaeN, neN,n>2.

1. Enraisonnant modulo 3, montrer que ’équation n’a pas de solution si n est impair.

2. On pose n = 2p, en s'inspirant de 2 ¢ démontrer qu'’il existe un unique entier naturel a tel
que a? + 9 soit une puissance entiére de 5.
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62 Nouvelle-Calédonie mars 2008

PARTIE A : Question de cours

Retour au tableau

Quelles sont les propriétés de compatibilité de la relation de congruence avec I’addition, la multiplica-
tion et les puissances ?
Démontrer la propriété de compatibilité avec la multiplication.

PARTIE B

Onnote0, 1, 2,...,9, a, B, les chiffres de I'écriture d'un nombre en base 12. Par exemple :

—12
Ba7 " =Px122+ax12+7=11x12>+10x12+7=1711 en base 10

1. 1. Soit N le nombre s’écrivant en base 12 :
—12
N1 = ﬁla

Déterminer I'écriture de N; en base 10.

2. Soit N, le nombre s’écrivant en base 10 :
Ny=1131=1x10%+1x10%+3x10+1

Déterminer I'écriture de N> en base 12.

Dans toute la suite, un entier naturel N s’écrira de maniere générale en base 12 :

N=—aa"’
2. 1. Démontrer que N=ay (3). En déduire un critere de divisibilité par 3 d’'un nombre écrit en
base 12.

2. Al'aide de son écriture en base 12, déterminer si N; est divisible par 3. Confirmer avec son
écriture en base 10.

3. 1. Démontrer que N=a,+---+ay+ay (11). En déduire un critére de divisibilité par 11 d'un
nombre écrit en base 12.

2. Alaide de son écriture en base 12, déterminer si N; est divisible par 11. Confirmer avec son
écriture en base 10.

4. Unnombre N s'écrit Wylz. Déterminer les valeurs de x et de y pour lesquelles N est divisible par
33.
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63 Nouvelle-Calédonie décembre 2007

Retour au tableau

1. 1. Quelestle reste de la division euclidienne de 6'° par 112 Justifier.
2. Quel est le reste de la division euclidienne de 6* par 5 ? Justifier.
3. En déduire que 6*° = 1[11] et que 6*° =1 [5].
4. Démontrer que 6%° — 1 est divisible par 55.
2. Dans cette question x et y désignent des entiers relatifs.
1. Montrer que 'équation
() 65x—40y=1
n’a pas de solution.
2. Montrer que I'équation
(E) 17x-40y=1
admet au moins une solution.
3. Déterminer a I'aide de 'algorithme d’Euclide un couple d’entiers relatifs solution de I'équa-
tion (E').
4. Résoudre I'équation (E').
En déduire qu'’il existe un unique naturel x, inférieur a 40 tel que

17x0=1 [40].
3. Pour tout entier naturel a, démontrer que si al”=b [55]etsia*®=1 [55], alors
b3=a [55].
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106 Antilles-Guyane juin 2004 Retour au tableau

Dans le plan orienté, on considére un carré direct ABCD de centre O. Soit P un point du segment [BC]
distinct de B. On note Q l'intersection de (AP) avec (CD). La perpendiculaire § a (AP) passant par A
coupe (BC) en Ret (CD) en S.

1. Faire une figure.

7
2. Soit r la rotation de centre A et d’angle 2

1. Précisez, en justifiant votre réponse, I'image de la droite (BC) par la rotation r.
2. Déterminezles images de R et de P par r.
3. Quelle est la nature de chacun des triangles ARQ et APS.

3. Onnote N le milieu du segment [PS] et M celui du segment [QR]. Soit s la similitude de centre A,

1
d’angle % et de rapport —.

V2
1. Déterminez les images respectives de R et de P par s.
2. Quel estle lieu géométrique du point N quand P décrit le segment [BC] privé de B2

3. Démontrez que les points M, B, N et D sont alignés.
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105 Amérique du Nord mai 2004

Retour au tableau

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (O, u, v ]
Soient les points A, A’, B et B’ d’affixes respectives :

za=1-2i, zyy=-2+4i, z =3 —1i, zg =51.
1. 1. Placerles points A, A, B et B dans le plan complexe. Monter que ABB’A’ est un rectangle.
2. Soit s la réflexion telle que s(A)=A’ et s(B)=B’. On note (A) son axe.
Donner une équation de la droite (A) et la tracer dans le plan complexe.

3. Onnote z' I'affixe du point M’ image par s du point M d’affixe z.
Montrer que

, (3 4N\ ..
zZ=|=-+-i|lz+2i-1.
5 5

2. Soit g 'application du plan dans lui méme qui 2 tout point M d’affixe z associe le point P d’affixe
Z' définie par :

=[5
z =[-=—-<=i]z+5-1.
5 5
1. On note C et D les images respectives de A et B par g; déterminer les affixes de C et D et

placer ces points dans le plan complexe.

2. Soit Q le point d’affixe 1 +1 et soit h 'homothétie de centre Q et de rapport —2.
Montrer que C et D sont les images respectives de A’ et B par h.

3. Soit M; d’affixe z; 'image par h de M, d’affixe z. Donner les éléments caractéristiques de ™!
et exprimer z en fonction de z;.

3. Onpose f=h"log.
1. Déterminer I'expression complexe de f.

2. Reconnaitre f. En déduire une construction du point P, image par g d’'un point M quel-
conque donné du plan.
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64 Amérique du Sud novembre 2007

Le plan £ est rapporté a un repére orthonormal direct (O, u, v )
On fera une figure que I'on complétera avec les différents éléments intervenant dans I'exercice.

Retour au tableau

1. On considere les points A d’affixe 1 et B d’affixe i. On appelle S la réflexion (symétrie axiale) d’axe
(AB).
Montrer que I'image M’ par S d’un point M d’affixe z a pour affixe
Z =—iz+1+1
2. Onnote H'homothétie de centre A et de rapport —2. Donner |'écriture complexe de H.
3. Onnote flacomposée HoS.
1. Montrer que f est une similitude.
2. Déterminer |'écriture complexe de f.
4. On appelle M" 'image d’un point M par f.
1. Démontrer que 'ensemble des points M du plan tels que AM" = —2AM estla droite (AB).

2. Démontrer que I'ensemble des points M du plan tels que AM” = 2AM estla perpendiculaire
en A a la droite (AB).
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65 Métropole - Réunion septembre 2007

Retour au tableau
1. Onconsidére'ensemble A; ={1;2;3;4;5; 6}

1. Pour tout élément a de A7 écrire dans le tableau figurant en annexe 2 'unique élément y de
As;telqueay=1 (modulo7).

2. Pour x entier relatif, démontrer que'équation3x=5 (modulo7)équivautax=4 (modulo?).

3. Si a est un élément de A7, montrer que les seuls entiers relatifs x solutions de 1'équation
ax=0 (modulo 7) sontles multiples de 7.

2. Dans toute cette question, p est un nombre premier supérieur ou égal a 3. On consideére l'en-
semble A, ={1; 2; ... ; p—1} des entiers naturels non nuls et strictement inférieurs a p. Soit a un
élément de Ap.

1. Vérifier que a”~2 est une solution de I'équation ax=1 (modulo p).

2. On note r le reste dans la division euclidienne de a”~2 par p. Démontrer que r est 'unique
solution x dans A, de I'équation ax=1 (modulo p).

3. Soient x et y deux entiers relatifs. Démontrer que xy =0 (modulo p) si et seulement si x est
un multiple de p ol y est un multiple de p.

4. Application: p = 31. Résoudre dans Az les équations: 2x = 1(modulo31) et3x=1 (modulo31).

ATaide des résultats précédents, résoudre dans Z I'équation 6x> —5x+1=0 (modulo 31).
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Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O, ;, 7) On prendra, sur la figure 1 cm pour unité
graphique.
On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives —1 +1, 3 +2i et iv/2.

1. On considere la transformation f du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le
point M’ = f(M) d’affixe z’ définie par :

7= \/EZ 1+1(1+\/§).
. Calculer les affixes des points A’ = f(A) et C' = f(C).

. En déduire la nature de f et caractériser cette transformation.

W N -

. Placer les points A, B et C puis construire le point B = f(B).

2. 1. Donnerl'écriture complexe de ’homothétie /2 de centre A et de rapport v/2.
2. Montrer que la composée g = f o h a pour écriture complexe
Z'=Q1+D)z-1+3i
3. 1. SoitMyle point d’affixe 2 - 4 i.

Determiner 'affixe du point M = g (M) puis vérifier que les vecteurs AB et AMy sont or-
thogonaux.

2. On considéere un point M d’affixe z. On suppose que la partie réelle x et la partie imaginaire
y de z sont des entiers.

Démontrer que les vecteurs AB et AM” sont orthogonaux si, et seulement si5x+3y = —2.
3. Résoudre dans Z? I'équation 5x +3y = —2.

4. En déduire les points M dont les coordonnées sont des entiers appartenant a l'intervalle
[-6; 6] tels que AB et AM” sont orthogonaux. Placer les points obtenus sur la figure.
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Lexercice comporte une annexe, a rendre avec la copie.
A et C sont deux points distincts du plan; on note I' le cercle de diametre [AC] et O le centre de I'; B est
un point du cercle I' distinct des points A et C.

Le point D est construit tel que le triangle BCD soit équilatéral direct; on a donc [ﬁ R ﬁ ) = +% [27].

Le point G est le centre de gravité du triangle BCD.
Les droites (AB) et (CG) se coupent en un point M.

Partie A

1. Placerles points D, G et M sur la figure de la feuille annexe.

2. Montrer que les points O, D et G appartiennent a la médiatrice du segment [BC] et que le point G
est le milieu du segment [CM].

3. Déterminer I'angle et le rapport de la similitude directe s de centre C transformant B en M.

Partie B
Dans cette question, le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, ;, 7) choisi de telle sorte que
les points A et C aient pour affixes respectives —1 et 1.
—_— — T
Soit E le point construit pour que le triangle ACE soit équilatéral direct ; on adonc (AC , AE ] =+ 3 [27].

1

Calculer I'affixe du point E et construire le point E sur la feuille annexe.

3+iv3  1-iV3
4

zZ+ .
4

Déterminer les éléments caractéristiques de o et en déduire que o est la similitude réciproque de
s.

2. Soit o la similitude directe d’expression complexe z’ =

3. Montrer que I'image E’ du point E par o a pour affixe —% + i? et montrer que le point E’ appar-
tient au cercle I'.

4. Onnote € le lieu des points M lorsque le point B décrit le cercle T privé des points A et C.
Montrer que le point E appartienta 6.
Soit O’ I'image du point O par la similitude s. Démontrer que le point O’ est le centre de gravité du
triangle ACE.
En déduire une construction de 6.
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ABC est un triangle équilatéral tel que (AB , AC ] =—+2km, keZ.
Soit t un nombre réel fixe et soient les points M, N et P, deux a deux distincts, définis par

Retour au tableau

AM =tAB, BN =(BC etCP = tCA.

Le but de 'exercice est de démontrer I'existence d’'une unique similitude directe o qui transforme les
points A, B et C en respectivement M, N et P, et d’en préciser les éléments caractéristiques.

On munit le plan dun repére orthonorinal (O, lT, 7) direct.
Onnote a, b, ¢, m, net p, les affixes respectives des points A, B, C, M, N et P.

1. Onrappelle que toute similitude conserve le barycentre.
1. Exprimer m, n et p enfonctionde a, b, cet t.

2. En deduire que les deux triangles ABC et M NP ont méme centre de gravité. Ou notera G ce
centre de gravité.

3. Onsuppose que o existe. Déterminer I'image de G par 0.
2m
2. On considére la rotation r dc centre G et d’angle 3

1. Vérifier que M est le barycentre du systeme de points {A(1 — £) ; B(#)}, et en déduire que
r(M) = N. On admet de méme que r(N) = Pet r(P) = M.

GM —_
2. Soit 0y, la similitude directe de centre G de rapport GA etd’angle (GA , GM ) Montrer qu’elle
transforme les points A, B et C en respectivement M, N et P.

3. Conclure surl’ existence et I'unicité de o.

Exercices de spécialité 73



67 Polynésie juin 2007 Retour au tableau

Dans I'espace muni d'un repére orthonormal (O, 7, 7, F), on considere les points A (1 ; 3 ; 2),
B(4; 6; —4) etle cone (I') d’axe (O, E), de sommet O et contenant le point A.

Partie A

5
1. Montrer qu'une équation de (I') est x> + y? = zzz.

2. Soit (P) le plan paralléle au plan (xOy) et contenant le point B.
1. Déterminer une équation de (P).
2. Préciser la nature de I'intersection (C;) de (P) et de (I').

3. soit (Q) le plan d’équation y =3. On note (Cy) l'intersection de (I') et de (Q). Sans justification,
reconnaitre la nature de (C,) parmi les propositions suivantes :
¢ deuxdroites paralléles;
e deuxdroites sécantes;
* une parabole;
« une hyperbole;
e un cercle.

Partie B
Soient x, y et z trois entiers relatifs et M le point de coordonnées (x, y, z). Les ensembles (C;) et (Cy)
sont les sections définies dans la partie A.

1. On considere I'équation (E) : x2+ y2 =40 ol x et y sont des entiers relatifs.
1. Résoudre I'équation (E).
2. En déduire I'ensemble des points de (C;) dont les coordonnées sont des entiers relatifs.

2. 1. Démontrer que si le point M de coordonnées (x; y; z) ou x, y et z désignent des entiers
relatifs est un point de (I') alors z est divisible par 2 et x> + y? est divisible par 10.

2. Montrer que si M est un point de (Cy), intersection de (I') et de (Q), alors x% =1 modulo 10.
3. Résoudre, dans I'ensemble des entiers relatifs, 'équation x?> = 1 modulo 10.

4. Déterminer un point de (C,), distinct de A, dont les coordonnées sont des entiers relatifs.
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Pour chacune des six affirmations, dire si elle est vraie ou si elle est fausse, en justifiant le choix effectué.
1. Le PGCD de 2004 et 4 002 est 6.
. Si p et g sont deux entiers naturels non nuls, 2”7 — 1 est divisible par 2P — 1 et par 259 — 1.

Pour tout n de N*, 2" — 1 n’est jamais divisible par 9.

- w N

Lensemble des couples d’entiers solutions de ’équation :

24x+35y=9

est 'ensemble des couples :

(—144+70k; 99 -24k) ou ke Z.

5. Soient A et B deux points distincts du plan; si on note f 'homothétie de centre A et de rapport 3

et g 'homothétie de centre B et de rapport 3 alors go f estla translation de vecteur A.

6. Soit s la similitude d’écriture complexe z’' =iz + (1 —i), 'ensemble des points invariants de s est
une droite.
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Soit Ay et By deux points du plan orienté tels que AgBj = 8. On prendra le centimetre pour unité.
1 3n

Soit S la similitude de centre A, de rapport 3 et d’angle T

On définit une suite de points (B;,) de la faceon suivante :

pour tout entier naturel n, By+1 = S(Bp).

1. Construire By, By, B3 et By.
2. Montrer que, pour tout entier naturel 7, les triangles Ao B, B;,+1 et AgBj,+1 By+2 sont semblables.
3. On définit la suite (¢,,) par : pour tout entier naturel n, ¢, = B,Bp+1-

1. Montrer que la suite (¢,) est une suite géométrique et préciser sa raison.

2. Exprimer ¢, en fonction de n et de ¢.

3. OnposeX, =lg+¥l1+--+ 0.

Déterminer la limite de X, lorsque 7 tend vers +oo.

4. 1. Résoudrel'équation 3x—4y =2 ol1 x et y sont deux entiers relatifs.

2. Soit A la droite perpendiculaire en Ay a la droite (AgBy).
Pour quelles valeurs de 'entier naturel n, B,, appartient-ila A?
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Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O, u, v ]

A, B, C, désignent les points d’affixes respectives a = —2v/3, b= v/3-3iet ¢ = 2i.

Retour au tableau

1. 1. Ecrire b sous forme exponentielle.
2. Les points A et C sont représentés sur la figure jointe en annexe 2.
Construire a la régle et au compas le point B sur ce dessin (laisser les traces de construction
apparentes).

3. Déterminer une mesure en radians de 'angle (; ; E] et del'angle (; ; ﬁ]

3 3
2. Les points E et F ont pour affixes respectives e = —% + Ei et f=—v3-i.

1. Démontrer que les points A, E et C, d'une part, etles points A, F et B, d’autre part, sont alignés,

z . e - C 2z . . ~ 7 BN 2 .

2. Démontrer que le quotient —— peut s’écrire ki ol k est un nombre réel a déterminer. In-
e—

—C » 2 .

5 peut s’écrire

terpréter géométriquement ce résultat. On admet que, de facon analogue,
ki ol k' est un nombre réel non nul que 'on ne demande pas de déterminer.
3. Placer les points E et F sur la figure.

3. On désigne par S la similitude indirecte dont I'écriture complexe est
z— ~Z— V3.

Déterminer les images par S des trois points A, B et C.
4. Soit H le point d’intersection des droites (BE) et (CF). Placer le point S(H) sur la figure.
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La figure est proposée en annexe 1. Elle sera complétée tout au long de U'exercice.

< N . - — s . Dans cet exercice, a et b désignent des entiers strictement positifs.
Dans le plan complexe, rapporté au repere orthonormal direct (O, u, v ) on considere les points A, B

et C, d’affixes respectives —5 + 6i, —7 —2i et 3 —2i. On admet que le point E d’affixe —2 +1 est le centre du 1. 1. Démontrer que s'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv =1 alors les nombres a
cercle I circonscrit au triangle ABC. et b sont premiers entre eux.
. . . 2 32 2 _ .
1. Soit H le point d’affixe —5. Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe de 2. Endéduire quesi (a” +ab~b*)" =1, alors a et b sont premiers entre eux.
centre A qui transforme le point C en le point H. 2. Onse propose de déterminer les couples d’entiers strictement positifs (a; b) tels que (az +ab—- b2)2 =
2. 1. Ftant donné des nombres complexes z et z', on note M le point d’affixe z et M’ le point 1. Un tel couple sera appelé solution.

d’affixe z'. Soient a et b des nombres complexes.

1. Déterminer a lorsque a = b.
. . o o= . . . . ,
Soit s la.transformatlon d ecrlturelcomplexe z = a% +b qul, au point M, associe le point M'. 2. Vérifier que (1; 1), (2; 3) et (5; 8) sont trois solutions particuliéres.
Déterminer a et b pour que les points A et C soient invariants par s. Quelle est alors la nature . P
3. Montrer que i (a; b) est solutionetsi a < b, alors a” — b~ <0.
de s? ’ ’
2. En déduire I'affixe du point E, symétrique du point H par rapport a la droite (AC). 3. 1. Montrer quessi (x; y) est une solution différente de (1; 1) alors (y—x ; x) et (y; y+x) sont

3. Vérifier que le point E est in point du cercle I'. aussi des solutions.

3. SoitIle milieudu segment [AC]. Déterminer I'affixe du point G, image du point I par 'homothétie 2. Déduire de 2. b. trois nouvelles solutions.

4. On consideére la suite de nombres entiers strictement positifs (a,),, définie par ay = a; = 1 et pour

de centre B et de rapport —. .
3 tout entier n, n >0, ay2 = Ay + ay, .

Démontrer que les points H, G et F sont alignés. Démontrer que pour tout entier n >0, (a, ; an+1) est solution.

En déduire que les nombres a,, et a,. sont premiers entre eux.
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Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O, ;, 7) On considere 'application f

qui au point M d’affixe z fait correspondre le point M’ d’affixe z’ tel que :

, 3+4i_ 1-2i
Z=—2z+——.
5 5
Onnote x et x/, y et )’ les parties réelles et les parties imaginaires de z et z'.
, 3x+4y+1
X = ===
Dé :
émontrer que . 4x—§y—2
yo= /5
1. Déterminer I'ensemble des points invariants par f.
2. Quelle est la nature de I'application f?
Déterminer 'ensemble D des points M d’affixe z tels que z’ soit réel.

On cherche a déterminer les points de D dont les coordonnées sont entiéres.
1. Donner une solution particuliére (xo, yo) appartenant a Z? de I'équation 4x—3y = 2.
2. Determiner I'ensemble des solutions appartenant 4 Z2 de I'équation 4x —3y = 2.

On considere les points M d’affixe z = x + iy tels que x = 1 et y € Z. Le point M’ = f(M) a pour
affixe z'.

Déterminer les entiers y tels que Re(z') et Im(z') soient entiers (on pourra utiliser les congruences
modulo 5).
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ANNEXE 1
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

A compléter et d rendre avec la copie

Exercice 3
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Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormal direct (O, ;, 7) Lunité graphique est 2 cm. Le

but de cet exercice est d’étudier la similitude plane indirecte f d’écriture complexe : On considere la suite (u,,) d’entiers naturels définie par
7 =iv2z+2iv2 -2, u = 14
Upy1 = bup—6 pour toutentier naturel n

et d’en donner deux décompositions.

1. calculer Uy, Uz, us et uy.
L Restitution organls.ée de connaissances o ) ) Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers chiffres de u,, ?
On rappelle que I'écriture complexe d’une similitude plane directe autre qu'une translation est de la .

. Montrer que, pour tout entier naturel 7, tn42 = 1, (modulo 4).
2. Montrer que, pour tout ent turel (modulo 4)

forme z' = az + b, ol a et b sont des nombres complexes avec a # 1. Déterminer en fonction de a et de

b laffixe du centre d’une telle similitude plane directe. En déduire que pour tout entier naturel k, usx =2 (modulo4) ety =0 (modulo 4).

IL. Premiére décomposition de f 1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,2u, = 5742 43,
Soit g la similitude plane directe d’écriture complexe:: 2. En déduire que, pour tout entier naturel n, 2u, =28 (modulo 100).
2 =iv2z+2iV2-2. 3. Déterminer les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u,, suivant les valeurs de .

1. Préciser les éléments caractéris tiques de g (centre, rapport, angle). 4, Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (u,,) est constant. Préciser sa valeur.

2. Déterminer une réflexion s telle que f = gos.

I1l. Deuxiéme décomposition de f
1. Montrer que f admet un unique point invariant noté Q. Déterminer 'affixe w de Q.

2. Soit 2 la droite d’équation : y = x + 2. Montrer que pour tout point N appartenant a &, le point
f(N) appartient aussi a 2.

3. Soit o laréflexion d’axe @ et k la transformation définie par: k = foo.

1. Donner I'écriture complexe de o. (Indication : on pourra poser z' = ai+ b et utiliser deux
points invariants par o pour déterminer les nombres complexes a et b.)

2. En déduire que I'écriture complexe de k est: 2’ = v2z+2v2 - 2.
3. Donner la nature de la transformation k et préciser ses éléments caractéristiques.

4. Déduire de ce qui précéde une écriture de la similitude indirecte f comme composée d’une ré-
flexion et d’'une homothétie.
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1. On considere I'équation (E) :

109x—226y =1
ol x et y sont des entiers relatifs.

1. Déterminer le pgcd de 109 et 226. Que peut-on en conclure pour I'équation (E) ?

2. Montrer que I'’ensemble de solutions de (E) est I'ensemble des couples de la forme (141 +
226k, 68+109k), ot k appartienta Z.

En déduire qu'il existe un unique entier naturel non nul d inférieur ou égal a 226 et un unique
entier naturel non nul e tels que 109d = 1 +226e. (On précisera les valeurs des entiers d et e.)
2. Démontrer que 227 est un nombre premier.
3. Onnote Al'ensemble des 227 entiers naturels a tels que a < 226.
On considere les deux fonctions f et g de A dans A définies de la maniére suivante :
atout entier de A, f associe le reste de la division euclidienne de a'*® par 227.
atout entier de A, g associe le reste de la division euclidienne de at! par 227.

1. Vérifier que g[f(0)] =0.

On rappelle le résultat suivant appelé petit théoreme de Fermat :

Si p est un nombre premier et ¢ un entier non divisible par p alors 2’ =1 modulo p.
2. Montrer que, quel que soit I'entier nonnul ade A, @®* =1  [modulo 227].

3. Enutilisant 1 b, en déduire que, quel que soit I'entier non nul a de A. g[f(a)] = a.
Que peut-on dire de f[(g(a)] = a?
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Le but de cet exercice est d’étudier une méme configuration géométrique a I'aide de deux méthodes
différentes.
1A Yaide des nombres complexes, sur un cas particulier

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (O, u, 7] Lunité graphique est 1 cm.

1. On considereles points A et B d’affixes respectives 10 et 5i.
1. Déterminer |'écriture complexe de la similitude directe s qui transforme O en A et B en O.
2. Déterminer les éléments caractéristiques de s. On note Q2 son centre.

3. Déterminer le point so s(B) ; en déduire la position du point Q par rapport aux sommets du
triangle ABO.

2. On note 2 la droite d’équation x —2y = 0, puis A’ et B' les points d’affixes respectives 8+4i et 2+i.

1. Démontrer que les points A’ et B’ sont les projetés orthogonaux respectifs des points A et de
B sur la droite 2.

2. Vérifier que s(B") =A'.

3. En déduire que le point Q appartient au cercle de diametre [A'B'].

11 A aide des propriétés géométriques des similitudes
OAB est un triangle rectangle en O tel que [(TA> , OB ) = g

1. On note encore s est la similitude direct? telle que s(0) = A et s(B) = O. Soit Q son centre.
1. Justifier le fait que I'angle de s est égal a g

2. Démontrer que Q) appartient au cercle de diametre [OA]. (On admet de méme que Q appar-
tient aussi au cercle de diametre [OB].)

En déduire que Q est le pied de la hauteur issue de O dans le triangle OAB.

2. On désigne par @ une droite passant par O, distincte des droites (OA) et (OB). On note A’ et B' les
projetés othogonaux respectifs des points A et B sur la droite 2.

1. Déterminer les images des droites (BB') et 2 par la similitude s.
2. Déterminer le point s(B’).

3. En déduire que le point Q appartient au cercle de diameétre [A'B']
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(O, ;, 7) est un repere orthonormal direct du plan complexe (unité graphique 1 cm).
On consideére le point A d’affixe z4 = 1+i. On note S; la symétrie orthogonale par rapport a 'axe (O ; ;)
et h 'homothétie de centre O et de rapport 3. On pose s = ho S;.
Partie A

1. Placerle point A et compléter la figure au fur et a mesure.

2. Quelle est la nature de la transformation s ? Justifier.

3. Déterminer I'écriture complexe de la transformation s.

4. 1. Déterminer l'affixe zg du point B image de A par s.

2. Montrer que zp = —3iz4. Déterminer une mesure de I'angle ((ﬂ) s OB )

5. Soient M le milieu de [AB] et P 'image de M par s. Montrer que la droite (OP) est perpendiculaire
ala droite (AB).

Partie B
1. Onpose C = s(B). Montrer que P est le milieu de [BC].
2. 1. Déterminer I'écriture complexe de so s et en déduire sa nature.

2. Montrer que I'image de la droite (OP) par s est la droite (OM).
3. Que représente le point M pour le triangle OBP ? Justifier.
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Dans cet exercice, on pourra utiliser le résultat suivant :
«Etant donnés deux entiers naturels a et b non nuls, si PGCD(a ; b) = 1 alors PGCD(a? ; b?) = 1».
n

Une suite (S,) est définie pour n >0 par S, = Z p>. On se propose de calculer, pour tout entier naturel

p=1
non nul 7, le plus grand commun diviseur de S, et S;41.
i nn+1))\?
1. Démontrer que, pour tout n>0,0na:S, = — -

2. Ftude du cas ot n est pair. Soit k I'entier naturel non nul tel que n =2k.

1. Démontrer que PGCD(Sy ; Spx+1) = 2k + 1)?PGCD (k% ; (k+1)?).
2. Calculer PGCD (k; k+1).
3. Calculer PGCD(Syx ; Soks1)-

3. FEtude du cas o1 7 est impair. Soit k 'entier naturel non nul tel que n = 2k + 1.

1. Démontrer que les entiers 2k + 1 et 2k + 3 sont premiers entre eux.

2. Calculer PGCD(Sak+1 ; Sok+2)-

4. Déduire des questions précédentes qu'il existe une unique valeur de 7, que 'on déterminera, pour
laquelle S, et S,,+1 sont premiers entre eux.
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Le but de I'exercice est d’étudier quelques propriétés de la figure donnée en annexe. Cette annexe sera
a rendre avec la copie.
On munit le plan d'un repére orthonormal direct (O, ;, ;] Le quadrilatere MNPQ est un quadrilatere
non croisé et de sens direct. Les triangles MRN, NSB, PTQ et QUM sont des triangles rectangles isoceles,
extérieurs au quadrilatere MNPQ et de sens direct (les sommets des angles droits étant respectivement
les points R, S, T et U).

Partie A
On désigne par m, n, p et q, les affixes respectives des points M, N, P et Q.

1. Soit f la similitude directe de centre M qui transforme N en R.

1. Déterminer le rapport et 'angle de la similitude f.
1+i 1-i
2. On désigne par r l'affixe du point R. Démontrer que r = —m + - m ol i désigne le

» T[ < o1 Yo s
nombre complexe de module 1 et d’argument 5 (on pourra éventuellement utiliser |’écriture

complexe de la similitude f).

R ) . 1+i 1-i 1+i 1-i
On admettra que I'on a également les résultats s = — " + - P t= -7 + Tq etu=
1+i 1-i
Tq + - m ou s, t et u désignent les affixes respectives des points S, T et U.

2. Démontrer que les quadruplets (M, N, B Q) et (R, S, T, U) ont le méme isobarycentre.
3. 1. Démontrer légalité u—s=i(t—r).

2. Que peut-on en déduire pour les longueurs des segments [RT] et [SU], d'une part, et pour les
droites (RT) et (SU), d’autre part?

Partie B
Cette partie sera traitée sans utilisation des nombres complexes.

1. Démontrer, en utilisant les résultats établis dans la partie A, qu'il existe une unique rotation g qui
transforme Ren Set T en U.

2. Décrire comment construire géométriquement le point Q, centre de la rotation g. Réaliser cette
construction sur la figure de 'annexe.
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Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal (O, ;, 7) (unité graphique: 1 cm).
On fera une figure que I'on complétera tout au long de cet exercice.
Soient A, B et C les points d’affixes respectives a =3 +5i, b=—-4+2ietc=1+4i.
Soit f la transformation du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe
Z' définie par 2’ = (2-2i)z + 1.
1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
2. 1. Déterminer l'affixe du point B’ image du point B par f.
2. Montrer que les droites (CB') et (CA) sont orthogonales.
3. Soit Mle point d’affixe z = x+iy, ol1 on suppose que x et y sont des entiers relatifs. Soit M’ I’ image
de M par f. Montrer que les vecteurs CM’ et CA sont orthogonaux si et seulement si x+3y = 2.
4. On considere I'équation (E) : x+3y = 2, oi1 x et y sont des entiers relatifs.
1. Vérifier que le couple (—4 ; 2) est une solution de (E).
2. Résoudre 'équation (E).
3. En déduire 'ensemble des points M dont les coordonnées sont des entiers appartenant a
I'intervalle [-5; 5] et tels que les vecteurs C_M’> et CA soient orthogonaux.
Placer ces points sur la figure.
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Pour chacune des 5 propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démonstration
de la réponse choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point.

1. Le plan complexe est rapporté 4 un repére orthonormal direct (O, u, 7)
On considere la transformation du plan qui a tout point d’affixe zassocie le point d’affixe z’ définie
par:z' =2iz+1.
1 2
Proposition 1 : « Cette transformation est la similitude directe de centre A d’affixe 3 + Ei' d’angle

7
5 et de rapport 2 ».

2. Dans I'espace muni du repére orthonormal (O, T, T, F), on note S la surface d’équation z =
x2+2x+y2+1.
Proposition 2 : « La section de S avec le plan d’équation z = 5 est un cercle de centre A de coor-
données (—1; 0; 5) et de rayon 5 ».

5750 _

3. Proposition 3: « 1 est un multiple de 7 ».

4. Proposition 4 : «Si un entier naturel 7 est congru a 1 modulo 7 alors le PGCD de 3n+4 et de 4n+3
estégala7».

5. Soient a et b deux entiers naturels.
Proposition 5 : « S'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 2 alorsle PGCD de a et b
estégala2».
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Partie A

Soit N un entier naturel, impair non premier.
On suppose que N = a® — b? o1 a et b sont deux entiers naturels.

1. Montrer que a et b 'ont pas la méme parité.
2. Montrer que N peut s’écrire comme produit de deux entiers naturels p et g.

3. Quelle est la parité de p et de g2

Partie B

On admet que 250 507 n’est pas premier.
On se propose de chercher des couples d’entiers naturels (a ; b) vérifiant la relation

(E) : a*-250507 = b°.
1. Soit X un entier naturel.

1. Donner dans un tableau, les restes possibles de X modulo 9; puis ceux de X2 modulo 9.

2. Sachant que a® — 250507 = b?, déterminer les restes possibles modulo 9 de a? — 250507 ; en
déduire les restes possibles module 9 de a?.

3. Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8.
2. Justifier que si le couple (a ; b) vérifie la relation (E), alors a > 501. Montrer qu'’il n’existe pas de
solution du type (501 ; b).
3. on suppose que le couple (a; b) vérifie la relation (E).
1. Démontrer que a est congru a 503 ou a 505 modulo 9.

2. Déterminer le plus petit entier naturel k tel que le couple (505 + 9k ; b) soit solution de (E),
puis donner le couple solution correspondant.

Partie C
1. Déduire des parties précédentes une écriture de 250 507 en un produit deux facteurs.
2. Les deux facteurs sont-ils premiers entre eux ?

3. Cette écriture est-elle unique?
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Le but de cet exercice est d’étudier les similitudes directes qui transforment I'ensemble S; des sommets
d’un carré ¥; donné en I’ensemble S, des sommets d'un carré 6> donné.

Le plan complexe est rapporte a un repere orthonormal direct Z = (O, ;, 7), unité graphique 2 cm.
On considere les points A, B, C, D, E, E G, H d’affixes respectives

i i
- 1-5,1

+—, =, 1-1,3-1,3+i, 1+i.
2 2 2 2

%, est le carré de sommets A, B, C, D et de centre O, 6> est le carré de sommet E, F G, H de centre O,.
S; est donc’ensemble {A, B, C, D} et S, 'ensemble {E, E G, H}.
1. Placer tousles points dans le repere &, construire les carrés 6 et 6».

2. Soit h I'nomothétie de centre Q d’affixe —1 et de rapport 2. Donner I'écriture complexe de h et
prouver que & transforme S; en Sy.

3. Soit s une similitude directe qui transforme S; en S, et soit g la transformation g =h1os.

1. Quel estle rapport de la similitude s?

2. Prouver que g est une isométrie qui laisse S; globalement invariant.

3. Démontrer que g(0,) = 0;.

4. En déduire que g est I'une des transformations suivantes : I'identité, la rotation r; de centre

b3
O, etd’angle > larotation r, de centre O; et d’angle 7, la rotation r3 de centre O; et d’angle
b4

-5
5. En déduire les quatre similitudes directes qui transforment S; en S,.
4. Ftude des centres de ces similitudes.

1. Déterminer les écritures complexes de hory, hory, hors.

2. En déduire les centres Q;, Qp, Q3 de ces similitudes et les placer sur le dessin.
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1. Dans certe question, il est demandé au candidat d’exposer des connaissances
On suppose connus les résultats suivants :
— La composée de deux similitudes planes est une similitude plane;
— la transformation réciproque d’'une similitude plane est une similitude plane;
— une similitude plane qui laisse invariants trois points non alignés du plan est I'identité du plan.
Soient A, B et C trois points non alignés du plan et s et s’ deux similitudes du plan telles que
s(A) = s'(A), s(B) = s'(B) et s(C) = §'(C).
Montrer que s = s'.

2. Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (O, ;, 7) La figure sera complétée au fur
et a mesure. On donne les points A d’affixe 2, E d’affixe 1 +1, F d’affixe 2 +i et G d’affixe 3 +1i.

1. Calculer les longueurs des cotés des triangles OAG et OEE En déduire que ces triangles sont
semblables.

2. Montrer que OEF estl'image de OAG par une similitude indirecte S, en déterminant!’écriture
complexe de S.

1
3. Soit hI’homothétie de centre O et de rapport ﬁ OnposeA’ = h(A) et G’ = h(G), et on appelle

Ile milieu de [EA’]. On note o la symétrie orthogonale d’axe (OI). Montrer que S=g o h.
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Pour coder un message, on procede de la maniere suivante : a chacune des 26 lettres de 'alphabet, on

commence par associer un entier n del’ensemble Q ={0; 1; 2; ... ; 24; 25} selon le tableau ci-dessous:
A B C D E F G H I ] K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
N (0] P Q R S T U \Y w X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

a et b étant deux entiers naturels donnés, on associe a tout entier n de Q le reste de la division eucli-
dienne de (an + b) par 26; ce reste est alors associé a la lettre correspondante.

Exemple : pour coder la lettre P avec a = 2 et b = 3, on procéde de la maniére suivante : étape 1 : on lui
associe 'entier n = 15. étape 2 : le reste de la division de 2 x 15+ 3 = 33 par 26 est 7. étape 3 : on associe 7
a H. Donc P est codé par la lettre H.

1. Que dire alors du codage obtenu lorsque 'on prend a =02
2. Montrer que les lettres A et C sont codées par la méme lettre lorsque 'on choisit a = 13.
3. Dans route la suite de l’exercice,on prend a=5et b =2.

1. On considere deux lettres de I'alphabet associées respectivement aux entiers n et p. Montrer,
quesib5n+2et5p+2 ontle méme reste dans la division par 26 alors n — p est un multiple de
26. En déduire que n = p.

2. Coder le mot AMI.
4, On se propose de décoder la lettre E.

1. Montrer que décoder la lettre E revient a déterminer 1'élément n de Q tel que 51 —26y =2,
ol y est un entier.

2. On consideére I'équation 5x — 26y = 2, avec x et y entiers relatifs.
a. Donner une solution particuliére de 'équation 5x — 26y = 2.
b. Résoudre alors I'équation 5x —26y = 2.

c. En déduire qu'il existe un unique couple (x ; y) solution de I'équation précédente, avec
0<x<25.

3. Décoder alors la lettre E.
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1. 1. Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel non nul  le reste dans la division eucli-
dienne par 9 de 7".

2. Démontrer alors que (2005)2%% =7 (9).

2. 1. Démontrer que pour tout entier naturel non nul
n:(10)"=1(9).

2. On désigne par N un entier naturel écrit en base dix, on appelle S la somme de ses chiffres.
Démontrer la relation suivante : N = S (9).

3. En déduire que N est divisible par 9 si et seulement si S est divisible par 9.
3. Onsuppose que A= (2005)2%%; on désigne par:
— Blasomme des chiffres de A;
— C la somme des chiffres de B;
— D lasomme des chiffres de C.
1. Démontrer la relation suivante : A= D (9).

2. Sachant que 2005 < 10000, démontrer que A s’écrit en numération décimale avec au plus
8020 chiffres. En déduire que B < 72180.

3. Démontrer que C < 45.

4. En étudiant la liste des entiers inférieurs a 45, déterminer un majorant de D plus petit que
15.

5. Démontrer que D =7.
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La figure jointe en annexe sera complétée au cours de l'exercice et remise avec la copie. On y laissera
apparents les traits de construction.

_— — T
Dans le plan orienté, on donne le triangle ABC tel que AB =2, AC=1+ V5 et (AB , AC ) = >
1. 1. Démonstration de cours : démontrer qu'il existe une seule similitude directe S transformant
BenAetAenC.
2. Déterminer le rapport et une mesure de ’angle de S.

2. On appelle Q le centre de S. Montrer que Q appartient au cercle de diametre [AB] et a la droite
(BC). Construire le point Q.

3. OnnoteD I'image du point C par la similitude S.

1. Démontrer l'alignement des points A, Q et D ainsi que le parallélisme des droites (CD) et
(AB). Construire le point D.

2. Montrer que CD = 3+ /5.
4. Soit E le projeté orthogonal du point B sur la droite (CD).

1. Expliquer la construction de I'image F du point E par S et placer F sur la figure.

2. Quelle est la nature du quadrilatére BFDE ?

Annexe : exercice de spécialité
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Le plan est muni d'un repere orthonormal direct (O, u, v ) (unité 1 cm). On construira une figure que
I'on complétera au fur et mesure.

b4
1. Soit A le point d’affixe 3, et r larotation de centre O et d’angle —. On note B, C, D, E et F les images
p g 3 g

3v3,

3
respectives des points A, B, C, D et E par la rotation r. Montrer que B a pour affixe 3 + Tl.

2. Associer a chacun des points C, D, E et F 'une des affixes de I'ensemble suivant

{_3-_§ ﬂ~,3 3v3. 3 3\/§i}

+ —_———_— —_— e —_—
2 2

227 2 2
3. 1. Déterminer r(F).
2. Quelle est la nature du polygone ABCDEF ?

4. Soit s la similitude directe de centre A, de rapport % et d’angle % Soit s’ la similitude directe de
centre E transformant F en C.
1. Déterminer I’angle et le rapport de s'. En déduire 'angle et le rapport de s’ o s.
2. Quelle est I'image du point D par s’ o s?
3. Déterminer I'écriture complexe de s'.
5. Soit A’ le symétrique de A par rapport a C.
1. Sans utiliser les nombres complexes, déterminer s(A’) puis 'image de A’ par s'o s.

2. Calculer I'affixe du point A’. Retrouver alors le résultat du a. en utilisant I'écriture complexe
des'os.
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Rappel : Pour deux entiers relatifs a et b, on dit que a est congrua b modulo 7, eton écrita=b mod 7
lorsqu’il existe un entier relatif k tel que a=b+7k.

1. Cette question constitue une restitution organisée de connaissances

1. Soient a, b, c et d des entiers relatifs. Démontrer que : sia=b mod7 et c=d mod 7 alors
ac=bd mod7.

2. En déduire que : pour a et b entiers relatifs non nuls si a = b mod 7 alors pour tout entier
naturel n, a” = b" mod?7.

2. Poura=2 puis pour a = 3, déterminer un entier naturel n non nul tel que a” =1 mod 7.
3. Soit a un entier naturel non divisible par 7.
1. Montrer que: a®=1 mod?7.

2. On appelle ordre de a mod 7, et on désigne par k, le plus petit entier naturel non nul tel
que a¥ =1 mod 7. Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie a” =
mod 7. En déduire que k divise 6. Quelles sont les valeurs possibles de k ?

3. Donner l'ordre modulo 7 de tous les entiers a compris entre 2 et 6.

4., A tout entier naturel n, on associe le nombre

Ap=2"+3"+4"+5"+6".

Montrer que Azpps =6 mod 7.
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Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte. Le candidat indiquera sur la
copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie. Chaque réponse exacte
rapporte 1 point. Chaque réponse fausse enleve 0,5 point. Une absence de réponse est comptée 0 point. Si
le total est négatif, la note est ramenée a zéro. Aucune justification n'est demandée.

1. On considere dans I'ensemble des entiers relatifs I'équation : x2—x+4=0 (modulo 6).

A : toutes les solutions sont des entiers pairs.

B :il n'y a aucune solution.

C :les solutions vérifient x=2 (modulo 6).

D :les solutions vérifient x=2 (modulo6) oux=5 (modulo 6).

2. On se propose de résoudre I'équation (E) : 24x+ 34y = 2, ol x et y sont des entiers relatifs.

A: Les solutions de (E) sont toutes de la forme: (x;y) = (34k—7; 5—24k), ke Z.
B : L'équation (E) n’a aucune solution.
C: Les solutions de (E) sont toutes de la forme: (x; y) = (17k—7; 5—-12k), ke Z.
D : Les solutions de (E) sont toutes de la forme: (x; y) = (-=7k; 5k), k€ Z.
3. On considere les deux nombres = 1789 et p = 17892%°° On a alors :
A:n=4 (modulol7)etp=0 (modulo17).
B : p est un nombre premier.
C:p=4 (modulo17).
D:p=1 (modulo17).

4. On considére, dans le plan complexe rapporté 4 un repére orthonormal, les points A et B d’affixes
respectives a et b. Le triangle MAB est rectangle isocele direct d’hypoténuse [AB] si et seulement
sile point M d’affixe z est tel que :

A:z:bl__lia. C:a-z=i(b-2).
B:z-a=¢€'i(b-a).

D:b—z:%(a—z).

5. On considere dansle plan orienté deux points distincts A et B; on note I le milieu du segment [AB].

2n
Soit f la similitude directe de centre A, de rapport 2 et d’angle 3 ; soit g la similitude directe de

1 T
centre A, de rapport 3 et d’angle 3 ; soit h la symétrie centrale de centre 1.

A: hogo f transforme A en B et c’est une rotation.
B: hogo f estlaréflexion ayant pour axe la médiatrice du segment [AB].
C: hogo f n'est pas une similitude.

D: hogo f estlatranslation de vecteur AB .

Exercices de spécialité 99



89

Amérique du Sud novembre 2005

Retour au tableau

Le plan complexe & est rapporté a un repére orthonormal direct [O, u, 7) On prendra pour unité

graphique 4 cm. On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a, b, c et d telles que :

a=i, b=1+2i, c=v2e'1, et d=3+2i

On considere la similitude directe s qui transforme A en B et C en D. Soit M un point d’affixe z et M’,
d’affixe z/, son image par s.

1.

Exprimer z' en fonction de z. Déterminer les éléments caractéristiques de s.
Soit (Up,) la suite numérique définie par :

Uo =0

Ups1 = 2U,+1 pourtoutneN

Montrer que, pour tout entier naturel n, U+ et U, sont premiers entre eux.
Interpréter géométriquement, en utilisant la similitude s, les termes de la suite (Uj,).
Montrer que pour tout entier naturel n, U, =2" — 1.

Montrer que, pour tous entiers naturels 7 et p non nuls tels que n > p,
Uy =Up (Un—p +1) + Up_p.

La notation pgcd(a ; b) est utilisée, dans la suite, pour désigner le plus grand diviseur commun a
deux entiers naturels a et b . Montrer pour n > p I'égalité

pged (Uy , Up) = pged (Up, Up—p).
Soit n et p deux entiers naturels non nuls, montrer que :
pged (Un, Up) = Upgedin ; p)-

Déterminer le nombre : pged(Uagos, Uss) -
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On consideére I'équation (&) 17x—24y =9, ol (x, y) est un couple d’entiers relatifs.

1. Vérifier que le couple (9; 6) est solution de I'’équation (&).
2. Résoudre I'équation (&).

Dans une féte foraine, Jean s’installe dans un un manége circulaire représenté par le schéma de
I'annexe 2. Il peut s'installer sur 'un des huit points indiqués sur le cercle. Le manege comporte un
jeu qui consiste a attraper un pompon qui, se déplace sur un céable formant un carré dans lequel
est inscrit le cercle. Le manege tourne dans le sens des aiguilles d'une montre, a vitesse constante.
11 fait un tour a vitesse constante. Il fait un tour en 24 secondes. Le pompon se déplace dans le
méme sens a vitesse constante. Il fait un tour en 17 secondes. Pour gagner, Jean doit attraper le
pompon, et il ne peut le faire qu’aux points de contact qui sont notés A, B, C et D sur le dessin. A
I'instant ¢ = 0, Jean part du point H en méme temps que le pompon part du point A

1. On suppose qu’a un certain instant ¢ Jean attrape le pompon en A. Jean a déja pu passer un
certain nombre de fois en A sans y trouver le pompon. A I'instant ¢, on note y le nombre
de tours effectués depuis son premier passage en A et x le nombre de tours effectués par le
pompon. Montrer que (x, y) est solution de ’équation (&) de la question 1.

2. Jean a payé pour 2 minutes; aura-t-il le temps d’attraper le pompon ?

3. Montrer, qu’en fait, il n’est possible d’attraper le pompon qu’au point A.

4. Jean part maintenant du point E. Aura-t-il le temps d’attraper le pompon en A avant les deux
minutes ?

Exercices de spécialité 87



ANNEXE 2
Schéma de I'exercice 2
E E
H G
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Le plan est rapporté au repere orthonormal (O, u, 7) Unité graphique : 4 cm

Partie I

1. Placerles points 1, ], H, A, B, C, D d’affixes respectives :
. . 3 . .
z1=1,z=i,zy=1+i,2r=2, zB:§+1, zc=2ietzp=-1

2. SoitEle symétrique de B par rapport a H. La perpendiculaire a la droite (AE) passant par C et la
paralléle a la droite (OC) passant par D se coupent en E

1
Placer E et F et vérifier que le point F a pour affixe zp = —1 + Ei.

3. Montrer que les triangles OAB et OCF sont isométriques.

Partie II
On considere la transformation f du plan, d’écriture complexe : z' = —iz + 2i.
1. Déterminer les images des points O, A, B par f.
2. 1. Montrer que f est une similitude. Est-ce une isométrie 2
2. Déterminer I'ensemble des points invariants par f.
3. Latransformation f est-elle une symétrie axiale ?
3. Soit ¢ la translation de vecteur ﬁ Donner I'écriture complexe de t et celle de sa réciproque 1.
4. Onposes=fot
1. Montrer que I'écriture complexe de s est: 2’ = —iz+1 +1i.
2. Montrer que I et] sont invariants par s. En déduire la nature de s.

3. En déduire que f estla composée d’une translation et d’'une symétrie axiale a préciser.
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Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O, ;, 7) On prendra 5 cm pour unité
graphique. Soit f la transformation qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe 2z’ définie
par:
, [1 1 )
Z=|-+zi|lz+1.
2 2
1. Justifier que f est une similitude directe dont on précisera le centre Q (d’affixe w), le rapport k et
I'angle 6.
2. Onnote Ag le point O et, pour tout entier naturel 7, on pose A,.1 = f(An).
1. Déterminer les affixes des points A; Ay, As puis placer les points Ay, A;, Az et As.

2. Pour tout entier naturel n, on pose u, = QA,. Justifier que la suite (u,) est une suite géomé-
trique puis établir que, pour tout entier naturel n,

vz[L)'

Up=v2 (—] .

" V2

3. A partir de quel rang 7 tous les points A, appartiennent-ils au disque de centre Q et de
rayon0,1?

3. 1 Quelle est la nature du triangle Q ApA; ? En déduire, pour tout entier naturel », la nature du
triangle QA Ap+1.
2. Pour tout entier naturel n, on note ¢, la longueur de la ligne brisée AyA; Ay... Ay—1A,.Ona
ainsi: €, = AgA; + AjAs +...+ A1 Ay, Exprimer £, en fonction de n. Quelle est la limite de
la suite (¢,)?
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80 POlynéSIe juin 2006 Retour au tableau
Pour chacune des cinq propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démons-
tration de la réponse choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point.
Proposition 1: «pour tout entier naturel 7, 3 divise le nombre 22" — 1 ».
Proposition 2 : «Si un entier relatif x est solution de 'équation x? + x = 0 (modulo 6) alors x =
0 (modulo 3) ».
Proposition 3 : «’ensemble des couples d’entiers relatifs (x ; y) solutions de 'équation 12x -5y = 3
est 'ensemble des couples (4 + 10k ; 9+24k) o k€ Z ».
Proposition 4: «il existe un seul couple (a; b) de nombres entiers naturels, tel que a < b et PPCM(a, b)—
PGCD(a, b) = 1». Deux entiers naturels M et N sont tels que M a pour écriture abc en base dix
et N a pour écriture bca en base dix.
Proposition 5:«Sil'entier M est divisible par 27 alors I'entier M — N est aussi divisible par 27 ».
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81 LaRéunion juin 2006

Retour au tableau

On completera la figure donnée en annexe 2 au fur et a mesure des questions, et on la rendra avec la copie.
—_— — b4

ABCD est un carré tel que (AB , AD ) = +E . Soit I le centre du carré ABCD. Soit J le milieu du segment

[CD]. On désigne par s la similitude directe qui transforme AenIetBen].

Le but de lexercice est d'étudier certaines propriétés de la similitude s. Dans la partie A on utilisera des
raisonnements géométriques ; dans la partie B on utilisera les nombres complexes.

Partie A

1. Déterminerle rapport et I'angle de la similitude s.

2. On désigne par Q le centre de cette similitude. I'; est le cercle de diameétre [Al], I', est le cercle
de diametre [BJ]. Démontrer que Q est 'un des points d’intersection de T'; et I',. Placer Q sur la
figure.

3. Donner I'image par s de la droite (BC). En déduire le point image par s du point C, puis le point K
image par s du point I.

4, On pose h = so s (composée de s avec elle méme).
1. Donner la nature de la transformation & (préciser ses éléments caractéristiques).

2. Trouver 'image du point A par h. En déduire que les points A, Q et K sont alignés.

Partie B

Le plan complexe est rapporté a un repére (A U, v ] orthonormal direct, choisi de maniére a ce que les
points A, B, C et D aient comme affixes respectives 0, 2, 2 + 2i et 2i.

1
1. Démontrer que I'écriture complexe de la similitude est 2’ = Eiz +1+i.

2. Calculer I'affixe du point Q.
3. Calculer I'affixe du point E tel que s(E) = A. Placer le point E sur la figure.
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86 Amérique du Nord juin 2006
Retour au tableau

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct [O, ;, 7] (unité graphique : 4 cm). Soit Q le point

d’affixe 2. On appelle r la rotation de centre Q et d’angle % et h ’'homothétie de centre Q et de rapport

V2

2
1. Onposeo = hor.

1. Quelle est la nature de la transformation o ? Préciser ses éléments caractéristiques.
. 1+i .
2. Montrer que I'écriture complexe de o est: z— — 2 +1-i.

3. Soit M un point quelconque du plan d’affixe z. On désigne par M’ son image par o et on note
7' laffixe de M’. Montrer que z— 2’ =i(2 - 2/).
2. 1. Question de cours « Prérequis : définitions géométriques du module d’un nombre complexe
et d'un argument d’'un nombre complexe non nul. Propriétés algébriques des modules et des
arguments.

Démontrer que : si A est un point donné d’affixe a, alors 'image du point P d’affixe p par la
rotation de centre A et d’angle g est le point Q d’affixe g telle que g —a=i(p — a).

2. Déduire des questions précédentes la nature du triangle QM M’, pour M distinct de Q.

3. SoitAgle point d’affixe 2 +i. On considere la suite (A;) de points du plan définis par :
pour tout entier naturel n, A, =0 (Ag).

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, I'affixe a,, de A, est donnée par:
\/i " j 2w
an = 7 e 7 +2

2. Déterminer I'affixe de As.

4. Déterminer le plus petit entier ny tel que 'on ait : pour 7 > ng, le point A, est dans le disque de
centre Q et de rayon 0,01.
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85 Antilles-Guyane juin 2006

Retour au tableau

Dans le plan orienté, on considere un carré direct ABCD de centre O. Soit P un point du segment [BC]
distinct de B. On note Q l'intersection de (AP) avec (CD). La perpendiculaire § a (AP) passant par A
coupe (BC)en Ret (CD) en S.

1. Faire une figure.

b2
2. Soit r la rotation de centre A et d’angle 2

1. Précisez, en justifiant votre réponse, I'image de la droite (BC) par la rotation r.
2. Déterminezles images de R et de P parr.
3. Quelle estla nature de chacun des triangles ARQ et APS.

3. Onnote N le milieu du segment [PS] et M celui du segment [QR]. Soit s la similitude de centre A,

d’angle % et de rapport —.

V2
1. Déterminez les images respectives de R et de P par s.
2. Quelestle lieu géométrique du point N quand P décrit le segment [BC] privé de B?

3. Démontrez que les points M, B, N et D sont alignés.
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82 Métropole juin 2006

Retour au tableau

Partie A : Question de cours

1. Enoncer le théoreme de Bézout et le théoreme de Gauss.

2. Démontrer le théoréme de Gauss en utilisant le théoréme de Bézout.

Partie B
1l s’agit de résoudre dans Z le systeme

n = 13 (19)
) {n =6 (12

1. Démontrer qu'il existe un couple (u ; v) d’entiers relatifs tel que : 19u + 12v = 1. (On ne demande
pas dans cette question de donner un exemple d'un tel couple). Vérifier que, pour un tel couple,
le nombre N =13 x 12v + 6 x 19u est une solution de (S).

2. 1. Soit np une solution de (S), vérifier que le systéme (S) équivaut a

i

= no (19)
= nyp (12)

ng (19)
ny (12)

2. Démontrer que le systeme { Z équivautan=ny (12 x19).

3. 1. Trouver un couple (u ; v) solution de 'équation 19u + 12v = 1 et calculer la valeur de N
correspondante.

2. Déterminer 'ensemble des solutions de (S) (on pourra utiliser la question 2. b.).

4. Un entier naturel n est tel que lorsqu’on le divise par 12 le reste est 6 et lorsqu’on le divise par 19
le reste est 13. On divise n par 228 = 12 x 19. Quel est le reste r de cette division ?
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83 Centres étrangers juin 2006

Retour au tableau

Le but de I'exercice est d’étudier certaines propriétés de divisibilité de 'entier 4” — 1, lorsque 7 est un
entier naturel. On rappelle la propriété connue sous le nom de petit théoréme de Fermat : «si p est un
nombre entier et @ un entier naturel premier avec p, alors @’! —1=0 mod p ».

Partie A. Quelques exemples.
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4" est congru a 1 modulo 3.
2. Prouver al'aide du petit théoréme de Fermat, que 428 — 1 est divisible par 29.

Pour 1 < n <4, déterminer le reste de la division de 4" par 17. En déduire que, pour tout entier k,
le nombre 4% — 1 est divisible par 17.

3.
4. Pour quels entiers naturels 7 le nombre 4" — 1 est-il divisible par 52
5.

AVaide des questions précédentes. déterminer quatre diviseurs premiers de 428 — 1.

Partie B. Divisibilité par un nombre premier
Soit p un nombre premier différent de 2.

1. Démontrer qu'il existe un entier n > 1 tel que 4" =1 mod p.

2. Soit n > 1 un entier naturel tel que4” =1 mod p. Onnote b le plus petit entier strictement positif
tel que 4’ =1 mod p et r le reste de la division euclidienne de 7 par b.

1. Démontrer que 4" =1 mod p. En déduire que r = 0.
2. Prouver L'équivalence : 4" — 1 est divisible par p si et seulement si n est multiple de b.

3. Endéduire que b divise p— 1.
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84 Asie juin 2006

Retour au tableau

Ftant donné un entier naturel n > 2, on se propose d’étudier I'existence de trois entiers naturels x, y et
ztels que x% + y? + z2 = 2" — 1 modulo 2".

Partie A : Etude de deux cas particuliers

1. Dans cette question on suppose n = 2. Montrer que 1, 3 et 5 satisfont a la condition précédente.
2. Dans cette question, on suppose n = 3.

1. Soit m un entier naturel. Reproduire et compléter le tableau ci-dessous donnant le reste r de
la division euclidienne de m par 8 et le reste R de la division euclidienne de m? par 8.

2. Peut-on trouver trois entiers naturels x, y et z tels que x> + y* + z2 = 7 modulo 82

Partie B Etude du cas général ol n > 3
Supposons qu'il existe trois entiers naturels x, y et z tels que x> + y* + z% = 2" — 1 modulo 2”.

1. justifierle fait que les trois entiers naturels x, y et z sont tous impairs ou que deux d’entre eux sont
pairs.

2. On suppose que x et y sont pairs et que z est impair. On pose alors x =2¢q,y =2r, z=2s+1 ol
g, r, s sont des entiers naturels.

1. Montrer que x? + y? + z? = 1 modulo 4.
2. En déduire une contradiction.
3. on suppose que x, y, z sontimpairs.
1. Prouver que, pour tout entier naturel k non nul, k? + k est divisible par 2.
2. En déduire que x* + y? + z2 =3 modulo 8.

3. Conclure.
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