Durée : 4 heures
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EXERCICE 1

On désigne par a, b, c trois chiffres de la numération décimale tels que

1<a<b<c<9

On considere les trois nombres x = abc, y=bca, z=cab.

1. Montrer que x, y, z sont trois termes consécutifs d'une suite arithmétique si et seule-
mentsi4(b—a)=3(c-b).

2. En déduire les trois nombres x, y, z dans ce cas (on trouvera deux solutions).

EXERCICE 2
x étant un réel strictement positif donné, on considére les intégrales
X X
I, :f sin®"tdt et J, =f sin?" tcos? td¢
0 0
pour tout n €N

1. Trouver une relation entre Jn’ In et In+1.

2. Enintégrant par parties, calculer J,en fonction de I,4;.
En déduire une relation entre I,,.1 et I,,.

3. Calculer Iy et montrer que 'on peut ainsi calculer I,, et J,, pour tout n € N.

PROBLEME

On considere les fonctions numériques « et § de la variable réelle ¢ définies par

al(r)

(a'+a™")

N = DN =

puy = Sla'-a™)

ol a est un nombre réel strictement positif, différent de 1.
Partie A

1. Montrer que la fonction Q est paire et que la fonction est impaire.

2. Montrer que pour fo1 et £, réels quelconques on a

a(t) a(t)+B(t) (1)
a(t) B(t)+a(t) ()

a(f+1)
Bt + 1)
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3. En déduire a (#; — 1) et B(t; — t») en fonction de a (£;), a (f2), B (1) et B(L2).
Partie B

Soit & un plan vectoriel euclidien, rapporté a une base orthonormé ( 1, ] )

A tout nombre réel ¢, on associe 'application de & dans &, notée ¢, qui,a tout vecteur v =
X 1 +y fait correspondre le vecteur (pt( v) =x"1 +y' j,défini par

{ x' a()x+ By
Y Bt)x+a(t)y

1. Etudier I'application ¢y.

2. Montrer que @ est un automorphisme de & dont on précisera la matrice dans la base
(7.7)

3. On munit 'ensemble ®, des applications ¢, lorsque ¢ décrit R, de la loi de composi-
tion des applications, notée o.
Montrer que (@, o) est un groupe commutatif.

4. Montrer que le groupe (®,, o) est isomorphe au groupe (R, +).

5. Montrer que toute application ¢, laisse deux droites vectorielles 2; et 2, globale-
ment invariantes. Déterminer une base de chacune de ces droites vectorielles.

Partie C

On considére un plan affine B, associé a & ,un point fixe O de ce plan et le repére orthonormé
(O ; 7, 7), d’axes x'Ox et y’Oy. On associe a tout automorphisme ¢, de &, I'application af-
fine f; laissant le point O invariant et on note &, 'ensemble des applications f;. On désigne
par D; et D les droites passant par O et ayant respectivement pour direction &; et 2,.

1. Soit M(x; y) un point donné. Discuter, suivant la position de M'(x’; y') dans B, I'exis-
tence d’une application f; telle que f;(M) = M.
On envisage les cas: M € Dy, M € D,, M ¢ D; U D, et on précisera dans chacun de ces
cas 'ensemble C,; des images du point M par tous les éléments de &.

2. Construire la courbe I d’équation x*—y? = 9. Préciser sa nature et ses caractéristiques
(centre, sommets, foyers, asymptotes).
Vérifier que I passe par les points K(5; 4), K'(-5; 4), E(2v/3; V/3) et montrer que I' est
la réunion de Ck et Cg-.

3. Calculer ¢ sachant que a = v/3 et f;(K) =E.
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