CAPES épreuve 2 session 2013

DEUXIEME COMPOSITION

Probleme 1 : Puissances de matrices

Rappels et notations

Etant donnés deux entiers naturels non nuls pet g, ./ p,q(C) désigne I'ensemble des matrices
a p lignes et g colonnes, a coefficients complexes.d, , d

Lensemble .4, ,(C) est noté .4, (C) et I, désigne la matrice identité de .4, (C).

On identifiera par la suite .4, 1 (C) et CP.

Soit (Ap) yeny une suite de matrices de .4, 4(C). Pour tout entier n, on note

Ap = (aij(m)i<i<p.
1<j<q
On dit que la suite (A,),en €St convergente, si pour tout couple (i, j) tel que

i€[l, pletjell, ql,lasuite (“ij(”))ner\n converge dans C.
En posant lim (a;, j(n)) =1; j et L= (l; ;), on dit alors que la matrice L est la limite de la
n—+oo
suite (A,) ey €t OnNote : lim A, = L.
n—oo
Soit A une matrice de .4, (C). Pour tout entier naturel 7, on note A" la puissance n-ieme de
la matrice A.

Ce probleme a pour but de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la
suite (Ap) ,eny converge dans .4, (C).

Partie A : étude d'un exemple

On considere les suites (x,) yen €t (¥n) ,cp définies par :

4 2
Xn+tl = ZXnt=Yn

X0 €R, ypeRet VneN, ? g
Yny1 = gxn"'gJ/n

1(4 2
Dans cette partie, on pose A = 5 (1 3).

1. Pour n € N, exprimer (;") en fonction de A” et de (;0).
n 0

2. Montrer qu'il existe une matrice diagonale D de .#>(C) telle que A puisse s’écrire :
A=pPDpP!

2 1
ou P désigne la matrice (1 _1).
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3. Pour tout n € N, déterminer une expression de A" en fonction de n.
4. Frtablir que la suite (A") ¢ est convergente et préciser sa limite.

5. Démontrer que les suites (x,) ;en €t ( yn)neN convergent et déterminer les limites de
ces suites en fonction de x; et yj.
Partie B : résultats préliminaires
Soient p et g deux entiers naturels non nuls.
1. Soient (Aj) pen €t (Bp) pen deux suites de matrices de .4, 4(C) qui convergent respec-
tivement vers L et M.
a. Montrer que lim (A,+Bp)=L+M.
n—+oo
b. Soit a € C. Montrer que liIP (aAy) =al.
n—+o00

c. Soient B € ./, 4(C) et (ap) ,en une suite de nombres complexes qui converge vers
acC.

Montrer que lim a,B = aB.
n—+oo
2. Soit (Ap) nen une suite de matrices de .4, (C) qui converge vers L.
a. Soit X € 4, ;(C). Démontrer que lim A,X=LX.
p4q n—-+oo
b. Enoncer sans démonstration un résultat analogue pour la multiplication a droite.

3. Soit (Ap) ey une suite de matrices de .4, (C) telle que :
vXec?, lim A,X=0
n—+oo
Montrer que lim A, =0.
n—+oo
Partie C: condition nécessaire
Dans la suite du probleme, on note u 'endomorphisme de C? représenté par la matrice A

dans la base canonique.
On définit, pour tout entier naturel n, u, par:

up=Idcr et upi1=uou"

On suppose dans cette partie que la suite (A™) e converge.

1. Soit A une valeur propre de u (u € C).
a. Montrer que |1 < 1.
b. On suppose que [ =1.
Montrer qu'alors A = 1. On pourra considérer |A"+! = A"|.
2. Montrer que Ker (« —Id) nIm(u —1d) = {0}.

Partie D : condition suffisante
On note y,(X) =det(A- X1 p) le polynéme caractéristique de u, ou det désigne le détermi-

nant de la matrice considérée.
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1. Enoncer le théoréme de d’Alembert-Gauss.

p
2. En déduire que I'on peut écrire y,(X) = det(A— XI,) = [ ] (a@; — X), avec
i=1
a; € C pour tout entier i € [1, p].

3. Justifier le fait que u admet dans une certaine base (ey,...,e,) une matrice T de la
forme :

a2

0 ap
4. On suppose dans cette question que |&;| < 1 pour tout entier i € [1, p].
a. Montrer que n1—1>I-Poo u"(e;) =0.
b. Montrer par récurrence que pour tout entier i € [1, p], nglllm u'" (e;) =0.
c. En déduire la limite de T", puis celle de A”".
5. Onnote Al,...,, Am les valeurs propres de u, deux a deux distinctes, avec m € N*.
On suppose dans cette question que 1; = 1 et [1;] < 1 pour tout entier i tel que 2 <
i<m.
On suppose également que Ker (¢ —Id) nIm (z —1d) = {0}.
a. Montrer que Ker(uz —Id) et Im (u —Id) sont deux sous-espaces supplémentaires
dans C” stables par u.
b. On note u; 'endomorphisme de Im (u —Id) induit par u.
Montrer que toute valeur propre de u; est une valeur propre de u, distincte de 1.

c. Enremarquant que u; vérifie les hypotheses de la question 4, en déduire que A”
converge et déterminer une matrice semblable a sa limite.

Partie E : conclusion et application

1. Onnote A4,...,A,, les valeurs propres de A, deux a deux distinctes, avec m € N*.
Déduire des questions précédentes que la suite (A;) ,cn converge si et seulement si :

Viell,m], |A;]<1
ou
A =1, Ker(u—Id)nIm(u—-1d) ={0}etVie [2, m], |[A;|<1

2. Déterminer si les suites (Aj) ,en SOnt convergentes, dans chacun des cas suivants :

0,2 0,1
a A=102 0.3
11 i
b. A=|o L 1]
2
0 0 1
1 0 0
i
_lo —6+= 9
c. A= 2 ,
0 -4 6+ —
2
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Probleme 2 : quelques théoremes d’arithmétique

On démontre dans la partie A un théoreme de Lagrange dont on utilise le résultat pour dé-
montrer le théoréme de Wilson (partie B) et le théoréeme de Wolstenholme (partie C).

Partie A : théoréme de Lagrange

1. Montrer que pour tout entier n > 1 et tout entier k€ [1, nlona:

o=l

2. Montrer que pour tout entier premier p et tout entier k € [1, p — 11, p divise (7).

3. Soit p un entier premier impair. On considére la fonction f définie sur R par:

p-1
f=Tlx+k
k=1

a. Montrer que pour toutréel xona:

pf)=x+Dfx+1)—-xf(x)

b. Justifier I'existence d’un p-uplet d’entiers (ay, a1, ..., a,-1) tel que pour tout réel
xona:
p-1
f) =Y apxPt7k
k=0

c. Montrer que ap=1eta,-;=(p—1)!
d. Alaide de la question 3 a et en faisant intervenir le bindbme de Newton, montrer
que pour tout entier k€ [0, p—1] ona:

k .
_ p-t |
S e

e. En déduire que a; = (}) et que pour tout entier k€ [2, p—1] ona:

kak_(k+1) i(k+1—l) i

f. En déduire le théoreme de Lagrange :
p-1
«Si p est un entier premier impair et si f(x) = [] (x+k) = Y arxP"'"F alors les

coefficients ay, ay, ..., a,—» sont divisibles par p ».
On pourra raisonner par récurrence.
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Partie B : théoreme de Wilson

On se propose de démontrer la propriété suivante, connue sous le nom de « théoreme de
Wilson » : si p est un entier premier alors (p—1)!=-1 (mod p).

1. Vérifier que la propriété est vraie pour p = 2.
2. p est maintenant un entier premier impair.
a. Montrer que :
p-2
pl=1+ Z ar+(p-1!
k=1
(les entiers (a;) jcq1, p-2) Sont ceux définis a la question A 3 b)
b. En déduire que (p—-1)!=-1 (mod p).
3. Montrer que la réciproque du théoreme de Wilson est vraie.

4. On se propose d’étudier ce que devient le théoreme de Wilson pour les entiers non
premiers strictement supérieurs a 4.

a. On suppose que n > 4 et que la décomposition en produit de facteurs premiers de
n comprend au moins deux facteurs premiers distincts.
Montrer que (n—1)!=0 (modn).

b. On suppose que n >4 et que n = p® ol1 p est un entier premier et a est un entier
strictement supérieur a 2. Montrer que (n—1)!=0 (mod n).

c. On suppose que n > 4 et que n = p2 ol p est un entier premier. Montrer que
1<2p < netendéduire que (n—1)!'=0 (modn).

Partie C : théoreme de Wolstenholme

Pour tout entier n > 1, on considere le rationnel :

n
Hp=)_
k=1

On désigne par s, et t, les deux entiers naturels tels que :

=

s
H,="" et pged (s, ) =1
In
1. Ecrire un algorithme permettant d’obtenir pour 7 allant de 2 a 10 les entiers s, et ,
(on supposera qu’'on dispose d'une instruction pgcd(a, b) qui renvoie le plus grand

commun diviseur de deux entiers a et b).

2. Calculer sy4, sg et 519 et vérifier que ces entiers sont divisibles respectivement par 52,72
et 112,

Dans la suite, p désigne un nombre premier strictement supérieur a 3.

On se propose de démontrer que I'entier s, est divisible par p? (théoréme de Wolsten-
holme).

ap 2

(p-1!
une relation liant les racines d’'un polynéme et l'un de ses coefficients.

3. Montrer que Hy- = ou ay_» estdéfini comme ala partie A. On pourra utiliser
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4. Déduire de I'écriture de f(—p) que:

-2 -3
ap2=p’ —apP > +.. . +ap3p

5. Conclure.
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