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A propos d’un théoréme de Tchebychev
sur la répartition des nombres premiers

Introduction

Ftant donné un entier naturel 2, on considére 7 (n) le nombre de nombres premiers compris entre
0 et n. Ce sujet s'intéresse au comportement de la suite (n(n)) ;. Il est composé de deux grandes parties
AetB.
La partie A vise a établir 'encadrement suivant :
n n
(In2) — <zn(n)<e—
Inn Inn
valable pour tout n = 3. Elle est composée de deux sous-parties, A.I et A.Il, consacrées respective-
ment a la minoration et a la majoration annoncées.
Ce genre d’encadrement suggere I'existence d’'un lien asymptotique fort entre les suites (7 (1)),

n
et (l—) . La partie B s’intéresse a cette question puisque son objectif principal est de montrer le
nn’n

résultat suivant :

n
[Tchebychev!] Sil existe un réel ¢ > 0 tel que (1) ~, ¢ o’ alors nécessairement ¢ = 1.
nn

Elle est composée de quatre sous-parties B.I, B.II, B.III et B.IV. C’est dans la partie B.IIl qu'on éta-
blit le théoreme annoncé. La preuve qu'on en propose repose sur I'étude du comportement asymp-

1
totique de la suite Z — | . Cette étude est réalisée au début de la partie B.III. Les parties B.I

p premier p
psn

n
et B.IT sont consacrées a I'établissement de formules importantes pour la suite. Dans la partie B.I on
établit une formule due a Legendre? qui donne I'expression de la valuation p-adique de n!. Dans la
partie B.II on démontre un théoréme de Mertens® qui précise le comportement asymptotique de la

In
suite Z 2P . La partie B.IV est une application de la formule asymptotique trouvée dans la

p premier p
psn

n
partie B.II. On y étudie la densité de I'’ensemble des entiers possédant de grands facteurs premiers.
A la fin du sujet, une note documentaire met en perspective, d'un point de vue historique, le
théoréme de Tchebychev démontré ici. Sa lecture n’est pas essentielle au bon traitement du sujet.

Les parties de ce probléme ne sont pas indépendantes entre elles.

Notations et rappels

— On note &2 I'ensemble des nombres premiers positifs.

— Si E désigne un ensemble fini, on note #E le cardinal de cet ensemble, c’est-a-dire le nombre
d’éléments de E.

— Si (un)y et (vy),, désignent deux suites numériques, on notera u, ~, v, pour dire que ces suites
sont équivalentes. On notera u, = o(v,) pour dire que la suite (u,), est négligeable devant
la suite (v;); et enfin, on notera u,, = O(v,) pour dire que la suite (u,), est dominée par la
suite (v,),, c'est-a-dire qu’il existe un réel c et un entier n, tels que pour tout n = ny on ait
lunl < clvnl.

1. Pafnouti Lvovitch Tchebychev, mathématicien russe, Okatovo 1821 — Saint-Pétersbourg 1894.
2. Adrien-Marie Legendre, mathématicien francais, Paris 1752 — Auteuil 1833.
3. Franz Mertens, mathématicien autrichien, 1840 — 1927.



Si x désigne un réel, on notera [x] sa partie entiéere, c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou
égal a x; autrement dit, [x] est 'unique élément de Z vérifiant :

[x]<sx<|[x]+]1.

Onrappelle que si a et b sont deux entiers tels que 0 < b < a, le coefficient binomial (Z) est égal

. al

Ya—bn

Pour tout entier n = 0, on note 7n(n) le nombre de nombres premiers compris dans I'intervalle
[0,n]; ainsi on a 7(0) = (1) =0, n(2) = 1, n(3) = 2, n(4) = 2, etc. Pour tout entier n = 1, on
note 6(n) = n(n) — (n— 1), de sorte que si I'on pose §(0) = 0, on voit que § est la fonction
caractéristique de &2 dans N (c’est-a-dire, 6(n) vaut 1 si n est premier, et 0 sinon).

Dans tout ce texte la lettre p désignera toujours et exclusivement un nombre premier, ceci y
compris lorsque la lettre p sera utilisée comme symbole d’'indice d’'une somme ou d’un pro-
1
duit. Par exemple, la notation ) — désigne la somme des inverses des nombres premiers p
p<x

inférieurs ou égaux au réel x.

Etant donnés un entier 7 = 1 et un nombre premier p, on appelle valuation p-adique de n
I'entier noté v, (n) et égal a I'exposant de p dans la décomposition en facteurs premiers de n.
Par exemple, sil'on prend n = 350 = 2-52-7 on a 1»(350) = 1, v3(350) = 0, v5(350) = 2, v7(350) = 1
et v,(350) = 0 pour tout nombre premier p > 11.

On admet les propriétés élémentaires suivantes :

a)
b)

c)

k+1

vp(n) est'entier k tel que p* divise n et p¥*! ne divise pas n.

Pour tout n = 1 fixé, la suite (v (n))pep est nulle a partir d'un certain rang, de sorte que 'on

peut écrire n = H p""™ (ce produit pouvant alors étre considéré comme un produit fini).
pep
Cette écriture n’est alors rien d’autre que la décomposition en facteurs premiers de I'entier 7.

Pour tous 1, m entiers naturels non nuls et tout p € &, on a

vp(nm) = vy(n) +vy(m).

Aucune preuve de ces trois résultats n'est demandée aux candidats.

A. Une estimation a la Tchebychev

I. Une minoration de la fonction 7

On considere, pour tout entier n = 1, 'entier A, = ppcm(1,2,..., n). Dans cette partie nous allons
établir une minoration de A,. Nous en déduirons ensuite une minoration de 7 (7). On considere a, b €
N vérifiant 1 < b < a etl’'on pose:

Alll.

1
1(b,a) =f xP 11 -0 bdx.
0

A.L.1.a. Expliciter I(1, a) en fonction de a.

b
A.L.1.b. Montrer que si b< aalors I(b+1,a) = p— I(b,a).
a—



A.Ll.c. En déduire que I(b,a) =

1

a
b
A.L.2. On se propose dans cette question de donner une autre méthode pour calculer (b, a). On consi-

déreunréel y € [0,1].

A.L.2.a. En développant a 'aide de la formule du bindme de Newton, montrer que :

1 a1 a (a
1—+y‘d=§
fo( X+ Xy) X )

k=1

vk, a).

A.L.2.b. En calculant maintenant directement 'intégrale, montrer que :

1 1 4
f 1-x+xy)*tdx==) y* L
0 a =1

1 1
A.L.2.c. En déduire que I(b, a) = = .
b a a a-1
b b-1

azb a—-b
A.L3.a. Montrer que I(b,a) = Y (-DF —
k=0

A.l3.

k |k+b
A.L.3.b. En déduire que I(b,a) A, € N.

a
A.L3.c. Prouver que 'entier b(b) divise I'entier A,.

A.L.4. Soit n = 1 un entier.

2n 2n
A.L.4.a. Montrer que les entiers n( ) et(2n+ 1)( ) divisent 'entier Ay ,41.
n n

(Indication : On remarquera que pour tout k = 1, Ay divise Agi1.)

2n
A.L4.b. En déduire que I'entier n(2n + 1) " divise Agp41.

(Indication : On remarquera que les entiers n et 2n + 1 sont toujours premiers entre eux.)

e . .. |2n 2n
A.L.4.c. Montrer que pour tout k € {0,...,2n} on a I'inégalité r < .
n

A.L.4.d. En déduire que (2n+1) (2:) =4",

(Indication : On développera l'égalité 4™ = (1 + 1)21.)

A.L4.e. En déduire que Ay;.1 = n4”.

A.L.4.f. Montrer que si n =9 alors A, = 2" et vérifier que cette inégalité est encore vraie pour n = 7 et
8.

A.1L.5. Soit n = 1 un entier.

A.L5.a. Soit p € 2, montrer que p'»®") < n.

(Indication : On commencera par exprimer vp(An) en fonction des entiers vp(l),..., vp(n) .)
A.L5.b. Montrer que A, = [] p?©@n.
psn



A.L5.c. En déduire que A, < n™,

A.l6.

A.1.6.a. Montrer que pour tout n =7 on a
n
n(n)=(An2) —.
In
A.L.6.b. Pour quels entiers n € {2, 3,4, 5,6} I'inégalité de la question précédente est-elle encore vraie?

I1. Une majoration de la fonction =

A.IL.1. On cherche dans cette question a majorer simplement le produit H p en fonction de I'entier
ps<n
nz=l.

A.IlL.1.a. Soient a et b deux entiers tels que 0 < g < a < b.Montrer quele produit [] p divise 'entier
a<ps<b

b
) (le produit considéré est supposé étre égal a 1 dans le cas ou il n'y aurait pas de nombre premier
a

p dans l'intervalle ] a, b]).

2m+1
A.IL.1.b. En déduire que pour tout m = 1, le produit H p divise 'entier ( )
m

m+l<p<2m+1 +1

. 2m+1 2m+1
A.IlL.1.c. Comparer, pour m = 1, les entiers et .
m

m+1

<4™,

=

L. . 2m+1
A.IL.1.d. En déduire que pour tout entier m =1 on a

(Indication : On développera la quantité (1 +1)>™*1)

A.IL.1.e. Montrer que pour tout entier m =1, on a H ps4
m+l<ps2m+l

A.IL1.£. Prouver finalement que pour tout entier n=1,on a
[T p=<4"
psn

(Indication : On pourra montrer par récurrence, pour n = 1, la propriété 2, : pour toutk € {1,...,2n}

ona [[ p<4*)
psk

AIlL2.
. m\m
A.Il.2.a. Montrer que pour tout entier m =1ona m! = (—) .
e
(Indication : On pourra penser au développement en série entiere de la fonction exponentielle.)

A.IL.2.b. Déduire de ce qui précede que, pour tout 7 =2, on a 7 (n)! < 4" et que par suite, on a

n(n)Inn(n)—n(n) < nln4d.

A.IL.3. On souhaite montrer, a partir du résultat précédent, que pour tout n =3 on a

n
nn)<se—.
Inn

Pour cela on raisonne par I'absurde, en supposant qu’il existe un entier ng = 3 tel que



n(ng) > e .
In no

A.IL.3.a. Montrer que la fonction x — xIn x — x est strictement croissante sur [1 ; +oo[. En déduire que

e—In4 < Inln ng
e Inng

Inx
A.IL3.b. Montrer que la fonction x — —= est majorée par e~ sur [1 ; +oo[. Conclure.
X

B. Autour d’un théoreme de Mertens

I. Une formule de Legendre sur la valuation p-adique de 7!

On consideére un entier n = 2 et un nombre premier p. Pour tout entier k = 0, on considere les
sous-ensembles finis Uy, Vi et Qi de N définis par

Ur=1{aefl,...,n}| pk divise a},
Vi={a€efl,...,n}| pknedivisepas al,
Qr={acil,...,n}|vpla) = k}.

B.L1. Justifier qu'il existe un plus petit entier ko = 0 tel que n < p%. Montrer que kg = 1 et expliciter
ko en fonction de n et p.
B.1.2.

B.1.2.a. Montrer que, pour tout k € {0,..., ko — 1}, 'ensemble Uy, est strictement inclus dans Uy et
que pour k = kp on a Uy = @.

B.I1.2.b. Montrer que, pour tout k € {0,..., kg — 1}, 'ensemble Vj est strictement inclus dans Vi, et
que pour k= kgona Vi ={1,...,n}.

B.I.2.c. Prouver que la famille de parties {Qo,...,Q,-1} forme une partition de 'ensemble {1,..., n}.

B.1.3.
B.1.3.a. Pour tout k = 0, établir que Q. = Ug N Vi 1.

B.1.3.b. Calculer, pour tout k = 0, #Uj, et #V} puis #Q; en fonction de n, p.

B.I.4. Montrer que vy (n!) = Z k#Qy et en déduire que
k=0

n
vy,(n!) = [—]
P lgl Pk

(formule de Legendre).

I1. Un théoréme de Mertens

Dans toute cette partie II, on considere un entier n = 2.
B.IL.1. Prouver que pour tout p € £ on a

n n n
——l<ypyn) s —+—"—.
p p plp-1)
(Indication : On pourra utiliser 'encadrement x — 1 < [x] < x valable pour tout réel x et la formule
de Legendre.)



B.I1.2. En déduire que

Inp Inp Inp
n) —-) Inp<hnlsn) —+n) ———.
p;:n p p;:n p;:n p p;n p(p—1)

(Indication : On pourra commencer par montrer que n! = H p”’”(”!) .
psn

B.I1.3. Dans cette question on établit plusieurs majorations techniques utiles aux deux questions sui-
vantes.
r ooy
B.I1.3.a. Montrer la convergence de la série Y o et prouver que Z o = 2.
xk r=1
(Indication : On pourra s'intéresser a la série entiére i oF ainsi qu'a sa série dérivée.)

1
B.I1.3.b. Calculer pour tout entier r = 1 la somme finie Z —— . En déduire que sil’'on pose
2r-1<m<2r m(m - 1)

Inm r
U= Y ———,alorsonaU; <—In2.
2r-1<m<2r m(m_ 1) 2r

+00
B.I1.3.c. Montrer que la série }_ U, converge. Donner un majorant de Z U;.
r=1

B.I1.3.d. En déduire que la série }_ ( D est convergente et quel'on a:
m(m —

> Inm

B.I1.3.e. Montrer quel'on a:

1
1-— <nln
2n

1 1
1+—]<1 et Injll+—|=—.
n n

(Indication : On commencera par déterminer pour quels réels u on a les inégalités u—u?/2 < In(1+u) <
u.)

B.I1.3.f. En déduire, par récurrence sur n, qu’il existe un réel 8, € [0,1] tel que :

Inn!'=nlnn-n+1+6,Inn.

B.I1.4. Prouver, en utilisant les résultats des questions B.I1.2 et B.IL.3, que :

1
Inn—-(1+In4) < ) =P

p<sn P

B.IL.5. De méme, en utilisant les questions B.I1.2, B.IL.3 et A.IL.1.f, montrer que :

1
> BP Inn+Ina.

psn

En déduire que

> ln—p=1nn+o(1)

psn

(théoréeme de Mertens).



1
III. Le comportement asymptotique de Z —

psn

B.IIL.1. Dans cette question on établit des résultats préliminaires utiles pour la suite.

B.III.1.a. Montrer que la série }_ est convergente, que la série ). est divergente et qu'on

nin®n ninn
a
n—-1 1
——=Inlnn+01
5 kInk .
+00 d t
(Indication : On comparera les séries considérées avec les intégrales généralisées f - et
oo gy 2 tIin~t
fz tln t')
n-1
B.IIL.1.b. On considere la suite (#,) >3 définie par u, = Z Ik —Inln n. Montrer que
k=2
i)
Upsl — Uy = 0 .
L S n2Inn n2lnn
B.IIL.1.c. En déduire qu'’il existe un réel ¢ tel que
n-1
——=Inlnn+¢+o0(1
& kgt erold.
PP Inp s .
B.IIL.2. On note (¥ (n)) =2 la suite définie par w(n) = Z ——. On considere un entier n = 3.
p<n
B.II1.2.a. Montrer que
1l In(1+1/k)  w(n)
Y - v + )
p<n p =2 InkIn(k+1) Ilnn
1 6(k)ink 1
(Indication : On pourra remarquer que »  — Z o)k 1 ol 6 est la fonction caractéris-

p<nP =k Ink
tique de &2, puis utiliser la transformation d’Abel sous la forme suivante : si (a;) n>1, (bn) n>1 sont deux

n
suites numériques et si pour n = 1 on pose A,, = Z ay, alors pour tout N =2,
k=1

N N-1
Z anbn = ANbN + Z Ap(by = bp+1).)

n=1

B.IIL.2.b. Prouver, en utilisant le théoréme de Mertens, que :

LS V7o NS ( 1 )
Y nknGe+ )~ kink T \kin2 k)
In(1+1/k 1 t(k
(Indication : On commencera par écrire la fraction m sous la forme kI +(t ()k)

i) 1 1
1+¢t(k)  klnk 22k

t(k) estune suite qu'on déterminera. On montrera ensuite que k2 I k) )
n

B.IIL.3. Déduire de ce qui précede qu'il existe une constante A € R telle que

1
Y —=Inlnn+A+o().
p<n P



1 = onk n(n
B.IIL4. Montrer que pour toutn>2ona » —= y_ W, =
p<n P o klk+1) n

n
En déduire que s’il existe une constante réelle c telle que 7(n) ~; ¢ o’ alors ¢ = 1 (théoréme de
nn
Tchebychev).

IV. Une application a I'étude des entiers possédant de grands facteurs premiers

Etant donné un entier n = 2, on note P*(n) le plus grand facteur premier apparaissant dans la
décomposition en facteurs premiers de n. Par exemple, P*(50) = P*(2- 52) = 5. On s’intéresse dans
cette question a I'ensemble A constitué des entiers n = 2 vérifiant P* (n) > v/n (c’est ce qu’'on entend
par entiers possédant de grands facteurs premiers dans le titre de cette partie). Lobjectif de cette partie
est de montrer que 'ensemble A posséde une densité valant In2. En d’autres termes, si pour un réel
x =2 on pose A(x) = An|0,x] et a(x) = #A(x) le cardinal de A(x), nous allons montrer que la suite

a(n
(L) posséde une limite (on dira alors que A posséde une densité) et que cette limite vautIn2 (qui
n

n
sera donc appelée la densité de A). Ce résultat signifiera que, « moralement », il y a une proportion de
In2 = 0,69 d’entiers dans N qui possédent de grands facteurs premiers.

1
B.IV.1. En utilisant la question B.III.3, montrer que la suite ( Z —) possede une limite et donner
Vvn<ps<n p n
cette limite.

B.IV.2. Soit x = 2 un réel.

B.IV.2.a. Soient p € 22, m € N* et n = mp. Montrer que
(p=P*(M)etneAlx)) < m<p<x/m.
B.IV.2.b. Soient p, p' € &2 et m, m’ e N* tels que m < p < x/m et m’' < p’ < x/m'. Montrer que
mp=m'p < (p=p'etm=m').

B.IV.2.c. En déduire que les entiers de la forme mp avec p € &2, m € N*, et vérifiant m < p < x/m
décrivent de maniere biunivoque I'ensemble A(x).

B.IV.2.d. Prouver finalement que

X

Al

a(x) = Z min(p— 1,

psx

B.IV.3. Soit x = 1 un réel.

B.IV.3.a. Montrer que pour tout nombre premier p, on a I'équivalence

p—-1<[x/p] <= p<px),
1+v1+4x
5 .
B.IV.3.b. Montrer que v/x < @(x) < v/x + 1.
B.IV.3.c. Endéduire que a(x)= Y (p—D+ Y [x/pl.
psvx Vx<psx
(Indication : On examinera le cas ot il existe un nombre premier dans Uintervalle ]\/x, ¢ (x)] et le cas
ot il n'en existe pas.)

oup(x) =



B.IV.3.d. En utilisant les encadrements obtenus dans la partie A, démontrer que Z (p—-1)=o(x).
psvx
B.IV.3.e. En utilisant la question B.IV.1 et les encadrements obtenus dans la partie A, montrer que

>

Vx<psx

=xIn2+ o(x).

B.IV.3.f. En déduire que a(x) = xIn2 + o(x) et conclure.

FIN DE CEPREUVE



Un peu d'histoire...

La notion de nombre premier est fondamentale en arithmétique des entiers. Tres t6t dans I'his-
toire de I’esprit humain, en fait des I'antiquité, on s’est intéressé a ces nombres. On savait depuis cette
époque qu'ils étaient en nombre infini (théoréme d’Euclide?). Au cours des ages on s'est intéressé en
particulier a leur mystérieuse répartition. Il faudra réellement attendre le x1x° siecle pour qu’on dis-
pose d’idées et d’outils suffisamment sophistiqués pour mieux comprendre cette problématique.

Une premiére série d’'idées importantes sur le sujet fut introduite par Tchebychev. En 1845 Ber-
trand® conjectura que pour tout entier n = 2 il existait toujours un nombre premier compris stricte-
ment entre n et 2n. Il vérifia sa conjecture jusqu’au rang n = 3000000, mais il appartient a Tcheby-
chev de la démontrer en 1851. Pour ce faire il entreprit de trouver des encadrements (qu’'on appelle
maintenant encadrements a la Tchebychev) de la fonction 7 (n). Ces encadrements sont de la forme

a & <nn)<p & pour n = ny effectif.
L objectif était de trouver des constantes «, (3 les plus proches possibles de 1 pour pouvoir conclure. 11
y arrivera en montrant que cette inégalité est vraie pour « = 0,92 et § = 1,1. Dans la partie A de ce sujet
nous établissons un tel encadrement mais avec des constantes (a = 0,69 et § = 2,72) trop éloignées
de 1 pour pouvoir conclure sur la conjecture de Bertrand. Ceci est dii aux méthodes d’encadrement
utilisées. A ce sujet, signalons que la méthode de minoration de 7(n) proposée en A.I repose sur la
minoration effective de ppcm(l, ..., n) par 2”. Cette méthode de minoration de ppcm(l, ..., n) est ré-
cente puisqu’elle date de 1982, elle est due a Nair. La majoration de n(n) proposée en A.Il repose sur
la majoration effective de H p par4”. Cette méthode de majoration de H p estdue a Erdds” et date

psn psn

de 1939.
Les encadrements a la Tchebychev laissent suggérer I'existence d'un lien étroit, en termes de com-

n
portement asymptotique, entre 7 (n) et I En fait, il avait longtemps été conjecturé, notamment par
nn

GauR’ et Legendre, que I'on avait 'équivalence (théoréme des nombres premiers) :

n(n) ~, —.
Inn

1l appartiendra 2 Hadamard?® et de la Vallée-Poussin® de montrer (de maniéres indépendantes)
ce résultat en 1896, confirmant ainsi la conjecture. Leur approche du probleme fut la méme et utilise
I'analyse complexe. Elle repose sur I'étude sur la droite de partie réelle 1 de la fonction { de Rie-
mann '°. Pendant plusieurs années les experts, en particulier Hardy'!, ont pensé qu'une preuve du
théoréme des nombres premiers ne pouvait se dispenser de ’analyse complexe, tant il semblait que
ce théoréme était intrinsequement lié aux propriétés de la fonction {. Pourtant en 1949 Erdés et Sel-
berg!? en proposérent une preuve élémentaire (c’est-a-dire, n’utilisant pas d’analyse complexe). Da-
boussi a proposé en 1984 une nouvelle preuve élémentaire de ce théoreme. Les considérations utili-
sées dans ces preuves élémentaires sont du méme acabit que celles présentées dans ce sujet (en plus
sophistiquées bien str, vu 'ampleur du résultat démontré).

On peut considérer que le théoreme de Tchebychev dont il est question dans ce sujet fut histori-
quement I'une des premieres avancées significatives vers le théoreme des nombres premiers.
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