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Epreuve 1

Le sujet comporte cinqg parties
Notations

N désigne 'ensemble des entiers naturels et N* 'ensemble des entiers naturels non nuls.

Pour m et n deux entiers naturels, [m ; n] désigne 'ensemble des naturels k tels que m < k < n.
Z désigne 'ensemble des entiers relatifs.

@ désigne 'ensemble des nombres rationnels.

R désigne 'ensemble des nombres réels.

On note e le nombre exp(1), image de 1 par la fonction exponentielle.

On rappelle que, pour tout nombre réel x, il existe un unique entier relatif E(x) tel que

E(x) < x < E(x) + 1. Cet entier E(x) est appelé partie entiere de x.

Partie A : suites adjacentes

Etant données deux suites réelles (ay) ,en €t (by) ey, on rappelle qu’elles sont dites adjacentes sil’une
des deux est croissante, I’autre décroissante et si lirP (an—by) =0.
n—+oo

I On suppose dans cette question que la suite (a;) N €st croissante et que la suite (by,) e €St dé-
croissante.

1. Montrer que la suite (a;, — by) ,en €St monotone et en déduire que pour tout entier naturel 7,
a, < by.

2. Justifier que les suites (ay) ,en €t (D) ey SONt convergentes vers une méme limite ¢ vérifiant :
VneN, a,<l<by,.
3. On suppose de plus les suites (a,) ,en €t (D) en Strictement monotones. Montrer que :

VneN, a,</?<by.

L |
IL. Pour tout entier naturel n non nul, on pose a; = Z = etb,=a,+
p=0 P

1. Montrer que les suites (ay) ,ens €t (by) nens SONt adjacentes.

1 1
2. Démontrer que pour tout entier naturel » non nul, e—a, = g f (1-p"e"dt.
n: Jo
Indication : on pourra procéder par récurrence.

1

3. En déduire que pour tout entier naturel n nonnul, 0 <e - a, < —
nx n!

En déduire la limite de la suite (a,) ens-

Indication : on pourra étudier les variation de la fonction r— (1 - 1)e’.
4. En déduire une valeur de 7 telle que a,, soit une valeur approchée de e 2 10~° preés.
5. On suppose que e est un nombre rationnel.

a. Montrer qu'il existe un entier naturel non nul g tel que le nombre eq! soit un entier naturel.
9 1 .
b. Montrer que x = g!|e— Z — | estun entier naturel.
p=0 p:
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c. Montrerque0< x< 1.
d. Conclure.

Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle ouvert I contenant 0. On rappelle que
f est dite développable en série entiere au voisinage de 0 s'il existe un nombre réel R > 0 et une suite
(an) n>0 de nombres réels tels que | — R ; R estinclus dans [ et :

+00
Vx€]-R; R, fx)=)_ anx".
n=0

III.

1. Démontrer que la fonction x — l—est développable en série entiére au voisinage de 0.
+x
Préciser son développement et donner le rayon de convergence de cette série entiére.

2. Justifier que, pour tout nombre réel x dans l'intervalle | - 1; 1[,

xk+1
k+1

+00
In(1+x) =) (-D*
k=0

On énoncera avec soin le théoreme utilisé.
n xk+1
3. Pourx€[0; 1] et n €N, on pose S;(x) = Z(—l)k .
=0 k+1

Démontrer que les deux suites (S2;, (X)) yen €t (S2,+1 (X)) neny SONt adjacentes.

4. En déduire que, pour tout entier naturel z et tout nombre réel x dans I'intervalle [0; 1],

Son+1(x) <In(1 + x) < S2p(x).

5. En déduire que, pour tout entier naturel 7,

S2n+1(1) <In(2) < S2, (D).

6. D | +00 (_1)k
. Dé t 2) = .
émontrer que In(2) kg'o 1

Partie B : écriture d'un entier en base deux

Le but de cette partie est de démontrer que tout entier naturel N supérieur ou égal a 2 s’écrit de
maniére unique

n-1
N=Y dp2F avec n>2et

{ Vke[0; n-1], drefo,1},
k=0

dp-1=1.
L'égalité précédente senote N = d,—1dy—2 ... dp (écriture de N en base deux) ; la suite finie (di)or<n-1
s’appelle la suite des chiffres dans I'écriture de N en base deux.

Dans toute cette partie, N désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

n-1
IV. On suppose que N = Z dp2F avec Vk e [0; n—2], dx€{0,1} et dy_1=1.
k=0

1. Montrer que 2" ' < N<2" 1.

2. Montrer que d est le reste de la division euclidienne de N par 2.
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3. Démontrer que la suite (d, ..., d,—1) est déterminée de maniére unique.

V. On définit deux suites d’entiers (yy) ren €t (di)ken PAr yo = N et pour tout entier naturel k, yg,; et
dy désignent respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de yj par 2.

1. On fixe k € N*. Exprimer N en fonction de k, dy, ..., di_; et yk.

2. Démontrer que la suite (yx) wen €stnulle a partir d'un certain rang et qu’il existe un entier n > 1
tel que dy,—1dy—2 ... dp soit'écriture de N en base deux.

3. Ecrire un algorithme qui, pour tout entier naturel N supérieur ou égal 2 donné, renvoie la suite
(do, di, ..., dn—1) des chiffres de son écriture en base deux.

4. Ecrire en base deux le nombre qui s'écrit 391 en base dix.

VI. On se propose a présent de calculer le nombre N qui s’écrit dj,—1d;,—2 ... dp en base deux.

1. Premiere méthode : méthode « naive ».
n-1
On écrit N = Z dek. Combien d’opérations (additions et multiplications) doit-on effectuer
k=0
a priori pour calculer N avec cette méthode?
2. Deuxieme méthode : méthode de Horner.
Onécrit N= ((((dp-1 x2+dp—2) x2+dp_3)x2+...)x2)+dy.
Combien d’opérations (additions et multiplications) doit-on effectuer a priori pour calculer
N avec cette méthode?

3. Ecrire un algorithme qui, pour toute suite de chiffres (dj, ..., d,-1) donnée, renvoie la valeur
de N calculée al’aide de cette deuxieme méthode.

4. Quel est le nombre dont I'écriture en base deux est 101001000100001 ?

Partie C : nombres dyadiques

Lensemble D; = {2% ;aeZ, pe N} est appelé ensemble des nombres dyadiques. On note D I'en-

semble des nombres dyadiques positifs ou nuls.
VII. Montrer que Z est strictement inclus dans D, et que D, est strictement inclus dans Q.

. 1
Indication : on pourra montrer que 3 € Ds.

VIIL. Soit x € D \N. On se propose de démontrer qu’il existe un unique entier n > 1 et une unique
suite (ag, ay, ..., a,) avec ap € N et (ay, ..., ay) € {0, 1}" tels que

n
x=) a2, avecan, #0.
k=0

Le membre de droite de cette égalité s’appelle le développement dyadique de x.

1. Onsuppose qu'une telle suite existe. Montrer que ay = E(x) puis montrer que la suite (ao, ai, ..., an)
est déterminée de maniere unique.

2. On souhaite a présent montrer I'existence d’une telle suite. A 'aide de la partie précédente,
montrer I'existence d'un entier do, d'un entier p > 1 etd’'une suite de nombres entiers dy, ..., dp-1
égaux a 0 ou 1, non tous nuls, tels que

p-1
x=ag+ Yy dp2kP.
k=0

3. Conclure.

35
IX. Donner le développement dyadique de T
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Partie D : développement dyadique illimité

On appelle suite dyadique toute suite (ay)ens OU pour tout k € N, ay est un élément de {O, 1}. De
plus :
— une suite dyadique (ay)gens €St dite impropre s'il existe un entier m € Nx* tel que pour tout
k>m, ap=1;
— une suite dyadique (ag) pens €St dite propre si elle n’est pas impropre.
X. On suppose que a = (ay) gens €St une suite dyadique.

1. Démontrer que la série de terme général a; 2% est convergente. On note sa somme
+00
s@=Y ap27%.
k=1

+00
2. Soit N un entier naturel. Que vaut Z 27k
k=N

. Vérifier que s(a) € [0; 1].
. Montrer que si a est une suite dyadique propre, alors s(a) € [0; 1[.

. Montrer que si a est une suite dyadique impropre, alors s(a) est un nombre dyadique.

[=2 ) B R

. Soit a = (ay) kens 12 suite définie par
0 si kestimpair
ajp = . .
1 si kestpair
1
Montrer que s(a) = §
XI. Soit x un nombre dyadique compris dans I'intervalle [0, 1[.

1. En utilisant les résultats de la partie C, montrer qu’il existe une suite dyadique propre a telle
que

+00
x=Y ap27".
k=1

2. Montrer que si x est non nul, alors il existe également une suite dyadique impropre b telle que
+00
X = Z ka‘k.
k=1
XII. Dans cette question, on considere un nombre réel x appartenant a I'intervalle [0; 1.
On lui associe la suite a(x) = (@i (X)) rens« définie pour tout k € N* par 1'égalité
ap(x) = E(ka) _2E (zk‘lx).

n
Pour tout n € N*, on pose u,(x) = ak(x)z_k et v,(x) = uy(x) +27",
k=1

1. Démontrer que la suite (a (X)) rens+ €St une suite dyadique.

2. Démontrer que les deux suites (14, (X)) rens €t (V5 (X)) kens SONt adjacentes et prennent leurs
valeurs dans Do N [0; 1].

3. Vérifier que E (2" x) = 2" u,(x) et en déduire que pour tout entier naturel n > 1,

Un(x) < x < vu(x).

4. Quelle est la limite commune des suites (1, (X)) xens €t (Vn (X)) kens
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5. Montrer que (a(x)) gens €St une suite dyadique propre et que

+00
x=Y apx27*
k=1

6. En déduire que pour tout nombre réel x dans l'intervalle [0; 1], il existe une unique suite dya-
dique propre (ay(x)) rens telle que :

+00
x=Y ap27*.
k=1

On note alors

x=0,a1azas...

Cette nouvelle représentation de x est appelée la représentation dyadique propre de x.
Sila suite (ay(x)) xen« €St nulle a partir d'un certain rang, on dit que la représentation dyadique
de x est finie.
7. Sid = (dy)ens €St une suite dyadique propre, on note x = s(d) et d’ = (dy+1) nens -
Justifier que dy = E(2x) et s(d') = 2x—d,.
En déduire un algorithme qui prend en entrées un nombre réel x € [0 ; 1[ et un entier n € N
et qui renvoie la liste des n premiers chiffres du développement dyadique propre de x.
On admettra I'existence d'une fonction floor qui renvoie la partie entiére de son argument.
XIII. Démontrer que D, N [0; 1] est dense dans [0; 1]. En déduire que D est dense dans R.
XIV. Démontrer que R\ D, est dense dans R.
Indication : on pourra utiliser la question VIL.

XV. Soit x un nombre réel dans 'intervalle [0; 1[ dont un développement dyadique, propre ou im-
propre, est0,a1azas....

1. Quel est le développement dyadique de 1 — x?
2. Onsuppose que 2x € [0; 1[. Quel est le développement dyadique de 2x?

Plus généralement, quel est le développement dyadique de 2’ x, lorsque [ est un entier relatif
et que 2lxe [0;1]2

2
3. Donner le développement dyadique de 3
Partie E : suite extraite de la suite (cos(7710)) ;,cn
XVI. Dans cette question, 6 désigne un nombre réel strictement positif. On pose

¢, = cos(nnB), S =sin(nnb).

1. Vérifier que pour tout entier naturel n,

Cn+1+Cn-1 = 2cpcos(mh),
Cn+1—Cn-1 = —28psin(m0),
2,2 _
c,+s, = L

2. En déduire que la suite (c,) ey converge si et seulement si 6 est un entier relatif pair.
Indication : on pourra raisonner par disjonction de cas, suivant la valeur de cos(n0).
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XVII. On s'intéresse a présent a la suite (czn) ,en €xtraite de (¢p) yen-
Pour tout entier naturel n, on pose :

Un = con = cos (2" 76).

1. On suppose (dans cette question uniquement) que 6 est un nombre dyadique.
Quelle est la nature de la suite (i) ,en?

2. On suppose (dans cette question uniquement) qu'’il existe un nombre dyadique x tel que

1
O0=x+~-.
3

Quelle est la nature de la suite (u,) en ?
3. On suppose (dans cette question uniquement) qu'’il existe un nombre dyadique x tel que
2
O0=x+-.
3
Quelle est la nature de la suite (i) ,en?
4. Justifier que, pour tout entier naturel n, u,.; = Zufl -1.

5. Lorsque la suite (u,),en converge vers ¢, quelles sont les seules valeurs possibles pour le réel
02
6. Soit (an) ,ens 1a suite définissant le développement dyadique propre de 6 — E(6).

Montrer que, quel que soit I'entier naturel #, il existe un entier relatif k,, et un réel ,, apparte-
nant a l'intervalle [0; %] tels que :

a
2"9=2kn+an+”T+l+en.

7. Démontrer que :
— siay = ap+1, alors u, >0;
— siay # ans1, alors u, <O0.
Puis que :
— siu,>0,alors a, = a,+1;
— siu, <0, alors a, # an+1.
8. On suppose que la suite (1) ,cn cOnverge vers un nombre réel £ > 0.
Montrer qu’a partir d'un certain rang, a, = 0.
En déduire que 0 est un nombre dyadique.

9. On suppose que la suite (1) ,eny converge vers un nombre réel £ < 0.

' s . . 1 2
Montrer qu’a partir d'un certain rang, a1 # a,. En déduire que 6 — 3 ouf - 3 est un nombre
dyadique.

XVIIL Enoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante pour que la suite ( ;) ,en COnverge.
On justifiera ce résultat et on précisera le cas échéant la valeur de sa limite.
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