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0 CAPLP externe 2012 et CAFEP /

Durée de l’épreuve : 5 h. La calculatrice est autorisée.

Le sujet est constitué de trois exercices indépendants.

Le premier exercice est un test vrai-faux avec justification.

Le deuxième exercice est un problème d’analyse comportant la recherche des solutions d’équa-

tions différentielles, l’étude d’une fonction puis d’une suite numérique.

Le troisième exercice porte sur l’étude de transformations géométriques à l’aide des nombres

complexes.

Exercice 1

Préciser si chacune des propositions suivantes est vraie ou est fausse puis justifier la ré-
ponse.

1. Soit (a,b,c ,d )∈ R4. Si a 6 b et c 6 d alors a −d 6 b −c .

2. Soient deux réels a et b tels que ab > 0. Alors ln(ab)= ln a + lnb.

3. La courbe représentative d’une fonction continue de R vers R peut avoir une tangente
verticale.

4. Soient a et b deux réels tels que a < b. Si f est une fonction définie, dérivable sur
l’intervalle [a ; b] et s’il existe un réel x0 appartenant à ]a ; b[ tel que f ′ (x0) = 0 alors la
fonction f change de variations au moins une fois sur l’intervalle [a ; b].

5. Si une suite numérique (un)n∈N est telle que pour tout entier naturel n, un 6= 0 et :
un+1

un
> 1, alors cette suite est croissante.

6. Si une suite numérique (un)n∈N est telle qu’il existe un nombre réel k ∈]0 ; 1[ et un
nombre réel α tels que pour tout entier naturel n, |un+1 −α| 6 |un −α| alors la suite
(un)n∈N converge vers α.

7. On admet que pour tout k ∈N
⋆,

1

k +1
6 ln(k +1)− ln k 6

1

k
.

La suite (Hn)n∈N⋆ définie par : ∀n ∈ N
⋆, Hn =

n
∑

k=1

1

k
, tend vers +∞ quand n tend vers

+∞.

8. Soient a et b deux réels tels que a < b. Si f est une fonction définie, continue par

morceaux et positive sur l’intervalle [a ; b] et si
∫b

a
f (t ) dt = 0 alors f est nulle sur

l’intervalle [a ; b].

9. La durée de vie d’un composant électronique est représentée par une variable aléa-
toire X . On suppose que X suit la loi exponentielle de paramètre λ (λ> 0). Alors pour
tout réel t strictement positif, PX>t (X > t +10) ne dépend pas du réel t .

10. On désigne par Y la variable aléatoire égale au gain algébrique d’un jeu. La loi de pro-
babilité de Y est donnée dans le tableau suivant :

Valeur prise par Y −10 −7 0 3 12 16
Probabilité 0,15 0,25 0,20 0,20 0,15 0,05

Alors le jeu ainsi proposé est équitable.
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Exercice 2

On considère les deux équations différentielles suivantes, notées (E1) et (E2) :

(E1) : x y ′
+ (1−x)y = 1 définie sur I1 =]−∞ ; 0[

(E2) x y ′
+ (1−x)y = 1définie sur I2 =]0 ;+∞[.

A. Résolution

1. Pour chaque équation différentielle proposée, donner les solutions de l’équation ho-
mogène associée.

2. On considère la fonction ϕdéfinie sur I1 par :ϕ(x)=C (x)
ex

x
où C désigne une fonction

de classe C1 sur l’intervalle I1 =]−∞ ; 0[.

a. Déterminer la forme des fonctions C pour que la fonction ϕ soit une solution
particulière de (E1) sur l’intervalle I1 =]−∞ ; 0[.

b. Montrer que les solutions de (E1) sont de la forme :

y : x 7−→ y(x)=
K1ex −1

x

où K1 ∈R.

3. Donner sans justification la forme des solutions de l’équation (E2).

4. Soit K ∈R.

Montrer que la fonction Φ définie sur R⋆ par : Φ : x 7−→
K ex −1

x
admet une limite finie

en 0 si et seulement si K = 1.

B. Étude d’une fonction

On considère la fonction f définie
sur R par :






f (x) =
ex −1

x
si x 6= 0

f (0) = 1.

La courbe représentative de la fonc-
tion f est donnée ci-contre

0 1 2 3 4 5−1−2−3

5

10

15

20

25

30

x

y

Afin d’étudier le comportement de la fonction f , on utilise un tableur et on obtient les résul-
tats suivants.
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A B C D E F G

1 x f (x)

2 1 1 1,71828183 0,71828183 0,71828183

3 2 0,1 1,05170918 0,05170918 0,51709181

4 3 0,01 1,00501671 0,00501671 0,50167084

5 4 0,001 1,00050017 0,00050017 0,50016671

6 5 0,0001 1,00005 5,0002E-05 0,50001667

7 6 0,00001 1,000005 5E-06 0,5000007

8 7 0,000001 1,0000005 4,9996E-07 0,49996218

9 8

10 9 -1 0,63212056 −0,36787944 0,36787944

11 10 -0,1 0,95162582 −0,04837418 0,4837418

12 11 -0,01 0,99501663 −0,00498337 0,49833749

13 12 -0,001 0,99950017 −0,00049983 0,49983338

14 13 -0,0001 0,99995 −4,9998E−05 0,49998333

15 14 -0,00001 0,999995 −5E−06 0,49999828

16 15 -0,000001 0,9999995 −5,0002E−07 0,50001569

17

1. Étude locale de la fonction f

a. Quelle conjecture sur la fonction f les informations contenues dans les colonnes
B et C du tableau permettent-elles de faire? Cette conjecture est notée C1.

b. Écrire les formules concernant les cellules E2 et F2 ainsi que E3 et F3.

c. Que représentent les nombres qui apparaissent respectivement dans les colonnes
E et F ?

d. Quelle conjecture concernant la fonction f les informations contenues dans la
colonne F permettent-elles de faire? Cette conjecture est notée C2.

2. Démonstration des conjectures C1 et C2

a. Montrer que le développement limité de la fonction f en 0 à l’ordre 2 est donné
par :

f (x) = 1+
1

2
x +

1

6
x2

+o
(

x2) .

b. Démontrer les conjectures C1 et C2.

3. Conjectures établies à partir de la courbe représentative de la fonctionf

a. À l’aide de la courbe représentative fournie page 2, que peut-on conjecturer sur
la branche infinie de la représentation graphique de la fonction f en −∞?

b. De même, que peut-on conjecturer sur la branche infinie de la représentation
graphique de la fonction f en +∞?

c. Démontrer ces deux conjectures.

4. Étude des variations de la fonction f

a. Montrer que la fonction f est dérivable en tout point de R.
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b. Montrer que : ∀x ∈ R
⋆, f ′(x) =

g (x)

x
, où g est une fonction définie sur R que

l’on déterminera.

c. En déduire les variations de la fonction f et donner son tableau de variations.

C. Étude d’une suite numérique

On considère la fonction k définie sur R par : eX -1







k(x) =
ex −1

x
−1 si x 6= 0

k(0) = 0.

On considère également la suite (un)n∈N définie par u0 = 1 et ∀n ∈N, un+1 = k (un).

1. Donner le tableau de variation de la fonction k .

2. Montrer que 0 < u1 < u0.

3. En déduire que : ∀n ∈N, 0< un+1 < un .

4. Montrer que la suite (un)n∈N est convergente.

5. On note L la limite de la suite (un)n∈N.

a. Montrer que 0 < L < 1 et L = k(L).

b. Montrer que (L = 0) ou
(

L ∈]0 ; 1[ et eL = L2 +L+1
)

. En étudiant les variations de
la fonction w définie sur [0; 1] par w (x) = ex −

(

x2 +x +1
)

, montrer que : ∀x ∈

]0 ; 1[, w (x) 6= 0.

En déduire la valeur de L.

Exercice 3

On note C l’ensemble des nombres complexes, et P le plan complexe rapporté à un repère

orthonormé
(

O,
−→
u ,

−→
v

)

d’unité 4 cm.

Toutes les constructions demandées se feront dans le plan rapporté à ce repère

On appelle i le nombre complexe de module 1 et d’argument
π

2
.

À chaque question, il est possible d’utiliser les résultats des questions précédentes même
s’ils n’ont pas été établis.

Partie A

Dans cette partie, f désigne l’application de C
⋆ dans C⋆ qui, à tout nombre complexe z non

nul, associe le nombre complexe z ′ défini par :

z ′
=

1

z

et F désigne la transformation géométrique associée qui, à tout point M d’affixe z, associe le
point M ′ d’affixe f (z).
On note M1 le symétrique du point M par rapport à l’axe (Ox).
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1. Pour tout point M du plan P distinct du point O, montrer que OM ×OM ′ = 1 et que le
point M ′ appartient à la demi-droite [OM1).

2. Montrer que l’application f est involutive, c’est-à-dire que, pour tout nombre com-
plexe z non nul, f ◦ f (z) = z.

3. Soit z un nombre complexe non nul. On note z = x+ iy et z ′ = f (z) = x ′+ iy ′, où x, y, x ′

et y ′ sont des nombres réels. Exprimer x et y en fonction de x ′ et de y ′.

4. Image d’une droite par F

a. Soit D1 la droite d’équation 2x +2y +1 = 0.

Montrer que l’image de la droite D1 par F est l’ensemble C1 d’équation x2 + y2 +

2x −2y = 0, privé du point O.

Déterminer la nature de l’ensemble C1 et préciser ses éléments caractéristiques.

Construire D1 et C1.

b. Cas général

Soit D une droite d’équation ax +by + c = 0, où a et b sont des réels non tous
deux nuls.

Donner une équation de l’ensemble Γ tel que l’image de la droite D privée du
point O par F est l’ensemble Γ privé du point O.

En déduire que, dans le cas où c est non nul, Γ est un cercle que l’on note C .

Préciser le rayon du cercle C et les coordonnées de son centre, noté Ω, en fonc-
tion de a,b et c .

c. Déduire de la question 4. b. que, dans le cas où c = 0, Γ est une droite d’équation
ax − by = 0, que l’on note ∆. Préciser la transformation S du plan telle que la
droite ∆ soit l’image de la droite D par S.

d. Construire la droite D et le cercle C pour a = 1, b = 0 et c =−2.

e. À l’aide des résultats précédents, donner une équation de l’ensemble D2 dont
l’image par F est l’ensemble Γ2 d’équation x2 + y2 − y = 0, privé de O.

Construire ces deux ensembles.

Partie B

Application : diagramme de Smith

Dans l’étude du déplacement dans un conducteur d’une onde électrique avec présence d’une
onde réfléchie, on est amené, en électronique, à étudier un nombre complexe z représentant
une impédance réduite. z s’exprime sous la forme z = x+ iy où x représente la résistance ré-
duite et y la réactance réduite.
Pour l’étude de cette impédance, on travaille sur un nombre complexe z ′ défini par :

z ′
=

z −1

z +1
z est différent de −1).

Dans cette partie, f désigne l’application de C {−1} dans C {−1} qui, à tout nombre complexe

z différent de −1, associe le nombre complexe z ′ défini par z ′ =
z −1

z +1
et F désigne la transfor-

mation géométrique associée à f qui, à tout point M d’affixe z, associe le point M ′ d’affixe
z ′ = f (z).
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1. Montrer que, pour tout nombre complexe z différent de −1, z = 1−
2

z +1
.

2. On note z = x + iy et z ′ = f (z) = x ′+ iy ′, où x, y, x ′ et y ′ sont des nombres réels.

Montrer que : x =
−x ′2 − y ′2 +1

(x ′−1)2 + y ′2
.

3. On appelle ∆a la droite d’équation x = a, où a est une constante réelle positive ou
nulle.

a. Cas a = 0

Montrer que Γ0, image de la droite ∆0 par F , est le cercle de centre O et de rayon
1, privé du point A d’affixe 1.

b. Cas a = 1

Montrer que Γ1, image de la droite ∆1 par F , est le cercle de centre Ω1 d’affixe

ω1 =
1

2
et de rayon RI 1 =

1

2
, privé du point A d’affixe 1.

4. Cas général

On admet que Γa , image de la droite ∆a par F , est un cercle de centre Ωa d’affixe ωa =
a

a +1
et de rayon Ra =

1

a +1
privé du point A d’affixe 1.

Pour concevoir des réseaux d’adaptation d’une source d’impédance complexe à une charge

d’impédance complexe on utilise l’abaque de Smith. Cet abaque représente les images

des droites ∆a d’équation x = a pour a allant de 0 à 20 (a désignant des résistances

réduites) et les images des droites Db d’équation y = b pour b allant de −20 à +20 (b dé-

signant des réactances réduites) par la transformation géométrique F . Ces images per-

mettent de représenter l’impédance réduite z.

Le graphique fourni en annexe représente une simplification de l’abaque de Smith.

On a représenté sur ce graphique les points Z0 et Z1 représentant les impédances ré-
duites respectivement égales à (0+0,4i) et à (1+2,5i).

a. Placer sur ce graphique le point Z2 représentant l’impédance égale à 3+2,5i.

b. Expliquer la construction précédente.

Note : les notations habituellement utilisées en électronique sont différentes mais les nota-
tions usuelles en mathématiques ont été privilégiées afin de faciliter la lecture.
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ANNEXE à rendre avec la copie

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0−0,2−0,4−0,6−0,8−1,0−1,2−1,4−1,6−1,8−2,0−2,2−2,4
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O

b

b

b

Arc de cercle des réactances réduites
constantes égales à 2,5

Arc de cercle des réactances réduites
constantes égales à 1

Arc de cercle des réactances réduites
constantes égales à 0,4

Ω1

Z0

Z1

A

Arc de cercle des réactances réduites
constantes égales à 0
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