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Corrigé de l'exercice 1

1. Laffirmation est fausse puisque la suite u définie pour tout entier naturel n par
1 n
Up = -3 est une suite convergeant vers 0 alors qu’elle n'est pas monotone a
cause de 'alternance de son signe.

2. Laffirmation est fausse : par exemple, si on prend f(t) = t> -1 = g(t), alors la
courbe paramétrée par f et g est la demi-droite d’origine A(—1; —1) passant par
l'origine et cette demi-droite n’est pas symétrique par rapport a 'axe des ordon-
nées.

3. Laffirmation est exacte puisque f est dérivable par théorémes généraux sur R et
de plus, pour x #0, on a

- f(
f(JC) f():\/mmo

x-0
ce qui prouve que [ est dérivable en 0 et que f'(0) = 0.
4. Laffirmation est fausse puisque si f est la fonction définie par f(x) = 1 —2x,

alors f est bien continue sur [0; 1], d’'intégrale nulle sur [0; 1] mais f n’est pas
constamment nulle sur [0; 1].

Corrigé de 'exercice 2

1. Etude de la foncti tell =—
ude de la fonction f telle que f(x) n)

a. Puisqueln(x) =0 <= x =1, f estdéfinie sur D =]0; 1{uU]1; +ool.

b. Puisque x 0 et que In(x)

—o00, alors on sait que
N

x—0% x—0
flx) = ﬁ o 0 = f(0) donc f est continue a droite en 0.
- f( 1
c. Ona, pour x >0, [ = 1O = 0 donc f est dérivable a droite en
x—0 In(x) x—o+
0.
- , In(x) -1
d. f estdérivable sur D =]0; 1[U]]l; +oo[etonaVxe D, f'(x) = W Ona
n“(x

donc f'(x) >0 < In(x) >1 < x> e. Ainsi, f est décroissante sur ]0; 1],
sur |1; e[ et est croissante sur e ; +oo[. On a

fle)=e;
)61111()1+ f(x) = f(0) =0 puisque f est continue en 0;

X . -
flx) = 0o —,— ~oopuisque In(x) P 0 ;
flx)= - +00 puisque In(x) — 0%*;
fl) = +00 par croissances comparées.

In(x) x—+oc0
D’ou le tableau suivant :
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X 0 1 e +oqg
flx) o - - t*) +
0 00, +od
—c0 o
2. Etude dela suite v telle que vg=3 et VrneEN, v, = L.
In (vy)

a. Posons P(n) : «v, >e». Alors:

e aurang n =0, on abien vy > e puisque e = 2,718 2 1073 pres. Ainsi P(0) est
vraie.
e si,aunrangn >0, ona v, > e, alors, puisque f est croissante sur [e; +ool,
ona f (v,) > f(e) soit v,41 >e.
Puisque la propriété P est vraie au rang 0 et qu’elle est héréditaire a partir de
ce rang, on sait donc qu’elle est vraie a toutrang n > 0, i. eVneN, v, > e.

b. On a, pour tout entier naturel n : v, > e doluIn(v,) > 1 puis 0 < mon <
n (v,
v
et enfin ﬁ < vy, ce qui assure que la suite v est décroissante. Comme elle
n(vy

est de plus minorée par e, on sait alors qu’elle converge vers une limite ¢ > e.
Puisque f est continue sur [e ; +oo[ et que Vn € N, v,+1 = f (vy,), on a, par

soit /In(¥) = ¢

passage a la limite quand » tend vers plus l'infini, ¢ = )
n
donc ¢(In(¢) —1) = 0 soit £ =0 ou ¢ = e. On a donc ¢ = e puisqu’on sait que
{>e.
Au final, la suite v converge vers e.
c. Onsait déja que Vx >e, 0 < f'(x). De plus
, 1 In(x)-1 1 2 2
ff)<- = — <- = 4nx)-4<In“(x) < In“(x)-4In(x)+4 >
4 In“(x) 4
0 < (In(x)—2)>>0

1
ce qui est vrai etdoncona Vx >e, 0< f/(x) < 7

d. Plusieurs versions sont acceptables dont les suivantes :

— Soit une fonction f de [a ; b] dans R, continue sur [a ; b], dérivable sur
la; b[, ot a < b. S'il existe deux réels m et M tels que Vx €la; b[, m <
fx)<M,onaalors mb—a)< f(b)— f(a) < M(b-a).

— Soit une fonction f de [a ; b] dans R, continue sur [a ; b], dérivable sur
la; bl.S'il existe unréel Atelque Vx €la; bl, | f'(x)| < A, onaalors|f(b)—
f@l<Alb-al.

— Soit I un intervalle. Soit f une fonction de I dans R dérivable sur /.

S'il existe deux réels m et M tels que Vx € I, m < f'(x) < M, on a alors,
pourtousréelsaetbde Itelsquea< b : m(b—a) < f(b)—f(a) < M(b—a).

— Soit I un intervalle. Soit f une fonction de I dans R dérivable sur /.

S'il existe un réel A tel que Vx € I, |f'(x)| < A, on aalors |f(b) — f(a)| <
Alb — a| pour tous réels a et b dans I.
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e. La fonction f est continue sur D et donc elle I'est sur [e; v,] c]1; +oo[. Elle
est aussi dérivable sur D donc sur Je ; v,[. On sait enfin que Vx]e; v,l,

1
If' ()] < n Par application de I'inégalité des accroissements finis, on a donc
1 . .
VneN, |f(vn)—f(e)| < 1 lv,—e| soitenfaitVneN, |v,.1—el < |v,—el

1
Posons alors P(n) :«|v,—e| < 7 ».

1
e aurangn=0,onabien|yy—e|=|3-¢e/|<3-e=1= 0 donc la propriété
P est vraie au rang 0.

, . 1 N .
¢ Supposons que l'on ait |v, —e| < T vraie a un rang n > 0. Alors, on sait

1 1 1

1
que |vp41 — el < Zlvn_e| etdonc |v,+1 —€l < 15 an T et

La propriété P est donc héréditaire a partir du rang 0.

On a donc prouvé par récurrence sur n que VneN, |v, —e| < 4—n
f. v, estune valeur approchée de e 2 au moins 10'? preés si |v,, —e| < 1072, Ceci

L 1 -
est vrai des que n <1072, 0r

1
4n

b R 12In(10) _
<10 — 4" >10"“ < nln4) >12In(10) < n> T @ ~19,93.
n

Finalement, pour n > 20, on a

1
<—<10712

1
lvn—els 7 < 73

ce qui signifie qu’a partir du rang n; = 20, v, est une valeur approchée de e a
au moins 107'2 pres.

3. Solutions d’'une équation différentielle
!/

1
a. Onasur K, z=—douz = _Lz' Le fait que z vérifie (E) débouche alors sur le
y y
fait que y vérifie I'équation différentielle linéaire du premier ordre : x?y'(x) +
xy(x)=1.

b. Puisque x # 0 sur K, I'équation homogene (H,) : x?y'(x) + xy(x) = 0 est équi-
1

valente a y'(x) + — y(x) = 0 sur K et admet donc sur K pour solutions les fonc-
X

tions yy données par
1 C
yr(x) = Cexp (f p dx) = Cexp(—Inx) = ot

On cherche alors une solution particuliere de x?y’(x) + xy(x) = 1 qui soit de la
h(x)

forme y(x) =
1
On aboutita #'(x) = p et donc h(x) = In(x) convient.

C+l1
Les fonctions y solutions de (E») sur K sont donc de la forme y(x) = 711()6)

avec C constante réelle quelconque.
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Sion pose a = e€ >0, on a C = In(a) et donc les solutions y de (Ey) vérifient
In(a) +In(x) In(ax)
yx) = = =

= ga(x)-
Pour x appartenanta K et pour @ > 1, on a g,(x) =0 < In(ax) =0 <

ax=1 << x=

Or, pour @ > 1, — < 1 etdonc, dans ce cas, la fonction g, ne peut pas s’annuler

RImg |-

sur]l; +ool.

c. La courbe (Fg) d’'une fonction g quelconque est I'image par I'homothétie de
centre O de rapport A de la courbe (I'¢) d’une fonction f quelconque si cette
homothétie i envoie tout point M(x; f(x)) de la courbe de f en un point de
la courbe de g. Or, k(M) est le point N(Ax; Af(x)). Ce point sera donc sur la
courbe de gsiona Af(x) = g(lx).

En fait, ceci traduit seulement le fait que / (I'f) < I'g mais I'inclusion inverse
découle du fait que la relation A f(x) = g(A1x) donne, en posant

A
Or, icion a fi(ax) = % = a fy(x) donc 6, est 'image de 6, par 'homo-
thétie de centre O et de rapport a et donc €, est'image de 6, par 'homothé-

1 1
x'=Ax, Ig(x’) = f(—x’), ce qui signifie que h™!(T'y) < I'pdoulgch(ly).

tie de centre O et de rapport — .
a

Corrigé de 'exercice 3
1. a. Cette famille est libre (vérification a 'aide de la définition ou utilisation du
rang ou utilisation du déterminant) et comporte trois éléments d’'un espace
vectoriel de dimension 3 (R en I'occurence ici). 1l s’agit donc d’une base de
R*.
b. On obtient que

0 6 0
Q*=|-10 14 -2
-2 4 2
12 24 0
Q3=|-40 44 -8|=40Q*-12L.
-8 16 -4

2_3_ . L in_n2 _
c. Onadonc4Q? - Q® = 1215 soit encore Q x > [4Q0-Q?]| x Q = I3 donc Q est

bien inversible et

N

1
Q=1 (40-Q%)=

W = N
—
—

d. On observe que

—

t t t t t t
Ax" U =-2%x" U1 Ax" up =4%x" Uup Ax" uz =0x" ug
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Ainsi, f(;) = —2;, f(z) = 4;2), f(z) =0 ce qui signifie bien que les

vecteurs u;, Uy et us sont des vecteurs propres de f. On a ainsi:

-2
A =

S &~ O

0
0 0].
0 0
e. Il s’agit de la formule de changement de base pour la matrice d'un endomor-
phisme : A’ = Q"1 AQ.
f. On obtient par récurrence sur n que A” = QA" Q1.

1 0
2. a. OnaTy=|0|etTh=|1].
0 0

1
b. On obtient M = ZA'

c. Pour un entier naturel n fixé, les évenements {X,, = 1}, {X;, = 2} et {Xn = 3}
forment clairement un systeme complet d’événements et donc on peut utili-
ser la formule des probabilités totales : pour tout évéenement U, on a:

PU) =P({Xp =1NPWUNHX, = 1D+ PUX, =2DPUNHX, =2} +

P{X, =3DPUNX, =3} =

A x P(UNX, =1} + by x PWUI{X, =21 + ¢y x PWU1{X, = 3}).

Si on applique cette formule succésivement a I'événement {X,,; = i} pour
i=1, 2, 3 on obtient que

1 1 1
an+1 = an bpi1=an+ Ebn +Cn Cp+1= an

ce qui donne immédiatement Ty, = M T,.
d. On a donc (par récurrence immeédiate), pour tout entier n,

1
Tp=M"Ty= - A"To.

e. On obtient que

2(~1)" +2"

n=——u 22 —4(-1)"

X @\ apyn 4o
=P(Xy=1)= [2(—1)"+z"]—1[2(—1)n+1 1
ap = n= _6><(2n) _6 2 n—too 6
1 1 1\ 2
p=P(X,=2)= 212 _ g1yt :_[4_4(__) _ .2
bn =P = e | D=3 2) | noreo 3
Cn=P(Xy=3) = [z(—1)"+zn]—l[z(_l)n+1 L
T e x (2m) "6 2 n—too 6

f. On obtient que

E(X)=1xP(Xp=1)+2xP(X,=2)+3xP(X,=3)=2

Corrigé de 'exercice 4
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1. On obtient, apres calcul, que
90)=3<pA)=pB)=¢pC)=1 +2V2 puisque 1 < V2.

2. La quantité ¢ (M), en tant que somme de longueurs, est toujours positive ou nulle
et donc sa valeur minimale I'est également, i. e. m > 0.

Par définition d'un minimum, on a m < ¢ (M) pour tout point M de 'espace. On
a donc notamment m < ¢(O) soit m < 3.

Enfin, si ¢ réalise son minimum m en P, on a m = ¢(P) = OP+ AP+ BP + CP.
Comme m < 3, onadonc

OP=m—-AP-BP-CP<3-AP-BP-CP<3.

puisque les longueurs AP, BP et CP sont positives ou nulles.
3. a. Onaimmeédiatement r(0) = O, r(A)=C, r(B) =Aetr(C) =B.
b. La vérification est immeédiate.
c. Ona
@M')=0M +AM'+BM'+CM' = r(O)r(M)+r(B)r(M)+r(C)r(M)+r(A)r(M)
=OM+ BM+CM + AM d’apres la question b.

=@ (M).
4. a. Puisque Q estl'isobarycentre de P, P/, P”, on a, pour tout point M de I'espace,

— 1 P — —_— e — — —
MQ = 3 (MP + MP' + MP”).De plus, on a, pour tous vecteurs u et v : || u +

vl<llull+lvl. Onen tire donc que

—_— 1 — — _
IMQU< 3 (IMPI+IMP I+ 1 MP" ).

b. En évaluant le résultat précédent en M égala A, B et C, on obtient

an L—== / "
1AQN < 5 (NAPI+1 AP' 1+ AP" ).

1 / 1
IBQI<; (IBPI+1BPI+1BP)).

1 / I
IcqI<g (ICPI+ICP I+ 1CP ).

1
En sommant ces trois inégalités, on obtient bien que ¢(Q) — 0Q < g(cp(P) -
OP+@(P")-OP'+¢@(P")—0OP") etdonc ¢(Q)—0Q < ¢(P)— OP car d’une part,
@(P) = @(P') = p(P") d’apres la question 3. c., et d’autre part pour P(x; y; z),
onaP'(y; z; x), P'(z; x; y) etdonc OP = \/x?+ y?>+ z> = OP' = OP".
c. Sionpose P de coordonnées (x; y; z),onobtientque P'(y; z; x), P"(z; x; y)

et que Q a pour coordonnées (x+%/+z ; x+é’+z ; x+§+z) et donc
O—Q».a)>=x+y+z 11 1).(Zx—y—z. -X+2y—-z —x—y+2z) _
’ ) 3 ) 3 ’ 3

Donc on en tire que si Q # O, le triangle OQP est rectangle en Q. On a donc
OP? = 0Q? + QP?. Comme on a supposé que P n'est pas sur l'axe , on a donc
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P = Q (puisque Q est lui sur) et donc QP > 0. On en déduit donc que OP? >
0Q? d’'ot1 OP > 0Q.

Si Q = O, on a également OP > OQ = 0 puisque P n’appartient pas a la droite
etdonc P =0.

Puisqu’on avait déja ¢ (Q) — OQ < ¢(P) — OP, on en déduit que ¢(Q) < p(P) +
0Q - OP < ¢(P) puisque OQ — OP < 0.

d. Alaide des questions précédentes, si ¢ réalise son minimum m en un point
P, on sait désormais que P est sur A car si tel n’est pas le cas, on vient de voir
qu’il existe un point Q de A en lequel ¢(Q) < ¢(P), ce qui contredit le fait que
¢ est minimale en P. On sait aussi que OP < 3.

5. a. Ona
D)= V3x2+3V(x-12+2x2=V3(-x) +3V (x— 1)2+2x2 si x <O0.

Ainsi, lorsque x <0, ona v3(-x) >0 et Vx=12+2x2=/3x2+42(-x)+1 >
V1dou®(x) >0+3x+y1=3=0(0).

b. SurR**, ona®(x) = xv3+3V3x2 —2x + 1. Comme le discriminant du trindme
3x%—2x+1est négatif, cette quantité est strictement positive sur R. Ainsi, ®
est dérivable sur R** et on a, pour tout x >0 :

3x—-1
dx)=vV3+3————
3x2-2x+1

1
On voit donc clairement ici que pour 3x—1 >0, i. e. pour x > 3’ ona®'(x) >0.

Ainsi, la fonction ® est strictement croissante sur — ; +ool.

1
Sur |0 ; 3 , 1-3x>0etdonc
, 1-3x 2 2 2
') >0 = V3>3 < 3(3x%-2x+1)>9(1-3x)* < 12x*-8x+1<0.
3x2-2x+1

0; et

[N

1 1
Les racines de ce trindme étant E et 5' on a donc ®'(x) < 0 sur

1
®'(x) >0 sur 5 ; +o0o].

et est stric-

[N

Finalement, la fonction @ est strictement décroissante sur ] 0;

) 1
tement croissante sur E ; +00

c. Le résultat est assez immeédiat en tenant compte des trois questions précé-

dentes. /3 NN
1 1 1 1 2 5v2 2
OnadoncPy|~; —; =|etm=—@ Py =¢p|=|= - +3—= = =,
n a donc 0(6 5 )e m @ (Po) <p(6) 6 6 6
d. Onvérifie aisément que 3OPy + APy + BPy + CPy = 0 ce qui justifie bien que
Py est barycentre du systeme de points pondérés

{0;3),(A; 1),(B; 1),(C; 1} . De plus, on a

_ 5 1 1 1 5 1 1
RA- BB =(2i—gi-¢) (-5 3 -5) =3
6 6 6 6 6 6 4
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etcomme PyA-PyB = POAxPOBxcos(POA ; POB), on en déduit que cos (POA ; POB) =

1 1
-3 et donc que 8 = arccos (_5) ~ 1,91 radian soit 6 = 109 degrés par défaut.
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