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Proposition de correction

SUJET DE BAC S, POLYNESIE JUIN 2001

EXERCICE 1. (Enseignement obligatoire et de spécialité)

Soit la fonction f de P privée du point A dans P qui a tout point M d’affixe z
associe le point M’ d’affixe 2’ tel que :

e

1. Soit C le point d’affixe zo = 2 — i. Montrons qu’il existe un seul point D tel
que f(D)=C.
Notons zp laffixe du point D. On cherche alors zp tel que z¢ = f(zp),
c’est-a-dire, avec I'équation (?7?) :

2-1:1(21?) < (2—i)(2p +1) =i(zp — 3i)

Ou encore :
22p+2—izp—i=izp +3

C’est-a-dire :
2p+2—izp—i—izp—3=0<=2(1—i)zp=1+i

D’oii, en multipliant numérateur et dénominateur par la quantité conjuguée
du dénominateur :

(1+1)? 2i

1+i 1
20—i) 201 —-)(1+i) 4

1
D’ou finalement : .

zZp =
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2. Réalisons une figure pour pouvoir conjecturer la nature du triangle ABC :

B

<l

Y

Conjecture : il semblerait que le triangle ABC' soit rectangle et isocéle en
A. Prouvons-le.

e ABC isocéle. Calculons les distance AB et AC. On a, d’une part :
AB = |z — 24| =131+ 1] = V32 +12=V10

D’autre part :

AC = |20 —za| = |2 —i+ 1] = /32 + (~-1)2 = V10

On a donc AB = AC, le triangle ABC' est donc isocéle en A.
e ABC rectangle. Calculons I'angle (A—B), A—C)) Par propriété :

—_—s —— 20 — ZA 3—i> <—i(3i+1)>
AB,AC) = = — o\
( , C) arg <ZB — ZA) arg <1 T arg T

D’ou :
T

(14_B», A_(f) = arg (—i) = 5 [27]

Le triangle ABC' est donc rectangle en A.
En conclusion, on a montré notre conjecture et le triangle ABC est rectangle
et isocéle en A.
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3. Remarquons que, pour z # —1, on a :

i(z — zp)

1) =7-0=
z—2z4

Prenons les modules de I’ensemble de cette égalité. Par propriété des modules,
on obtient :

_ lillz =z _ |2 = 28]

i(z — zp)
z—2z4

BM
Aut t écrit d S OM = — |
utrement écrit, on a donc

Prenons maintenant les arguments de ’ensemble de 1’égalité. Par propriété
des arguments, on obtient :

arg (2’ — 20) = arg <m> = arg (i) + arg (Z — ZB)
Z—ZA Z—ZA

|2/ — 20| = =
|z — z4| |z — z4|

Autrement écrit, on a donc : (@,0M’) = g + (AM, BM) ou encore :

[(a’, OM') = 2 + (M4, W)]

4. a. M’ étant située sur le cercle (F') de centre O, alors OM’ = 1. De la
premiére relation précédente, on déduit :

BM
— =1<= AM = BM
AM

L’ensemble E des points M du plan, tel que les images M’ soient situées

sur le cercle (F) de centre O, est donc la {médiatrice du segment [AB] ]

b. Laffixe de M’ est réelle signifie que I'angle orienté¢ (@, OM’) = 0 [n].
De la seconde relation précédente, on déduit :

%+ (MANB) = 0[] <= (MA,NME) = -2 [x]

L’ensemble F' des points M du plan, tel que I'affixe des images M’ soient
réelle, est donc le [Cercle de diamétre [AB], privé des points A et B ]
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5. L’affixe 2’ d’'un point M’ obtenu par rotation R de centre O et d’angle g
d’un point M (z) s’écrit :
Z—0=¢2(z-0) =2 =iz
a. (' étant 'image de C' par R, son affixe se calcule donc comme suit :

2o, =120 <= 2o, =1(2 —1)

—1+ 3i
b. Notons I le milieu du segment [AB]. Alors z;y = A _; B _ 2+ =
Calculons I :
.1 3, 3 1,
IC) = |20, — 21| = ‘1—|—21—|—§—§1 = '§+§1
Soit :
32 (1\* /10 V10
2 2 4 2
: AB .
On vient donc de montrer que IC; = 5 ce qui prouve que Cq € F.

EXERCICE 2. (Enseignement obligatoire)
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En guise de préambule, réalisons un petit schéma visuel :

o0 &=

Déterminons le nombre total N de tirages possibles. Cette quantité va nous per-
mettre de calculer les probabilités demandées dans ’exercice. L’ordre n’important
pas ici, le nombre total de tirages simultanés est le nombre de combinaisons de 3
cubes parmi les 8 disponibles. Ainsi :

|
N= ()= s
3 5! x 3!

L’univers 2 associé a cette expérience est tel que : Card (©2) = 56.
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1. Soit donc ’événement A : « Obtenir des cubes de couleurs différentes ».

a. Comme précisé, la boite contient 8 cubes et le tirage d’'un cube ne
dépend ni de sa taille, ni de sa couleur. En d’autres termes, tous les
cubes ont la méme probabilité d’étre tirés de la boite. Par ailleurs, ’ordre
n’intervient pas dans cette expérience.

11 suffit donc, pour déterminer P(A), de dénombrer tous les tirages fa-
vorables, c’est-a-dire Card (A). On aura alors :

~ Card (A)
P(4) = Card ()

Dans un tirage, élément de A, on a donc : 1 cube rouge, 1 cube vert et
1 cube jaune.

4
e Il y a donc (1> = 4 possibilités pour le cube rouge

3
e Il y a donc <1) = 3 possibilités pour le cube vert.

e Il n’y a qu’un seule possibilité pour le cube jaune.

L’ensemble A comporte donc 4 x 3 x 1 = 12 éléments : Card (4) = 12.

On en déduit donc :
_ Card(A) 12 3

P(4) = Card (Q) ~ 56 T 14

Ainsi : [IF’(A) = % = 21,43%}

b. On a I’événement B : « Obtenir au plus un petit cube ». Autrement dit,
soit le tirage contient un petit cube, soit pas. Notons alors :

e B I'événement « Obtenir exactement un petit cube »
e B I'événement « Obtenir aucun petit cube »
Bj et By sont incompatibles et donc B1 U By = B et B1 N By = @. Dés

lors, par propriété :

Card (B;) + Card (Bs)
Card (2)

P(B) =P(B1) +P(B2) =
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Il n’y a qu’une seule possibilité d’obtenir aucun petit cube (c’est de tirer
les 3 gros cubes). Donc Card (By) = 1.

La boite contient 3 gros cubes et 5 petits cubes.

e [1yadonc = b possibilités d’obtenir exactement un petit cube

dans le tirage.

3
e [l y adonc <2> = 3 possibilités d’obtenir deux gros cubes dans le
tirage.

Card (B;) = 15.

L’ensemble By comporte donc 5 x 3 = 15 éléments :
On en déduit donc :

1541 16

o6 56

2x 8
7% 8

P(B)

Soit finalement : | P(B) = = |.

2. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de petits cubes rouges tirés
par 'enfant.

a. Vu que l'enfant tire 3 cubes simultanément, il peut donc avoir soit 1,
soit 2, soit 3 soit aucun petit cube rouge dans sa main. Ainsi :

X ={0;1;2;3}

On cherche donc & déterminer P(X = k) pour k € {0;1;2;3}. Pour
obtenir k petits cubes rouges, il faut tirer simultanément :

3
e k petits cubes rouges parmi les 3 disponibles, soit ( k:) possibilités.

5
e 3 — k autres cubes parmi les 5 restants, soit (3 k:) possibilités.

On déduit alors :

DA
P = by = A 563—k _ KBk (35;5/<:)!(5—3+k)!
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Ou encore :
3! x 5!

P =k = 56 x k! x (24 k)l x ((3—k)!)?

Il ne reste plus qu’a finaliser les calculs :

e Pour £k =0:
! ! 4 ! 4
P(X=0)=— > 7% __0ox4x¥ _bxd _ 5
56><2!><(3!) 56 x 2 x 3! 28x4 28
e Pour k=1:
3! x 5! H5x4x3 15 x 4 15
P(X = 1) = X = x4x3 x4 15
56><3!><(2!) 56 x 2 28 x 4 28
e Pour k=2:
3! x 5! 3x5 15
P(X =2) = . _ X

56 x 2! x 4! x (11)° 56 56
e Pour k = 3, pas besoin de faire de calculs, puisque il n’y qu’une seule
chance que le tirage comporte trois petits cubes rouges. Donc :

1

P(X =3)= -

D’oil la loi de probabilité de X :

k 0 1 2

) 15 15 1
28 28 56 56

b. L’espérance mathématique de X se calcule par :

On a donc :

5 15 15 1
E(X) = 0% — +1x > +2x-243x—
(X)=0x g+ 1x g +2x 43
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Soit | E(X) :% |

. Quand ’enfant tire 3 cubes, soit il y a au plus un petit cube, soit ce n’est

pas le cas. Soit Y la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de
fois que ’événement B est réalisé. Ainsi, la probabilité que B au moins
une fois vaut :

P=P(Y>1)=1-P(Y <1)=1-P(Y =0)

On a une succession de n expériences aléatoires identiques et indépen-
dantes, Y suit donc une loi binomiale de paramétres n et p = P(B). La
probabilité que ’événement B se réalise k fois vaut, par propriété :

P(Y = k) = (Z) (P(B))F(1-P(B)"*

En particulier, pour £ =0 :

D’ou : [Pn =PY>1)=1- (g)nJ

5 n
. On cherche n tel que P, > 0,99, c’est-a-dire 1 — (;) > 0,99.

S’en suit :

(g) < 0,01 <= 1In (g) <In(0,01) <= nln <g> < In(0,01)

5
Comme In <?> < 0, on inverse le sens de 'inégalité et :

In (0,01)
In <§>
7
C m(©.01) 13 687 on t 1
omme W =~ s , Oon trouve alors | n = .
a3

7

nz
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EXERCICE 2. (Enseignement de spécialité) entre eux, on en déduit, d’aprés le théoreme de Gauss, que 91 divise
(—y —3708). Ainsi, par définition :

1. On considére I’équation (€) : 91z + 10y = 1.
JkeZ, —y—3708 =91k <=3k € Z, y=—-3708 — 91k
a. On peut écrire que 91 = 7 x 13 et que 10 = 2 x 5. La décomposition en

facteurs premiers de 91 et 10 justifie que ces deux nombres sont premiers En reportant cette expression dans I'égalité ( ? ?), on obtient, pour

entre eux. ke -

Ainsi, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe des entiers relatifs u et 91(z — 412) = 10 x 91k < z = 412 + 10k

v tels que 91u + 10v = 1. (£) admet donc au moins une solution : le

couple (u; v). On a donc montré que si (z ; y) est un couple d’entiers relatifs

b. On remarque aisément que 91 =90+ 1 =10 x 9 + 1. Donc : solution de I'équation (£), alors :

91 x 14+10x (=9) =1 x =412+ 10k et y=—3708—91k

(€) admet pour solution particuliére le couple | (1; —9) | avec k € Z.

e Synthése. Supposons que (z; y) est un couple d’entiers relatifs de
On considére I'équation (&) : 91z + 10y = 412. D’apreés ce qui précede, la forme x = 412 + 10k et y = —3 708 — 91k, avec k € Z. Alors :

91 x 1+ 10 x (—9) = 1, on peut donc déduire que :
91z+10y = 91(412+10k)+10(—3708—91k) = 91x412—10x(—3708) = 412
91 x 4124+ 10 x (—9) x 412 = 412

Donc (z ; y) est une solution de 'équation (£').

Cest-a-dire : i i
eRtrandire Conclusion. On a démontré que 'ensemble des solutions de (£) est

91 x 412410 x (~3708) = 412 donc I'ensemble des couples :

(€") admet pour solution particuliére le couple [(412 ; —3708) ] [(412 + 10k : —3708 — 91k) avec k € Z]

c. Effectuons un raisonnement par analyse-synthése :

. 2 o 2 — . . Yy .
e Analyse. Supposons que (z ; y) est un couple dentiers relatifs 2. On a: 3 =9, donc 3° =1 [8]. Ainsi, par propriété, pour tout entier naturel

solution de I'équation (£’). D’aprés ce qu’on a obtenu en question n non nul ; . . o
précédente, on peut alors écrire : (3%) =1"[g] <= 3" —1=0[8g]
91z + 10y = 412 <= 91z + 10y = 91 x 412 + 10 x (—3 708) Ce qui signifie que [An est divisible par 8].

Crest-adire - 3. On considére I'équation (£”) : Aszz 4+ Asy = 3 296.

91(x — 412) = 10(—y — 3 708) (2) a. Ona:

_ 92x3 _ 26 _ _
x étant un entier relatif, 91 divise 91(x — 412). D’aprés 'égalité ° A3=37"-1=38-1=T729-1=728.
(?77?),91 divise donc 10(—y — 3708). Comme 91 et 10 sont premiers e Ay =32 _1=3"-1=81—-1=80.

Polynésie, juin 2001 Page 5/ 77 Baccalauréat S



Terminale S Proposition de correction A.P.M.E.P.
Or, d’apres la question précédente, on sait que Az et Ay sont divisibles Partie A : étude d’une fonction auxiliaire
par 8. En remarquant que 3296 = 8 x 412, on peut donc réécrire : ) )
On considére g définie sur I par : g(z) = —2In (z) — ze + 1.
" _ — RN !
(€") < 728z + 80y = 3296 <= 91z + 10y = 412 (&) 1. Comme lin%] In (x) = —o0, on déduit lir% —2In () = 400. Ainsi, par somme :
> T—
L’ensemble des solutions de (€”) est donc I’ensemble des couples : z>0 z>0
[Qﬂ2+40k;—3ﬂB—4nk)mwckezq ig%g@)z-Hm
x>
b. Soit k € Z. Pour qu'un couple (x ; y) d’entiers naturels soit solution de
(£"), il faut et il suffit que : Par ailleurs, comme lim In(xz) = +o00, on déduit lim —2In(z) = —ooc.

r=4124+10k et y=-3708—-91k

tel que :

412+ 10k >0 et —3708—-91k >0

C’est-a-dire, tel que :
412 3708
10 91

3708
—41,2 et — o1 ~ —41,7, et que k € Z, on

k=

Sachant - =
achant que 10
obtient :

k>-—-41 et k<41

Il existe donc une seule valeur de k pour laquelle le couple solution sera

un couple d’entiers naturels, c’est k = —41. On a alors :
x=4124+10x (—41) =2 et y=-3708 —91 x (—41) =23

L’unique couple solution d’entiers naturels de (£”) est donc le couple
(2;23) |

PROBLEME. (Enseignement obligatoire et de spécialité)

On considére f définie sur |0 ; +oo[ par :

Pour toute la suite, on note I =0 ; +o0].
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T—+00 T—>+00

Ainsi, par somme :

2. Soit © € I. g est dérivable sur I en tant que somme de fonctions usuelles
dérivables sur I. Ainsi :

2

g'(z) = ¢

¢'(z) <0, donc [g est strictement décroissante sur I ]

3. On se place sur J = [0,5; 1]. Raisonnons par étapes :
e ¢ est une somme de fonctions usuelles donc ¢ est continue sur J.

e ¢ est strictement décroissante sur I (d’aprés la question précédente),
donc l'est sur J puisque J C 1.

e De plus :
QU%:ﬂmﬁ;H)=b@%g®£ﬂ:[r—m2m@y_g+1

Donc 0 € g(J) puisque 1 —e < 0 et 21n(2) —§+1 > 0.

du théoréme
conclure que

des

I’équation

corollaire
peut

d’aprés
intermédiaires,

e Conclusion :
leurs

un
on

va-
donc

{ g(x) = 0 admet une unique solution « sur J ]

Par itérations successives, on trouve avec un pas de 0,1 :

{ﬁ&&%&4>0
9(0,7) ~ —0,2<0

Donc [O, 6 <a<o, 7].
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4. Pour conclure sur le signe, il suffit de se servir de la stricte décroissance de

g:
e Vx €]0; a], g(x) > 0.
o Vx € [a; +oo, g(z) <O0.
Partie B : étude de la fonction f
1. Etudions les limites de f aux bornes de I. Comme lin% In(z) = —o0, on
250
déduit :
lim In (z) + ze = —00
z—0
x>0

>0

Ainsi, par quotient : [lim flx)=-— J
z—0

Pour la limite en 400, transformons notre expression de f :

fla) = In (z) + ze _ In (z) n

2 x2

. € . p .
lim — = 0, et, par croissance comparee : lim
r—+400 T

lim f(z)=0|

Donc par somme :
T—r—+00

. Soit x € I. f est dérivable sur I en tant que somme et quotient de fonctions
usuelles dérivables sur I. Posons :

{ u(z) =1In(z) + ze

o(z) = 22 u et v sont dérivables sur I, donc : {

Ainsi, d’aprés les formules de dérivation, il vient :

v (z)v(z) —u(@)'(z)  x+ 2% — 2zl (z) — 22%
(v(x))2 - o

Ou encore, en simplifiant par x :

o) = 1—ze—2In(x)

() =

3
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On en déduit donc : | f'(z) = M

x3 )

. Sans difficulté : Vo € I, 2% > 0. f’ dépend donc uniquement du signe de g(z).

Or, d’aprés la question 7 7, on connait le signe de g, par rapport a «.

On peut donc écrire :

e [ est croissante sur |0 ; «.

e [ est décroissante sur [« ; +00].

. On a g(a) =0, c’est-a-dire :

1—
—2In(a) —ae+1=0<=In(a) = 2ae

Calculons alors f(«) en remplagant In (o) par 'expression obtenue :

1— e
fla) = In () + ae _ TQ

a? o

, . 1+ e
Dot | f(a) = 52 |

—|—ae_ 1 — ae+ 2ae
- 202

5. On déduit, de tout ce qui précede, le tableau de variation suivant :

x 0 o “+00
g(x) + 0 —
f'(x) + 0 —
1+ ae
f() % e .
—00 0
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6. Pour construire la courbe représentative de f, exploitons les résultats obte-
nus :

e D’apreés le tableau de variations de f obtenu en question précédente, f’
s’annule en «. Donc I' admet une tangente horizontale au point d’abs-
cisse .

e Des calculs de limite de f, on déduit que I' admet une asymptote hori-
zontale d’équation y = 0.

On obtient donc la courbe suivante :

fla) f---
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Partie C : intégrale et suite

en+1 hl (t) en+1
Soit I, = / 2 dt et A, = / f(t) dt pour tout entier naturel n.
em e
u(t) =In(t)
1. Soit n € N. Posons, pour t € [e" ; e"+1] : 0 1
v(t) = ——
t

u et v sont de classe €1 sur [e" ; e"“]. Donc, pour tout ¢ € [e" ; e"+1] :

en«b»l

)

=1,

En remplagant par les expression de u(t), v(t), u/(t) et v'(t), on peut écrire

que :
m@®]" et
In:{_n():| _/ __th
t e ot
Ainsi :
;o _ln (enJrl) In (en) B {l}en-ﬂ
" entl en t

C’est-a-dire :

en en+1 en+1 en
Ou encore :
I n+1 n+2
n— en entl
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2.
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a. Soit n € N. Exprimons A,, en remplagant 'expression de f(t) :

(ln (t) + te> &t

t2

en+1

A= [

D’aprés la relation de Chasles :

en+1

en+1
— dt

In (¢) te
An:/e" 2 dt—i—/en 2

en+1

An:@+/ﬁ %w

n

C’est-a-dire :

Or :

n+1
€ en+1

/n %dt = {eln ®)].. =e(ln (") —In (") =en+1—n)=e

b. D’aprés le résultat obtenu en question 7 ?, on a :

_0+1 _

I S
ed el 1

2
e

De plus, d’aprés le résultat obtenu en question 77, on a :

0+2 1 2
e

2
AOZIQ+621———|—G
(§]

2
Dou|Ag=1——-+¢e|
e

c. Par définition de A,,, on peut écrire que :
e0+1 e
A= [ swae= [ rear
e0 1

Il s’agit donc de l'aire du domaine sous la courbe I' compris entre ’axe
des abscisses et les droites d’équations z =1 et z = e.

3. Calculons la limite de I, en +00, en écrivant :

- n+l n+2 n 1 n+1 1
=g~ @ Ta el
oX
Par croissance comparée lim — = +o0o. On déduit donc, pour X = n
X—+oo X
puis X =n+1:
e en+1
lim — =400 et lim =+
n—+oo N n—+oon + 1
D’ot, par inverse :
n n+1
lim —=0 et lim + =0

n—+oo entl

lim

lim — = —_—
n——4oo N1

n—-+oo en

Comme
lim I,=0

n—-+o0o

Ainsi, d’aprés la question 7 7, on peut conclure que :

n—-+o0o

Fin du corrigé

Page 9/ 77

= 0, on en déduit donc que, par somme :
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