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OPTION A : Résolution d’un ou plusieurs problemes de mathématiques

Exercice 1
Lespace est muni d'un repere orthonormé (O C 1T, 75)
On note D la droite passant par les points A(3; —3; 0)etB(4; —1; —1).

1. Ladroite D est'ensemble des points M (x, y, z) tels que AM et AB soient colinéaires,
c’est-a-dire tels que AM =t AB avec t € R.

x-3 x-3
AM a pour coordonnées | y—(=3) | =|y+3
z—0 z
4-3 1
AB apour coordonnées | -1 -(=3) | = 2
-1-0 -1
x—-3 = tx1 X = 3+t
AM=tAB < { y+3 = tx2 — { y = -3+2¢
z = tx(-1) z = -t
x= 3+t
D a donc pour représentation paramétrique:{ y = -3+2¢f outeR
z = -t
x = 3k+1
2. D' estla droite de représentation paramétrique:{ y = —k+3 oukeR
z = k-2

a. Ladroite D' a pour vecteur directeur u (3, —1,1)

b. u-AB=3x1+(-1)x2+1x(-1) =3-2—1=0 donc les vecteurs u et AB sont
orthogonaux. Les droites D’ et D ont leurs vecteurs directeurs orthogonaux donc
elles sont orthogonales.

c. Les droites D’ et D sont sécantes si et seulement si on peut trouver un couple

3k+1 =3+t
(k,t)deréelstelque:{ —k+3 = -3+2¢
k-2 = -t
3k+1 = 3+(-k+2)
Ce systeme équivauta:< —k+3 = -3+2(-k+2)
-k+2 =1t
3k+1 =3-k+2 4k =4
ouencore:{ —-k+3 = -3-2k+4 soit:{ k = -2
-k+2 =1t —k+2 =1t

Les deux premieres équations sont incompatibles, donc le systéme n’a pas de solution,
et donc les droites D' et D ne sont pas sécantes.

3. On considere le plan P d’équation 2x+ y+4z—-3=0

a. Tout point de la droite D a pour coordonnées (3+ ¢, —3+2t, —t)ou teR.
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On regarde si ces coordonnées vérifient I'équation du plan P :
2@+ +(-3+21)+4(-t)—-3=6+2t-3+2t—-4r-3=0.

Donc tout point de la droite D appartient au plan P donc le plan P contient la
droite D

b. Tout point M de la droite D' a pour coordonnées 3k +1, —k+3,k—2) ou k € R.
On regarde s'il existe une valeur de k pour laquelle le point M appartient a P.
Danscecas:2(3k+1)+(—k+2)+4(k—2)—3=0soit6k+2—k+2+4k-8-3=0
soit9k:6301tk:§ :g

3
2 2 2 7 4
Onaalors: 3k+1,-k+3,k-2)=(3x=+1, ——+3,——2) = (3,—, ——).
3 3 3 373
7 4
Donc le plan P et la droite D’ se coupent au point C de coordonnées (3, 3" 5)

4. On considere la droite A passant par le point C et de vecteur directeur ?(1 ;25 —1).

a. On démontre que les droites A et D sont strictement paralléles.
* La droite D a pour vecteur directeur AB de coordonnées (1,2, — 1), et la
droite A a pour vecteur directeur v de coordonnées (1,2, —1).
Donc les droites A et D sont paralleles.

* Par définition le point C appartient a la droite A. On sait aussi que C appar-
tient a la droite D’. Comme les droites D et D’ ne sont pas sécantes, le point
C n’'appartient pas a la droite D. On en déduit que les droites A et D ne sont
pas confondues.

Les droites A et D sont paralléles non confondues, donc elles sont strictement
paralleles.
b. On démontre que les droites A et D' sont sécantes.
* On avu que le point C appartenait a A et a D', donc le point C appartient a
leur intersection.
» Aet D sont paralleles, et D et D' sont orthogonales, donc A et D’ sont ortho-
gonales donc ne sont pas confondues.

Les droites A et D ne sont pas confondues et ont le point C en commun, donc
elles sont sécantes en C.

Exercice 2

In(x)
x2

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par f(x) = x—
On appelle € sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O ; 7, 7)

1. Soit u la fonction sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par : u(x) = x> — 1+ 2In(x).

1 2
a. u(x)=3x2-0+2x==3x%+ P > 0 sur l'intervalle 10 ; +ool.
X

Donc la fonction u est strictement croissante sur I'intervalle 10 ; +ool.
b. u1)=13-1+2In(1) =0

On établit le tableau de variations de u sur I'intervalle 10 ; +ool.
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u(x)

On en déduit le signe de u(x) sur ]0, + ocol.

X 0 1 +00

u(x) - 0 +

2. a. Ondétermine les limites de f en 0 et en +oo.

1
e f(x)=x- r;(zx) =x—?xln(x)

1 1
limIn(x) = —oco etlim — = +o0; donc, par produit : lim — x In(x) = —oo.
x—0 =0 x x—=0 x

x>0 x>0 x>0
In(x
On adonc linolx - (2 ) = +oo et donc linolf(x) =400
x— X X—
x>0 x>0
On en déduit que I’axe des ordonnées est asymptote verticale a la courbe 6.
In(x) 1 In(x)
s fx)=x- =xX——x
! x? X X
In(x 1
On sait que lim nix) =0etque lim —=0.
x—+00 X xX—+00 x
In(x In(x
Donc, par produit, lim (2 ) =0donc lim x- (2 ) = +00.
X—+00 X X—+00 X

Onadonc lim f(x)=+oo.
X—+00

1 xx?-In(x) x 2x x—2xIn(x
b. Pourtout x>0,0na: f'(x)=1-= :1——()

x4 x4
o 1-2In(x)  x*-1+2Inx)  ux)
T 3 - 3 T3
x3>0sur 0, +oo[ donc f’(x) est du signe de u(x).

f(l):1—lnl¥=1—0=1

On construit le tableau de variations de la fonction f.

X 0 1 +00
u(x) - 0 +
|0 + +
') - 0 +
+00 +00
f \ /
1
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3. a. Pour déterminer la position de € par rapport a la droite A d’équation y = x, il
faut déterminer le signe de (f(x) — x) sur I'intervalle ]0, + ool.

In(x) In(x)
fX)—x=x- 2z Tz
On détermine alors les positions relatives de € et de A.
X 0 1 +00
In(x) - 0 +
x? 0 + +
f)—x + 0 -
€ est € est
au dessus de A en dessous de A
In(x)

=0 d’apres la question 2.a.

b. lim |[f(x)-x|= lim
x=+400 X—+00

On en déduit que la droite d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe €
en +oo.

Exercice 3

Amateur de mots croisés, Mathias s’entraine sur un site internet.

40 % des grilles qui y sont proposées sont de niveau facile, 30 % sont de niveau moyen et 30 %
de niveau difficile.

Mathias sait qu'’il réussit les grilles de niveau facile dans 95 % des cas, de niveau moyen dans
60 % des cas et de niveau difficile dans 40 % des cas.

Une grille de mots croisés lui est proposée de facon aléatoire.

On considere les évenements suivants :

* F:«Lagrille de mots croisés est de niveau facile. »;
* M :«Lagrille de mots croisés est de niveau moyen. »;
e D:«Lagrille de mots croisés est de niveau difficile. »;

* R:«Mathias réussit la grille. » et R son événement contraire.
1. On traduit les données de I'énoncé a I'aide d'un arbre pondéré.

0,95 R

L

pd W R
0,4
0,3 M <
1 R

\0,6:0’4

0,3

\D/ﬁ/ﬂ

1\0»4:0,6 R

2. a. Laprobabilité que la grille de mots croisés proposée soit de niveau difficile et que
Mathias la réussisse est P(DNR) = P(D) x Pp(R) =0,3x0,4 =0,12.
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b. La probabilité que la grille de mots croisés proposée soit de niveau facile et que
Mathias ne la réussisse pas est P (F N ﬁ) = P(F) x Pg (ﬁ) =0,4 x 0,05 =0,02.

c. La probabilité que Mathias réussisse la grille proposée est P(R).
D’apres la formule des probabilités totales :
P(R)=P(FNR)+P(MNR)+P(DNR)=0,4x095+0,3x0,6+0,3x0,4=0,68

3. Sachant que Mathias n’a pas réussi la grille proposée, la probabilité que ce soit une
grille de mots croisés de niveau moyen est

p(MnR) _03x04 0,12
p(ﬁ) ~1-068 0,32

P#(M) = =0,375
4. Mathias a réussi la grille proposée.
Sa petite sceur Elyne affirme : « Je pense que ta grille était facile ».
On cherche la probabilité que la grille soit facile, sachant que Mathias I’a réussie :
P(FNnR) 04x0,95 0,38 S 1
P(R) 068 068 2
Elyne a plus d'une chance sur deux d’avoir raison.

Pr(F) =

Exercice 4

Le nombre d’arbres de la forét de Xivry, en milliers d'unités, est modélisé par la suite (u,) ol
u, désigne le nombre d’arbres, en milliers, au cours de I'année (2024 + n).
En 2024, la forét de Xivry possede 50 000 arbres.
Afin d’entretenir cette forét vieillissante, 'ONE 1'Office National des Foréts, décide d’abattre
chaque année 5 % des arbres existants et de replanter 3 000 arbres.
1. D’apreés le texte
* Il ya 50000 arbres en 2024 donc 1y = 50.
» Abattre 5% des arbres, revient a en garder 95 %, donc a multiplier par 0,95.
* Planter 3000 arbres revient a ajouter 3.
* On multiplie par 0,95 puis on ajoute 3 donc 1,4+, = 0,95u, + 3.
Donc la situation peut étre modélisée par : { o =30
Unp+1 = 0,95u, +3 pourtout n
2. On considere la suite (v;) définie pour tout n par la relation : v, = 60— u,,.
Il en découle que u, = 60— v,.

a. v, =60—u, donc v,+; =60— 1, =60-(0,95u,,+3) =60—-0,95u,,—3
=57-0,95(60— v,) =57—0,95x 60+ 0,950,
=57-57+0,95v, = 0,950,
Donc la suite (v,,) est géométrique de raison 0,95.
b. vy =60—uy=60—-50=10
La suite (v,,) est géométrique de raison g = 0,95 et de premier terme vy = 10 donc,
pour tout n,ona: v, = vgx g™ =10 x (0,95)".
c. Pour tout entier naturel n, on a: u; = 60 — v, donc u, =60 —10 x (0,95)".

3. 2029 =2024+5; us =60—10 x 0,955 =~60—-10x0,7737 =60—7,737 = 52,263
Le nombre d’arbres de la forét en 2029 est estimé a 52 263.
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a. Pourtout nona: up,1 — t, = (60— 10 x (0,95)"*1) — (60— 10 x (0,95)")
=60—10x (0,95)"*! —60+ 10 x (0,95)"
=10 x (0,95)" (1 -0,95)
=10 x (0,95)" x 0,05 = 0,5 x (0,95)"

b. Pour tout n, 0,5 x (0,95)" > 0 donc u,.1 — u; > 0, donc la suite (u,,) est croissante.

4. On veut déterminer 'année a partir de laquelle le nombre d’arbres de la forét aura
dépassé de 10 % celui de 2024.

Le nombre d’arbres de 2024 est 50000; si on augmente de 10 %, cela donne 55000
arbres. On cherche donc le plus petit entier n vérifiant u,, > 55. On résout cette in-
équation.
Uy >55 <= 60—-10x (0,95)" >55 < 5>10x (0,95)" < 0,5>(0,95)"
. In (0,5)
< In(0,5)>1n((0,95)") < In(0,5 >nxIn(0,95) < ———<n
In (0,95)
In (0,5)

In (0,95)
2024 + 14 = 2038 donc c’est a partir de 2038 que le nombre d’arbres de la forét aura

dépassé de 10 % celui de 2024.
5. 0<0,95<1donc lim (0,95)" =0, etdonc lim 60—10 x (0,95)" =60.
n—+oo n—+oo

=~ 13,51 donc on prendra n = 14.

La limite de la suite (u;,) est donc 60.
Along terme, le nombre d’arbres va tendre vers 60 000.
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