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OPTION A : Résolution d’un ou plusieurs probléemes de mathématiques
Remarque préliminaire :

Sauf précision contraire figurant dans un énoncé, lorsque des calculs sont demandés, les
résultats seront donnés sous forme décimale au millieme pres.

Exercice 1

1. Soit (uy) la suite définie par uy =0 et

Upsi1 = pour tout entier naturel n.
2—uy
1 1 1
a. u; = =——=-
2—uy 2-0 2
1 1 1 2
Uy = === -,
T2-w 2-173%73
1 1 1 3
u = == —,
T2-wp 2-2 %4
n
b. w, =
n+1
wo=0;
1
wy =3
72
2
wy=—;
273
3
w3 =-—
Ty

Les quatre premiers termes des suites (u,) et (w,) sont identiques.
c. Initialisation: On avu que 1y = wy.
Hérédité : Supposons que pour n €N, n > 0, on ait u, = wy,, alors

n
Upel = etu, =w, =——donc
n+1

n
1 n+1 _n+1

Upt1 = = =
" n 2n+2-n n+2

= Wy : 'égalité est vraie au rang n + 1.

n+1
Conclusion :1'égalité est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n elle I'est aussi

aurang n+1:d’apres le principe de récurrence u, = w, quel que soit 7 € N.

n
2. Soit (v,) la suite de terme général v, définie par v, =In ( p— 1) ol In désigne la fonc-

tion logarithme népérien.
1

=In- =-1n4.
4

1 2
a. 11+ +uv3=In-+In—+In-=In
2 3 4

n
b. Soit S, la somme définie pour tout entier naturel non nul n par: S, = Z Un.
1
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n n
i Pourn>1,S,=) vy :Zln(
1 1

1 )
n =
n+1
—In(n+1).

ii. Comme lim (n+1)=+co, lim In(n+1)=+ococetenfin lim S, =—oco.
n—+oo n—+oo n—+oo

n )—n 1x2x3x%x...xn B
n+1/)  2x3x4x..xn+1)

Exercice 2

L'espace est rapporté a un repere orthonormé (O i1, ], k )
Soit (P) le plan d’équation : 3x+ y—z—1 =0 et (D) la droite dont une représentation para-
métrique est :

x = —t+1
y = 2t ,
z = —t+2

ol t désigne un nombre réel.

1. a. OnaM(x;y;z)e(P) < 3x+y—-z—-1=0,donc:
C1;3;2)e(P) <= 3x1+3-2-1=0 < 3 =0:Tlégalité est fausse donc C

¢ (P).
b. Ladroite (D) est incluse dans le plan (P) si tout point de (D) appartienta (P).
x = —t+1
OrM(x;y;20eD) < < y = 2t et en remplacant ces coordonnées
z = —t+2

dans’équation du plan:
Mx;y,20e(P) <= 3(-t+1)+2t—(-t+2)-1=0 < -3t+3+2t+t-2-1=
0 < 0=0:1égalité est vraie donc la droite (D) est incluse dans le plan (P).
2. Soit (Q) le plan passant par le point C et orthogonal a la droite (D).
(1
a. Ladroite (D) a pour vecteur directeur le vecteur d | 2
-1
Si (D) est orthogonale a (Q) le vecteur d est normal au plan (Q) et 'on sait alors
que:
M(x; y;2)€(Q) < —-1x+2y—-1+d=0,avecd eR.
OrC(;3;2)€(Q) < —-1+2x3-2+d=0<=3+d=0 <= d=-3.
Donc M(x; y;2)€(Q) < —-1x+2y-2z—-3=0 <= x-2y+z+3=0.
b. Les coordonnées de I vérifient les équations de (D) et 'équation de (Q) donc
vérifient le systéeme :

X = —t+1

y = 2t

z = —t+2

x—-2y+z+3 = 0
En remplacant x, y z par leur valeur en fonction de ¢ dans la derniére équation,
on obtient :

—t+1-220)+(-t+2)+3=0 < —t+1-41-1t+2+3=0 <= 6=6f <= 1=¢
En reportant cette valeur dans les trois premieres équations, ona x =0, y =2 et
z=1.

1(0; 2; 1).
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— — 12
c. OnacCi| 1 ,doncc12=”c1” =(—1)2+12+12:3,d’ou)
1

ﬁ”:(ﬂ:\/i

Exercice 3

On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par

Inx
f(x) =X+ T

et la fonction g définie sur ]0; +oo| par

gx)=x*+1-Inx.

On note (¥) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d'un repére ortho-

normeé (O

1.

2
. Le minimum de la fonction g est g(T)

i)

a. La fonction g somme de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[ est dérivable sur cet

intervalle o1 :

= 2x Lo 2x2 -1
§L= X X
Comme x > 0, le signe de g’ (x) est le signe du numérateur 2x? — 1.
1 1 2 2
2x2—1:0 @2_)6'2:1 — x2:— —> x:_zioux:—i.
2 V2 2 2
On sait que le trindme 2x? — 1 est positif sauf entre les racines, donc ici sur I'in-
2
tervalle |0; g ou g'(x) <0.
Conclusion :
S V2
— g estdécroissante sur |0; -
. V2
— g estcroissante sur - +00

Ona lin}) g(x) = —(—o00) = +o0;
X—

2 2 2 3 1
g(ﬁ):—+l—ln£:———ln2;
2 4 2 2

En écrivant g(x) = x

1 Inx
X+——-—|etcomme
x X

.1 . Inx ) 1 Inx .
lim —=0, lim — =0,0ona lim x+————==ocetenfin lim g(x)=+oo.
X—+00 X xX—+00 X X—+00 X X X—+00

B 3—-In2
2

=~ 1,15 >, la fonction g est

positive sur 0 ; +ool.

1
. Onalimlnx=-ocoetlimx =0, donc limE =—00.=

x—0 x—0 x—0 X

. . . Inx .
. On sait (puissances comparées) que 11111 — =0, et comme lim x = +oo,
X—+00 X

X—+
lim f(x)=+oo.
X—+00
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D’autre part soit d la fonction définie sur |0 ; +oo par

dx) = fx)—x = ln7x

Inx
On a vu que liIP —— =0 ce qui signifie géométriquement que la droite (D) est
Xx—+00 X

asymptote a (€) au voisinage de plus l'infini.
c. f est une somme de quotients de fonctions dérivables sur ]0 ; +ool et sur cet

intervalle elle est dérivable avec :

Lyx-1xlnx 1-Inx x*+1-Inx g

! — X —
f(x)_l+T_l+ x2 x2 x?
d. Comme x? > pour x €]0 ; +ool, le signe de f'(x) est celui de g(x) et on a vu que
sur le méme intervalle g(x) > 0.

Conclusion la fonction est strictement croissante de moins I'infini a plus 'infini.

e. 1l faut trouver A(xa ; f (xa)) tel que f’ (xa) = 1 (coefficient directeur de (D), soit

2
x“+1-Inx
puisque f'(x) = ——— leréel solution de I'équation
X

2 +1-Inx 9

=1 x*+1-lnx=x? <= 1-Inx=0 < 1=Inx < x=e.

2
EnA(e; e+e!)la tangente a (€) est paralléle a (D).

Exercice 4

Une urne contient cinq boules indiscernables au toucher : deux vertes et trois rouges.

1. On extrait simultanément et au hasard deux boules de l'urne.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de boules vertes figurant dans le tirage.
a. En numérotant les boules V1, V5, Ry, R» et R3 on peut avoir les tirages suivants :
ViVi,ViRy,V1R2, V1R3, Vo Ry, Vo Ry, Vo R3, R1 Ry, R1 R3 et Ry Rs.

3
Les trois derniers tirages n’ont pas de boules vertes, donc p(X =0) = 1o

1
Onap(X:I):IEetp(X:Z):—.

0 10
3 6 1 6 2 8
b. EX)=0x —4+1x—+4+2x —=—+—=—=0,8.
10 10 10 10 10 10
3 1 4
c. OnapA)=pX=0+pX=2)=—+—=—=0,4.
pld) = pl )+ ) 10 10 10

2. a. Aveclarbre pondéré suivant :

aijw

<
=

Ona (B)—2x3—3—03’
P=s e 10~
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(C) = p(R) x pr(C)+ p(V) x py(R) = o x 24 2x 2= 2 5 12, D 2T
’754 C PR P PV S g X s T s 41T 25 10 50 50 50
— =0,54.
100
2 y 3 3
pCnB) _5"4 10 _15
b. Il faut calculer pc(B) = = == =—.
pc(B) (C) 27 27 " 27
50 50
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