«» Concours controleur des douanes oo
session 2020
OPTION A : Mathématiques

Exercicen° 1

On considere la fonction f définie pour tout x > 3 par

f(x) =In(2x—-6),
et on appelle € la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O ; 7, 7)
Partie I

1.
e Limiteen 3.
lim2x—-6=0,donc limIn(2x—6) = —co.
x—3 x—3
Géométriquement ceci signifie que la droite d’équation x = 3 est asymptote verticale
aer
e Limite en plus l'infini
lim 2x -6 =400, donc lin% In(2x —6) = +oo0.
X—

X—+00
2. Composée de fonction dérivables sur 13 ; +oo[, la fonction f est dérivable et sur cet
intervalle :
2 1
"X)=——==—.
r@ 2x-6 x-3

Comme x >3 < x—-3>0,0na f'(x) >0 sur]3; +oo[, donc f est strictement
croissante sur |3 ; +oo[ de moins 'infini a plus l'infini

3. La courbe 6 coupe I'axe des abscisses au point A d’'ordonnée nulle or f(x) =0 <

7
In2x-6)=0 < In2x-6)=lnl < 2x-6=1 < 2x=7 < x:E.Donc

(59
Al—; 0].
2
4. OnaM(x; YET < y—ya= f'(xa) (x — xp), soit
1
Mx; ))eT < y—0= Z_g(x—%)ou
2
Mx; p)eT < y=2(x-1%) < y=2x-7

Partie II

1. Pour tout point M(x ; y) € €, avec y = In(2x - 6), son symétrique M’'(x ; y') est tel
que ses coordonnées sont celles de M inversées, soit M'(y =In(2x —6) ; x).

1 1
Orpour x>3,alorse’ =2x-6 < e/ +6=2x < x:E(eJ’+6) — x:EeV+3.
1
Onadonc g(x) =3+ Eex définie elle sur R.

1l 5
2. Onag(3):3+5e .

1 1
Si E(B 3+ Ee3), alors son symétrique autour de D est E' |3 + Ee3 ; 3).
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1 1
3. Lafonction x— g(x) =3+ Eex a pour primitive la fonction x — G(x) =3x + Eex .

3 1
Doncf (3+ Eex) dx = [G(x)]3 = G(3) - G(0) =
0
1, 1, 17 1
9+ -ed——el=—+=ed
27 2 2 2

1 1
3x+—e* 3x+—-e*
2 2

1 1
. Ona3+ Eex > 3 (car on sait que pour tout réel x, e* > 0), d'ot1 3+ =e* > 0:1la fonction

g étant positive l'aire A, exprimée en unités d’aire, du domaine défini par la courbe
%g, 'axe des ordonnées et la droite parallele a 'axe des abscisses passant par E est

17 1
égale a 'intégrale de la question 3. soit — + —e3

5. Le dessin parle de lui-méme.

Exercice n° 2

1
1 (Ban+by)

ap+1 =

1
by = Z (an+3by)

1. Onaa —1(12+2)—7' b —1(4+6)—5'
. 0—4 =5 o—4 =5

13 11
a=—; b =—
= Ty
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25 23
ap=—; by=—
2T 2T g

2. Soit uy la suite réelle définie sur N par u, = a, + by,.
1 1
a. QuelquesoitneN, upi1 =aps1+bpe1 = 1 Bap+b,+a,+3by) = 1 (4a,+4b,) =

1
1 x4(a,+by) =a,+ by,
La suite (u,) est constante; tous les termes sont égauxa ug = ap+ by =4+2 =2.

b. Labscisse du milieu de [A;+1By+1] est égale a:

Ans1+bpa _Un+1 _ § _3
2 2 2

Tous les segments [A,, B;] ont pout milieu le point I d’abscisse 3.

3. On considere la suite réelle v, définie sur N par v, = b,, — a,.
1 1
a. QuelquesoitneN, v, =bpt1+aps1 = 1 (an+3by) — 1 (Ba,+by) =
1 1 1
Z (an+3b,—3a,—by) Z 2b,-2ay) = 5 (b, — ap).
1
On a donc quel que soit ne N, v, = 5 vy, @ la suite (v,) est une suite géomé-

1
trique de raison X de premier terme vy =bg—ag =2—-4 = -2.
b. Ladistance A, B, est égale a |b,, — a,| = |uyl.
Or u;, = ug x r’*, r étant la raison de la suite géométrique, quel que soit 7 € N.

. 1\" 1
Iciv,=-2x E ou—zn—_l.
Or on sait que lim =0.

n—-+oo 2n-1

La distance A,,B;, tend vers zéro
1

2n—1

6

4. On adémontré que

u,=b,+a,

1 1
Par somme on obtient : 2b,, =6 - —— < b, =3— —, puis
2n—1 on

B B 1 1
an—G_bn—6_3+2—n—3+2—n.
1 1
dn:3+2—n, bnzg—z—n.

1
5. Comme lim — =0, onadonc
n—-+oo 2N

lim a,= lim b, =3.
n—+oo n—+oo

Exercice n° 3
N

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormal (O ; 7, 7 7c>), on considere le plan (P)
d’équation 2x+ y—z+7=0etles pointsA(4; 1; -2),B(-3;1;2)etC(-1; 3; 1).

1. OnaM(x; y; 2)€(P) < 2x+y—z+7=0et
B(-3;1;2)e(P) & —6+1-2+7=0qui est vraie, donc B € (P).
2
La droite (BC) contient B et a pour vecteur directeur BC| 2
-1
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Donc M(x; y; z) € (BC) < BM = tﬁf, avec t € R. ce qui se traduit par le systéme :

x+3 = 2t x = -=3+2t
y=-2 = 2t <<y = 2+2t
z—-2 = -t z = 2-1

2. Puisque BC est un vecteur normal au plan (Q), on sait qu'une équation de (Q) est de
la forme
M(x;y;2)e(Q) < 2x+2y—z+d=0.0r
A(4;1;-2)e(Q) <= 2x4+2x1-(-2)+d=0 = 8+2+2+d=0 < d=-12.
Finalement M(x; y; 2) € (Q) < 2x+2y—2z—-12=0.
2
3. Le plan (P) a un vecteur normal 7 | 1 |. Donc
-1
Mx; y; 2€(A) < AM = IT{, t € R ce qui se traduit par le systéme :
x—4 = 2t X = 4+2t
y-1 = 1t <4 y = 1+1t avecteR.
z+2 = -—t z = =2-t

4. « SiRestle projeté orthogonal de A sur (P), le vecteur AR est colinéaire au vecteur

—

n normal au plan (P).

x—4
AvecR(x;y;z),onadoncﬁ y-1].
z+2
x—-4 = 2a«a
Cevecteurestcolinéaireéﬁ,doncilexisteaE[RtelqueA—R):a; < y-1 = 1la
z+2 = -«
X = 4+2a
y = l+a
z = 2-«a

D’autre partR(x; y; 2) € (P) < 2x+ y—z+7=0etenremplacant x, y z par leurs
valeurs en fonction de «, on obtient :

20+2a)+1+a—-(-2-a)=0 <= 8+2a+1+a+2+a+7=0 <= 6a+18=0 —
6a=-18 < a=-3.

Finalement x=4+2x(-3)=4-6=-2; y=1+(-3)=-2etz=-2+3=1.
R(-2; -2;1).

Exercice n° 4

Une urne contient 3 boules bleues et n boules blanches (n étant un entier naturel non nul),
indiscernables au toucher et ayant chacune la méme probabilité d’étre tirée.

Partiel

On tire successivement 3 boules avec remise et on désigne par X la variable aléatoire égale
au nombre de boules bleues tirées.

1. Iy a3 boules bleues et en tout 3 + n boules.

3
Il y a a chaque tirage une probabilité 37 de tirer une boule bleue.
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La variable X suit donc la loi binomiale %8 (n =3,p=

3+n)
3 \k n \3-k
Pour k allant de 023, on ad X:k:3+"( ) :
our k allant de 0 a 3, on a donc p( ) (k) 317 X(3+n)
On obtient la loi de probabilité suivante :
X 0 1 2 3
(X = k) n’ In* 27n 27
Pe= G+nd | G+n? | G+md | B+n)d
3 2 2 2
9 9 27 9n°+54n+81
2. OnaE(X) = n n 2 20 TORRES

x 0+ x 1+ x 2+ x3 =
(3+n)3 (3+n)3 (3+n)3 (3+n)3 (n+3)3

Il faut résoudre I’équation :
9n®+54n+81 3 3n’+18n+27 1
—_— e s = — =
(n+3)3 2 (n+3)3 2
2(3n2+18n+27) =3+ n)® < 6n*+36n+54=n3+9n’+27n+27 =
n+3n*-9n-27=0 < (n®-9n)+3n*>-27=0 < n(n*-9)+3(n*-9)=0 =
(n?-9)(n+3)=0 < (n+3)(n-3)(n+3)=0.
La solution n + 3 = 0 n'est pas possible; ilreste n—-3=0 < n=3.

EX)=1,5 <

Avec 3 boules bleues et 3 boules blanches on tirera en moyenne 1,5 boule bleue pour
trois tirages ce qui est vraisemblable.

Partie 11

Pour la suite de 'exercice on considere que n = 2.

On effectue un tirage successif et sans remise des 5 boules de I'urne. On désigne par Z la
variable aléatoire égale au rang de la premiere boule bleue tirée.

Arbre des probabilités pondéré :

3
4 B
5
$§/
1 \_
0 B
3
1ona(21)3 (22)23 (23)2131
. = = -, = ==X=-—=—, = =—X—"X=-=—
p 5 P 572 10 P 5 4 3 10
3 6 6 15
2. OnaEZ)==+4+2x —=+4+3x —=—+—+—=—=1,5.
5 10 10 10 10 10 10
1[(6 15> (3 15\> (1 15\%] 1(81 144 196\ 1 440
VD) =-|l="=| *l=—=] t|=—=| |=z|—=+—+—=|=2x—>=
31l10 1 10 10 10 10 31100 100 100/ 3 100
440
— = 1,47.
300
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