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Exercice 1 5 points
1. Notons A le discriminant de 'équation z2—2z+2 = 0. A = (=2)>~4x1x2 = —4.Ilya donc
deux solutions complexes conjuguées : L;—'i‘/i
Ensemble des solutions : {1 —1i; 1+i}.
2. Figure:
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v +zy —iv3+2+i(V3-2
Laffixe du milieu de [M N] est M2 N _ 2( ):1_i=ZL-

L est donc le milieu de [M N] et 'affixe de N est bien 2 +i (\/§ -2).

. Du fait de la rotation r de centre O et d’angle %, zZa=lzpetzc =izy.

Onadonc zy=v3etzc=2—v3+2i.
On remarque également que izy = 1+i = zx, c’est-a-dire K = r(L).

. Du fait de la translation t3, zp = z); + 2i et zg = z + 2i.

Onadonc zp = (2-V3)iet zg =2 +iV3.

On remarque également que z; +2i = 1 +1i = zg, c’est-a-dire K = ¢5(L).

L estle milieu de [M N]. Par rotation r, I'image de L est le milieu de [AC].
Comme K = r(L), K est le milieu de [AC].

De méme, par translation f3, 'image de L est le milieu de [DB].

Comme K = (L), K est le milieu de [DB].

. Dufaitdelarotation r, zc — zg =izy —izr =i(zy — z1).

Du fait de la translation f;, zg — zx = zn +2i— (21 + 2i) = 2y — 2]
On a donc % =icest-a-dire [AC] L [BD].

. Par la rotation r, [AC] et [M N] ont méme longueur. Par la translation t;, [DB] et

[MN] ont méme longueur. [AC] et [DB] ont donc méme longueur.

Les diagonales [AC] et [DB] ont méme longueur, se coupent en leur milieu et sont
perpendiculaires. Le quadrilatere ABCD est donc un carré.

Exercice 2 (Enseignement obligatoire) 5 points

1.

a.

Notons v la fonction définie par v(x) = vV x> +2.
1

etdonc:
2V x2+2

Onalors: v'(x) =2x x

X

! _
v =7

/ X 1 xX+Vx2+2 1
. x)=(1+ ) X = ( ) X .
f (x) ( VxZ+2 X+Vx2+2 x2+2 X+Vx2+2

/ — 1
Fo =7

1
— ! — 1
. I—fo flodx=[f],.

I=In(1+v3)-In(v2) = In[¥258).

1 2 1 1 249 1

]+21:f a dx+2f dx:f a dx:f Vx2+2dx. On a
0 Vx242 0 Vx242 x2 42 0

donc K = J+21I (eq. 1).

Intégration par parties.
Posons u'(x) =1 et v(x) = VX2 +2.

1 1
K:f U (xX)vx)dx = [u(x)v(x)](l)—f u(x)v'(x)dx.
0 0

X

Vaz+2'
K= [x\/mn—[

1
0 Vxc+2

ux)=xetv'(x) =

2
dx.

X
2

K=+v3-] (eq.2).
En combinant (eq. 1) et (eq. 2) on obtient 2K = v/3+ 2T et 2] = /3 -21I.
C’est-a-dire: K = ‘/75 +let]= ? -1



Exercice 2 (Enseignement de spécialité) 5 points

1.

a.

. De (eq. 1), on déduit que ———

Posons u(x) =x+V1+x2.Onaalors f=Inuet f' = %

/ _ 2x  _ x+V1+x2 _  u(x) / _ 1
u(x)—1+2m_ Nire _m.Onadoncf(x)—m.

1
On en déduit que : ug :f f'(x)dx= [f(x)]é =fM-f(0) :ln(1+\/§).
0

d 2 _ _x
. Onremarque que E\/1+x = 7=
1
Onaalors:ulzf dx= [\/1+x2]
0 V14 x?
u1=\/§—1.
1 ,n+l1 n 1
X -X x—1
Upel — U :f —dx:f x" dx.
" "o V14 x2 0 V14 x2

Pour x € [0; 1], on a x" x—12 < 0 et donc u,4q — u, < 0. La suite (u,) est donc
décroissante. Elle est de plus trivialement minorée par 0.

(u,,) est donc convergente car décroissante et minorée.

. Pourxe[0;1],ona0<x*<1.Doncl1<1+x2<2et par croissance de la fonction

racine carrée :
1<V1+x2< V2.

On en déduit que % < \/%7 < x" et que

xn 1
f —dx<f dxé/ x"dx
0 V14 x2 0

1 n+1 1< < 1 n+1 !
nr vz ™* ]o S Hn s [(n+1)x 0

1 1

Comme —= tend vers 0 lorsque 7 tend vers 'infini, u, a pour limite 0 (théoréme
des gendarmes)

1 1 1
Soit n =3, u,+ Uy_> :f x"_z(x2+1)7dx=f "2V 1+ x2dx=1I,.
0 V1+x2 0

Onadonc u, + u,—» = I pour n=3.

" 2etv(x)=V1+x2

1

1
I,,=f U () vx)dx= [u(x)v(x)]é—f u(x)v' (x)dx.
0 0

Intégration par partie : posons u' (x) =

Onau(x)=L1x”_1 etv’(x):\/lfr7.

X
I, = V1 +x2 n-1 dx.
" [ ] -1 V1+x?

1 X
Inz% \/z— dx]|.
n-1 0

1+ x2
I,= ﬁ (\/5— un)
Or uy, + uy_» = I,. On en déduit donc que u, + u,_» = ﬁ (V2-up) etdonc:
nup+n—-1u,—o= V2.

. Comme (u;) est décroissante : nu,+ (n—1)uy_2 > nu,+(n—Du,=2n-1) u,.

On en déduit que 2n—-1) u, < \/_ 2 (eq. 2).

n 1
<nu,.Ona: tend vers — quand n
(n+1)V2 " n+1)v2 vz 1

tend vers l'infini.



1 1 2
De (eq. 2), on déduit que nu, < 5(\/§+ uy).Ona 5(\/§+ u,) tend vers % (C’est-a-

1
dire —) quand » tend vers I'infini.
N

2
Le théoréeme d’encadrement permet de conclure : nu, converge et sa limite est PR

PROBLEME 11 points

Partie A

1. a. Le coefficient directeur de T, est exp’(a) c’est-a-dire = e“. T, passe par le point de
coordonnées (a ; e%). Son équation réduite est donc : y—e® = e*(x— a) c’est-a-dire :
y=e%x+e%1-a) (Eq. T,)

Le coefficient directeur de D, est In’(1) c’est-a-dire = % D) passe par le point de
coordonnées (A ; InA). Son équation réduite est donc: y—InA = %(x — ) c'est-a-
dire:
y= %x+lnﬂt— 1 (Eq. Dy)

b. T, et D, sont paralleles si et seulement si leurs coefficients directeurs sont égaux,
c’est-a-dire :

1_ea
2. T, et Dy, sont confondues si et seulement si {ln b f’: ei(1-a)
b=e?
“«— 1 b = —dad.
{—a—lze“(l—a) car In a
b=e¢
(a+e *=a-1"
Partie B
x—-1 x—-1
1. a f(x)=lo —e*=1—>—=¢"
f&) x+1 x+1
b. f estcontinue et dérivable sur I.
x+1)-(x-1 x—1 2 x-1 x*+1
f’(x):( )~ ) 4+ ex:( + ) = e
(x+1)2 x+1 (x+12 x+1 (x+1)2
La dérivée est strictement positive sur I, f est donc strictement croissante sur I.
; x=1 _ T =
Comme xgg_lm 1 =Lona: xl_l)I}_loo f(x) = +oo0.
X 0 +00
' +
f(x) 1 / +00

c. f estcontinue sur I et strictement croissante de I sur [-1; +oo[ : c’est une bijection
de I'sur [-1; +ool.
1 admet donc un antécédent unique y par f.
Les valeurs approchées de f(1,5) et f(1,6) a 1073 pres sont : 0,896 et 1,143. Donc
nell,5; 1,6].



x—1 -x-1
2. a ~x) = x
a. f(x)x f(—x) x+1e X _x+1e
b. Comme p # 1, on peut appliquer le résultat précédent pour p. f(u) x f(—u) =1 et
comme f(4) =1, ona: f(-u) = 1. Comme pu est I'unique solution sur I, —u est
forcement 'unique solution sur ] —oco; —1[u] -1 0].

—X —

Lensemble des solutions a I'équation (1) est : {u, —u}.

+1 +1
c. Pour gy, comme e = 'u—l, I'équation de la tangente T}, est y = 'u—lx +1—p.
“ -—

-1
Pour —y, comme e # = 'u—, I'équation de la tangente T_, est y = i u—1.
p+1 p+1

d. Représentation graphique :

\yr

Partie C

1. De facon évidente, S est involutive. On a donc S(M') = M.
1
Soit M(x; e¥) un point de I'. S(M) a pour coordonnées (—x ; e_x)' c’'est-a-dire: (—x; e™¥).
Onadonc S(M)eT.
2. a. OnA(u;eH).Donc A'(—u; e ") et A’ €T d’apres la question C.1.
b. Par définition T_, est la tangente a I au point d’abscisse —p, c’est-a-dire au point
de coordonnées (—u ; e H). C'est A'.
T_, est confondue avec Dex. Elle est donc tangente a C au point d’abscisse e. On a
donc By (e*; p).

+1 -1
3. a. pet-—pvérifiant’équation 1, ona et = T eten=H""
pu—1 p+1
. . bl . b=l p-1 ptl
Onadonc: A(ﬂ, E), A/(—ﬂ, /.t_)’ B(m ; —,LL) et81 (E ; ,LL)

5



b. La symétrie par rapport a la droite y = x permute I'abscisse et 'ordonnée de cha-
cun des points. B est 'image de A’ et A est 'image de B;. Par la symétrie, la droite
(A'By) (c’est-a-dire T_,) a pour image la droite (BA) (c’est-a-dire T_,). ABiBA’ est
un trapeze.

4. Notons </ I'aire délimitée par la courbe I" et 'axe des abscisses entre —u et y. o/ =
u
f e“dx=[e*]" =et-eH
L p

- 4u
ofe =kl el R
r p=1 p+l /Jz -1

Notons /4 4 I'aire délimitée par le segment [A’ A] et I'axe des abscisses entre — et y.

1(p+1 u-1 +1 up-1 2+1
S [ BT P

2\pu—-1 p+1 u-1 pu+1 w2 -1
Laire of recherchée est: of = of 414 — oft.

2 2

+1 4 +1-2
K K —2(H————)=mL

=254 =
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