Durée : 4 heures
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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

1. X suitlaloi de durée de vie sans vieillissement ou encore loi exponentielle de
parametre 1; donc

p(X>10)=e % = 0,286 < —101 =1n0,286

In0,286
10 -
La calculatrice donne A = 0,125 4 1073 pres.

2. 6 mois = 0,5 année. On a donc p(X < 0,5) = 1 —e %125%05 = ] _ 70,0625
0,061.

3. Lappareil ayant déja fonctionné 8 ans, la probabilité qu’il ait une durée de

X>100Nn(X>8
vie supérieure dix ans est égale a p(x>g(X > 10) = all >p(X)>é(3) >8)] =

ou encore A = —

p(X > 10) _ e—0,125><10
p(X >8) - e—0,125x8
4. On a ici un schéma de Bernoulli, avec comme succes le fait pour un oscil-

loscope d’avoir une durée de vie supérieure a 10 ans, dont la probabilité est
égale a 0,286 et un nombre d’appareils égal a 15.

=e 012%2 50,779,

La probabilité de n’avoir aucun oscilloscope en état de marche au bout de 10
ans est donc: (1-0,286)'° =0,71415.

Donc inversement la probabilité d’avoir au moins un oscilloscope en état de
marche au bout de 10 ans est égale a:

1-0,714" ~0,994.

5. On reprend la question précédente avec non plus 15, mais n oscilloscopes.
La probabilité qu’au moins 1 sur les 7 oscilloscopes fonctionne apres 10 ans
estdonc:1-0,714".

Il faut chercher le plus petit naturel n tel que

1-0,714" > 0,999 < 0,001 >0,714" < In0,001 > nln0,714

In0,001

(par croissance de la fonction In), soit finalement ——— < n
In0,714

(carlno0,714 < 0).
La calculatrice donne 20,5 < n.
Le premier naturel convenant est donc 21.
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EXERCICE 2 5 points
Candidat n’ayant pas suivi ’enseignement de spécialité

21— Z —-2—-4i 142 1+2i)(-2-1) =5i
b g ATEA_ _le2i_as2i2-p s

Cz-zg 4-2i  i-2  (i-2)(-2-0) 5
IA
On en déduit pour le module que [Z| =1 < B 1 < IA=1B.

T — — T
De méme pour 'argument : arg Z = -3 [27], soit (BI ; BI) = -3 [27].
Conclusion le triangle IAB est rectangle (en I) et isocele (en I).

c. Par définition de 'homothétie :A—C) —2A] <
238 = Zypy = Zc—2pn=2(21—2p) < zc =221 — zZA.
Donc z¢c =2(1-2i) —3-2i=-1-6i.

d. Par définition du barycentre qui existe puisque 1 -1+1#0,0ona

ﬁ—ﬁﬁ+5€ =H (1) : avec d comme affixe de D on obtient :
3+2i-d+d+3-1-6i—-d=0 < d=5-4i.

=)

e. Légalité (1) peut s’écrire DB = DA +DC ou encore en ajoutant le vec-

teur AD , CB =DA qui signifie que le quadrilatere ABCD est un parallé-
logramme.
Par définition de I'homothétie I est le milieu de [AC] (affixe : 1 —2i et on
vérifie que c’est aussi le milieu de [BD]. Le quadrilatere ABCD a donc pour
centre I et d’apres la question 1. b. les diagonales sont perpendiculaires et
ont méme longueur : ABCD est donc un carré de centre I.

— — — 1 — —
2. Dansl’égalité n MA - MB + MC H =5 “MA +MC H, faisons intervenir a gauche
le barycentre D et dans le membre de droite le milieu I (isobarycentre) de A
etde C.
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| M5 + DA - MD + DB + M +DC | = 5 | Wi +1& + M7 +1C|| =
|M5 | = 5 |oMT | = WD = Wi = mp=1.
Lensemble I'y est donc I'ensemble des points équidistants de D et de I : c’est donc
la médiatrice de [DI].

) Onvériﬁequeﬁ—ﬁ“ﬁ):ﬁHﬁ):“zﬁ“ = BD = AC = |-4-8i| = v/80 = 4/5.
Le point B apartient a I'y.

—_— —  —

Onavuque HMA - MB + MC H = Hﬁ“ = MD.

Les points M cherchés vérifient donc DM = 4+/5; ces points appartiennent au cercle
de centre D et de rayon 4+/5.

EXERCICE 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1.
cx
\
\
\
\
\
\
\
~1 B
v T~
X =
D} ! A

A — B
2. Onas:{ C — D
[AC] — [BD]

CD
On sait que CD = kAB, k étant le rapport de la simlitude; donc k = — =

AB
| iy va o

CI8i-3]  3v2 3

D’autre part 'angle de la similitude 6 est donné par 6 = (ﬁ ) ; (_B;Ij) =

Zp— 2 —1-i i
D B—arg_ =arg§=— [27].

arg =
ZC— ZA 3i—3 2

1
s est donc la similitude de rapport 3 et d’angle g [27].

3. Lécriture complexe de la similitude directe sest: z' = az+ f.
En utilisant les points A et C et leurs images, on obtient :

2
1+-i = 3a+p
1 3 , d’ou par différence
——i = 3ai+p
3
: , 1+i a+® 1,
1+i=3a(1-i) < a= — = =i
31-1) 3x(1+1) 3
2 1
Onendéduitensuitequeﬁ:1+gi_iz1_51_

1 1
Lécriture complexe de s est donc: z' = giz +1-— §i‘
Rem. : on pouvait également remarquer que le rapport de la similitude avait

1 b4
pour module 3 et pour argument 2 Dol a = §i'
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. . . 1, 1,
Le centre I de la similitude est le point invariant : donc z; = ngI - 51 —

1, 1,

Zi[l—-=i|=1--i << z1=1.
3 3

Le centre de s est le point I d’affixe 1.

4. Avec M’ (x'; y') et M(x; y), M’ = s(M) se traduit par le systeme :

, 1

x = —§y+1
;o 11
yoT 373

5. Myu+1=s(Mpy)
6. 1, =1z, —1|. Donc

1
lzp— 1] = §r"'

| 1] L +1 1, 1 1'( 1) L
r =|zZ -1l ==1z —=1—-1=|=1(2Z — =|(=1
n+1 n+1 3 n 3 3 n 3

Conclusion : ry4q = 3 rp, signifie que la suite (r,) est une suite géomé-

. . 1

trique de raison 3
Le premier terme est rp = |29 — 1| =3 - 1] = 2.

7. IMk=|Zk—1| =Tk.

n
On adonc, quel que soitneN, z,; =2 x (5) .

1\k 1\k
IM; <1078 = 1. <1073 = 2x(§) <1073 = (g) <0,0005 <
In0,0005

1
kln (5) < In(0,0005) (par croissance dela fonction In), puis k > 3
—In

(car—In3<0etenfink >6,91....
La premiere valeur naturelle satisfaisante est 7.

EXERCICE 3 6 points

1. a. Onal+ ke* >0, car tous les termes sont supérieurs a zéro.

La fonction fj somme de quotients de fonctions dérivables (le dénomi-

nateur étant non nul) est elle-méme dérivable et
—ke* (1 +ke®)— (1 - ke*) x ke*

") =1+
Tk (1 + keX)?
Flo=1- 2ke® 1+ k%e*
k (1+ke¥)?  (1+ke*)?
T (1 + ke®)?
—ke* P 1— ke*\?
O 9 ~£= T done (760 )= 15
2 l—kex)z 2+2k%e?*
— 1: -
e =)+ (1+kex (1+ ke")?

Conclusion fi(x) est bien solution de I'équation différentielle :
2y = (y—x)?>+1.
b. De facon évidente (y — x)2 +1 > 1> 0; il en est de méme pour 2y’ et donc
pour y'.
Conclusion la fonction fi(x) (comme toutes les solutions de I'équation
différentielle), est croissante sur R.
k

1_
2. Si € contient O, alors f;.(0) =0 < % =0 < k=1.

%€ correspond a la fonction f;.
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De méme si €’ contient A(1; 1), alors fy(1) =1 < 1+
1-ke

1-ke _
1+ke

1
=0 l=zke < k=-.

1+ ke e
¢’ correspond a la fonction fi .
e

3. Onak>0.

Position de 6} par rapportaD:
2

fk(x):x_1+1+kex 1+ ke*’

Tous les termes du second membre sont supérieurs a zéro; le quotient
aussi.

fr(x)—(x—1) > 0 et ce, quel que soit x € R signifie que € est au dessus de
D.

Position de € par r;lpport aD’:

= fr(x)-(x-1=

2ke*
=x+1l-— - :
fi(x) = x 1+ ke* 1+ ke®

Tous les termes du quotient sont supérieurs a zéro; le second membre est
donc inférieur a zéro.

fr(x) — (x+1) <0 et ce, quel que soit x € R signifie que 6} est au dessous
deD'.

= fr(x)-(x+1=

Donc les courbes % sont dans la bande limitée par les droites paralleles D et

D'

Limite en +o0:

xl_l’r+n<>o To kot - 0 entraine que xEer fr(x)—(x—1) =0, ce qui signifie que
la droite D est asymptote a 6 au voisinage de plus I'infini.

Limite en —00:

) —12100 T ko = 0 entraine que xgrpw fr(x)—(x+1) =0, ce qui signifie que
la droite D’ est asymptote a €} au voisinage de moins l'infini.

4. k=1

l1-e
a. x) = x+——,donc fi(—x) = —x+ =—Xx+ =
fix) TTor fi(=x)

b.

C.

d.

X 1-e™* e‘—1 [ 1-¢*
—|x+

1+e*

l1+e™* eX+1
= —f1(x), quel que soit x € R : la fonction f; est impaire.

X
F(x) =f0 A dt.

e Six>0comme fi(0) =0 et que fj est croissante fj(x) > 0, donc F(x)
représente l'aire (en unités d’aire) de la surface limitée par la courbe
%, 1'axe des abscisses, 'axe des ordonnées et la droite verticale conte-
nant le point (x; 0).

X 0 0
. Six<0,f1(x)<0;doncF(x)=f fl(t)dtz—f fl(t)dtzf [-Ai(n]de:
0 X

donc F(x) représente I'aire de la surface limitég par I'axe des abscisses,
la courbe %7, la droite passant par le point (x ; 0) et I'axe des ordon-
nées.
Limparité de fj entraine la symétrie de sa courbe représentative 2 autour
de l'origine.
I en résulte que pour deux valeurs opposées de x, I'aire représentée par
F(x) est laméme. Soit F(x) = F(—x) : la fonction F est paire.
La positivité de f; sur R, entraine la croissance de F sur R, ; la parité de
F entraine la décroissance de F sur R_.
2e’

1+etf dt.

X
En utilsant I'égalité (2), F(x) = f (t +1-
0

/ e’
Or (In(1+ef)) = oot donc
2

t X
F=|—+ r—2In(1+e’)

X
= > +x-2In(1+e%)+2In2.

0

Polynésie

5 juin 2004



Corrigé du baccalauréat S A.P.M.E.P.

2
F(x) = x?+x—21n(1+ex)+21n2

EXERCICE 3 5 points

1 e—t2
e[
0o 1l+n+t

a.

2 _2
et t

l+n+l+t l+n+t

1
Calculons In+1—In=f (
0

tégrale;

) dt (par linéarité de I'in-

—$2

U _po(l+n+t-n—t-2 1 e
In+1_In= (§ dtz_ .
0 (n+1+Hn+2+1) o (n+1+0H(n+2+1)

Lintégrale est positive car la fonction est positive (tous ses termes sont
supérieurs a z€ro).

Conclusion : I;;+1 — I, <0, donc la suite (I,,) ,en €St décroissante.
Intégrale d'une fonction positive et comme 0 < 1, I, > 0.
0<1<120<2<1=>-1<-~2<0=>el<e " <e=1.
Donce <1 (D).

Dautrepart0< t<1l=>n+1<n+l+t<n+2=>

1 1 1
< < assage aux inverses).
n+2\n++1+t\n+1(p g )
1
Donc 2).

n++l+t  n+l
Tous les termes des inégalités (1) et (2) étant positifs, on obtient par pro-

duit :
e 1

< )
n+l+t  n+1

L |

Par intégration sur l'intervalle [0 ; 1], on obtient I, < f 1 dz, soit
0o n

comme l'intégrale est positive :

0< I < —
n+1

Comme lim
n—+oo 41

sante minorée : elle converge)

= 0, on en déduit que lir+n I, = 0. (suite décrois-
n—+00

. Sur [0: 1], f(x) =e "+ x—1. Somme de fonctions dérivables, f est déri-

vable et :

ff(xX)=—e*+1.0r f'(x) =0 <= e *=1 < x=0.
Comme0<x<1=>-1<-x<0=>e ' <e*<eP=1-e 20, fl(x) >
0 sur [0; 1], donc la fonction est croissante de f(0) =0a f(1) = %, On en
déduit que sur [0; 1], f(x) > 0.

g somme de fonctions dérivables est dérivable sur R, donc sur [0 : 1] et
g =-1+x+e "= f(x).
D’apres la question précédente g’(x) > 0, donc la fonction g est crois-
sante sur [0; 1]. Comme g(0) = 0, la fonction est elle aussi positive sur
[0; 1].
On avu que f est positive sur [0 ; 1] :
e*+x-1>20<= 1-x<e ™.
De méme g est positive sur [0 ; 1] :

x? x?
1—x+?—e‘x>0 = e‘xgl—x+7.
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On a donc finalement ’encadrement

l-x<e " <l—x+—

d. 0<t<1=>0< <.
En utilisant 'encadrement trouvé juste au dessus avec x = t2, on obtient
4

2 t
1-?<e’! <1—f2+?

e. Enintégrantsur [0; 1] chacune des fonctions del’encadrement juste trouvé

1
(apres produit par la fonction positive t — 71,‘)’ on obtient

l+n+
4
X 1—t2 x].—t2+?
— < I, < =
fo l+t+n "\fo 1+t+n
1 1
e 0<t<1l=>t+n+1<n+2 &< —— < ———. D’olienintégrant :
n+2 l+t+n
T1-¢7 (¥ 1-¢
[l
0o n+2 o 1+t+n
j‘ll—tz 1 t3]1 1 1) 2
Comme =—|t-=| =——=(1-=|= .
0o n+2 n+2 3]g n+2 3 3(n+2)
1 1
e 0<t<1l=>n+1<t+n+1 < < .D’oui en intégrant :

1+t+n  n+l

t4 t
11—t2+— 11—[2+—
[l e
~
o l+t+n 0 n+1
,
fll‘“r? 1[ SENSRL 1( 1 1)
Comme = et —| =— |14 —]|=
0 n+1 n+1 3 10]p n+1 3 10
1 30—10+3)_ 23
n+1 30 T 30(n+1)
Conclusion :
2 <L < 23
3m+2) " T 30(n+1)
f. On a pour tout naturel p, I,, < 23
. p p) p\so(p+1)
Donc I, <1072 si 23 <107? = 2300< +1 &=
P= 30(p+1) 30 P

230 230

La calculatrice donne 75, ....
La premiere valeur est donc p = 76.
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