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EXERCICE 2 4 POINTS

Les suites U = (Uy) ,en €t V = (V) en @ termes réels sont définies par :

Up = 5

Uy = 31

Uyo = 12U,41-35U,, VneN
Vo = -1

v, = -11

Vieo = 12V541—-35V,, VneN

Les suites X = (X;) ey €t Y = (Y3,) ey SONt alors définies par :
vneN, X,=U,+V, et Y,=U,-V,.

1. OnaXy=5-1=4et X; =31-11=20.
On voit que X; = 5Xj : il semble donc que la suite X soit une suite géométrique de
raison 5. C’est ce que 'on démontre par récurrence :
Initialisation : on a bien X; = 5Xj;
Héreédité : supposons qu'il existe n € N tel que X417 =5X,.
Alors X;,10 = Upyo + Vyyo =12U,41 — 35U, + 12V, =35V, =
12 (Ups1 + Vis1) =35 (U + Vi) = 12X 41— 35X, = 12x5X, —35X,, = 25X, = 55X, =
5Xn+1.
Conclusion : au rang 0, on a X; = 5Xj et s'il existe n € N tel que X1 = 5X},, alors
Xn+2 =5X541 : d’apres le principe de récurrence, on a donc démontré que pour tout
naturel n, X1 =5X},, donc que la suite X est une suite géométrique de raison 5.

2. Initialisation:Ona Yy =6 et Y] =42.
Onadonc Y] =7Y;.
Hérédité : supposons qu'il existe ne Ntelque Yn+1=7Y,.
On démontre de la méme fagon que la suite Y est une suite géométrique de raison 7.
Quel que soit le naturel n, Y41 =7Y,.
Alors Yyi2 = Upto—Viso = 12U541 —35U,,— 12V 1435V, = 12 (Up41 — Vi 1) =35 (U, — V) =
12Y,41—-35Y, =12Y,41 - 5x 7Y, =12Y,11 -5Yn+1=7Y4;.
La conclusion est la méme; donc la suite Y est une suite géométrique de raison 7.

3. Onsait que X, = Xg x5 =4 x5";
Deméme Y, =6 x 7",

U,+V, = 4x5"

U,-V, = 6x7"

Par somme et par différence de ces deux équations on obtient :

2U, =4 x5"+6x7" < X, =2x5"+3x7"et

2V, =4x5"-6x7" — Y, =2x5"-3x7"

On a donc le systéeme : {
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Upi1—5Up =2x5"1 43 x 7M1 _2x2x 5" —5x3x7"=3x7"(7-5)=2x3x7",
Uyi1-5U,=2x3x7" (1).

Deméme 7U,,— Uy = 7x2x5"+7x3x 7" =2x 5" —3x 7" = 2x 5" (7-5) = 2x2x 5",
Uy —Upy1 =4x5" (2)

Si d;, est un diviseur commun a U,, et a U4, il divise U4 —5U, et 7U,, — Uy41.
L'égalité (1) montre que d, divise 2, ou 3 ou 7", mais I'égalité (2) montre que d, ne
divise ni 3, ni 5”.

De méme I'égalité (2) montre que d, divise 2 ou 4 ou 5", mais I'égalité (1) montre
ensuite que d, n'est pas un diviseur de 4 ni de 5”.

Conclusion : les seuls diviseurs de d,, sont 1 et 2. Or U,, =2 x 5" + 3 x 7" somme d’'un
pair et d'un impair est impair. Donc d,, ne peut étre égal a 2.

Conclusion d, =1:1e P G. C. D. de U, et de U4 est égal a 1 : les deux nombres Uy,
et U,+1 sont premiers entre eux
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