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EXERCICE 1 (4 points)

Un médecin prescrit une prise de sang a son patient qui se plaint de fatigue récurrente. Cette prise de
sang fait apparaitre que la concentration en vitamine B12 est anormalement basse.

Le médecin décide de lui prescrire une injection par jour de vitamine B12, ainsi qu'une prise de sang
chaque semaine pour en contrdler la concentration. On note V(¢) la concentration en picogramme par
millilitre (pg-mL~!) au bout de la semaine ¢ .

On obtient le tableau ci-dessous :

Durée t; écoulée (en semaine) 0 1 3 5 7 9
Concentration y; de vitamine B12 (en pg-mL™!) | 100 | 104 | 118 | 128 | 141 | 156

On se propose de modéliser la concentration en vitamine B12 en fonction du temps écoulé depuis le
début du traitement.
Comme un ajustement affine n’est pas pertinent, on effectue le changement de variable z; = In(y;).

1. a. On complete le tableau suivant :.

ti 0 1 3 5 7 9
zi =In(y;) 4,605 4,644 4,771 4,852 4,949 5,050

b. A l'aide de la calculatrice, on détermine une équation de la droite 2 d’ajustement de z en
t par la méthode des moindres carrés sous la forme z = at + b, ou les coefficients réels a et
seront arrondis au millieme : on trouve z = 0,050¢ + 4,605.

Pour la suite, on prend comme modeéle d’ajustement, la droite 2 d’équation z = 0,05¢ +4,61.

2. 2=0,05t+4,61 < In(y) =0,05+4,61 < y= 00546l — 3 = 005/« 461
Or e*5! ~ 100 donc on peut dire que 100 e %%’ représente la concentration en vitamine B12 expri-

mée en pg-mL~!, f semaines apres le début du traitement.

3. Le patient doit atteindre une concentration de 500pg-mL~! pour que les symptomes de fatigue
disparaissent nettement.

On cherche ¢ pour que y > 500 c’est-a-dire

In(5
100e %% > 500 < %0 >5 < 0,051 >In(5) < > %.
In(5) , . . A .
Or 0.05 =~ 32,2 c’est donc au bout de 33 semaines que le patient pourra arréter son traitement.

4. Cet ajustement ne semble pas adapté a long terme car il nécessite 33 semaines d’injections quoti-
diennes avant son arrét..

EXERCICE 2 5 points

En France, I'’eau du robinet est 'une des substances les plus contro6lées. Elle fait 'objet d'un suivi sani-
taire permanent, destiné a en garantir la sécurité. Depuis plusieurs années, la communauté scientifique
s’interroge sur la présence dans 'eau, a I'état de traces, de résidus de médicaments de type anxiolytique.
Chaque année, les pouvoirs publics en mesurent la concentration. En 2010, on constatait qu’il y avait en
moyenne dans I'eau du robinet 2 microgrammes par litre (ug-L~') de molécules d’anxiolytique. Depuis
2010, on constate une réduction de 2% par an de la quantité de molécules d’anxiolytique dans I'eau
du robinet. On choisit de modéliser la concentration de molécules d’anxiolytique par une suite. Pour
tout entier naturel n, on note C,, la concentration de cette molécule d’anxiolytique dans '’eau 'année
(2010+n). Cette concentration est exprimée en pg-L™!.

1. En 2010, on constatait qu'’il y avait en moyenne dans I’eau du robinet 2 microgrammes par litre de
molécules d’anxiolytique donc Cp = 2.
C1=C0—C0><i =2><(1—i)=2><0,98=1,96.
100 100
2.  a. Réduire de 2 %, c’est multiplier par 0,98 donc la suite (C,) est géométrique de raison g = 0,98
et de premier terme Cy = 2.
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b. On en déduit que, pour tout entier naturel n, C, = Cy x q" =2 x 0,98".
3. La suite (C,) est géométrique de raison 0,98; or 0 < 0,98 < 1 donc la suite (C,) a pour limites 0
quand 7 tend vers l'infini.
Cela signifie que la quantité de molécules d’anxiolytique dans I'’eau du robinet tend vers 0 quand
les années augmentent.
4. Les pouvoirs publics souhaitent limiter la concentration en molécules d’anxiolytique 2 0,5pg-L™!.
Pour cela, on donne un algorithme.

a. On acomplété en bleu les lignes 3 et 5 afin que cet algorithme détermine la durée nécessaire
alaréalisation de I'objectif fixé par les pouvoirs publics :

C—2

N—0

Tant que C > 0,5
N—N+1
C—Cx0,98

Fin Tant que

S s W N -

b. Pour déterminer la valeur de la variable N a la fin de I'exécution de I'algorithme, on résout
I'inéquation C,, < 0,5:
C, <05 < 2x0,98"

<— nln(0,98)

<0,5 < 0,98" <0,25 < In(0,98") <In(0,25)
In(0,25)

<In(0,25) &< n> ———

In(0,98)

In(0,25)

In(0,98)

C’est donc en 2010+ 69 = 2079 que I'objectif sera atteint.

= 68,6 donc N vaut 69 en fin d’algorithme.

EXERCICE 3 5 points
Dans cet exercice, on s'intéresse a la fabrication de tubes destinés a étre utilisés dans un laboratoire
pharmaceutique.

Partie A

On note C la variable aléatoire qui a chaque tube fabriqué associe sa capacité en millilitre (mL).
On suppose que C suit la loi normale d’espérance u = 50 et d’écart type o = 2.

Affirmation 1: La probabilité que la capacité du tube soit comprise entre 48 mL et 52mL est environ
égale 2 0,95.

pA8<LC<K52)=pB0-2<C<KL50+2)=pu—o0<C< p+0)=0,68dapres le cours.

Affirmation 1 fausse
Affirmation 2: 30 % des tubes ont une capacité inférieure ou égale a 49mlL, a 1% pres.

On cherche p(C < 49); a la calculatrice, on trouve environ 0,309.

Affirmation 2 vraie

On note E I'événement « Le tube présente un défaut de fabrication. ». On suppose que la probabilité
de I'événement E est P(E) = 0,03. On préleve au hasard dans la chaine de production 200 tubes pour
vérification. On suppose que la production est suffisamment importante pour que I'on puisse assimiler
ce prélévement a un tirage avec remise.

On note X la variable aléatoire qui, a chaque prélevement de 200 tubes, associe le nombre de tubes
ayant un défaut.

Affirmation 3: X suit une loi binomiale de parameétres n =200 et p = 0,03.

On a une répétition avec remise de 200 tirages qui n’ont que 2 issues et dont le succes a pour
probabilité 0,03; donc X suit la loi binomiale de parameétres n =200 et p = 0,03.

Affirmation 3 vraie
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Affirmation4: En moyenne, un lot de 200 tubes contient 5 tubes avec défaut.

Lespérance mathématique d'une loi binomiale de parametres n et p est np, ce qui donne ici
200 x 0,03 = 6. Il y a donc en moyenne 6 tubes défectueux.

Affirmation 4 fausse
Affirmation 5: La probabilité qu’au moins 5 tubes soient défectueux est 0,719 au millieme pres.

On cherche p(X > 5); ala calculatrice, on trouve environ 0,719.

Affirmation 5 vraie

Partie B

Le fabricant veut améliorer la qualité de fabrication de ses tubes. Pour cela, il en teste 400 et constate
que 90 % n’ont pas de défaut. Apres des réglages permettant d’améliorer la qualité de fabrication, un
nouvel échantillon de 400 tubes est prélevé : 94 % sont sans défaut.

Pour savoir si la différence de pourcentage de tubes sans défaut est significative ou non, on regarde si
les deux intervalles de confiance sont disjoints ou non.

¢ Le premier intervalle de confiance correspondant a un pourcentage de 90 % est
0,9(1-0,9) 0,9(1-0,9)

09-196/ ———;09+1,96{/ —————

400 400

¢ Le second intervalle de confiance correspondant a un pourcentage de 94 % est
0,94(1-0,94) 0,94(1-0,94)

094-196y/ ———— ;0,94 +1,96y | ———

400 400

Les deux intervalles de confiance ne sont pas disjoints, donc la différence entre les taux de 90 % et 94 %
n’est pas significative : on ne peut donc pas dire que la qualité de fabrication s’est améliorée.

L=

~[0,8706; 0,9294]

I = ~[0,9167 ;0,963 3]

EXERCICE 4 6 points

A un patient souffrant de douleurs intenses, on injecte un antidouleur en perfusion au rythme de 4
milligrammes par heure. On suppose que cet antidouleur n’était pas présent dans le sang avant la per-
fusion. La quantité d’antidouleur présent a un instant donné est modélisée par une fonction f. Lorsque
t représente le temps écoulé, en heure, depuis le début de la perfusion, f(f) représente la quantité, en
milligramme, d’antidouleur présent dans le sang.

Partie A
On admet que la fonction f est solution sur [0 ; +oo[ de I'équation différentielle (&) : y' +0,02y = 4.

1. Léquation différentielle y' + ay = b a pour solutions les fonctions f définies par f (1) = ke "% +

b
— ou k est un réel quelconque, donc I'équation différentielle y’ + 0,02y = 4 a pour solutions les
a

4

fonctions f définies par f (1) = ke "%0% + 5oz Cest-a-dire £(1) = ke =002t 1200 ot k est un réel
quelconque. ,

2. On admet que f(0) =0.

f0)=0 < ke 04+200=0 < k=-200; donc la solution cherchée est la fonction f définie sur
[0; +oo[ par f(2) = —200e ~%927 + 200.

Partie B

1. On admet que f’(f) est donnée sur I'intervalle [0 ; +oo par: f'(1) =4e ~00%,

Pour tout réel x, e * > 0 donc, pour tout ¢ de [0 ; +oo[, e 9021 5 9 donc f'(#) >0; on en déduit que
la fonction f est strictement croissante sur [0 ; +oo|.

On a tracé, ci-dessous, la courbe représentative € de la fonction f etla droite &, asymptote a la courbe
€ en +oo.
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2. ATlaide du graphique, on peut dire que la limite de la fonction f en +oco est 200.

Cette valeur représente la quantité limite de 'antidouleur présent dans le sang.

3. Le débit de perfusion est satisfaisant si au bout de vingt-quatre heures, le sang contient au moins
50 % de la quantité limite de I'antidouleur.

11 faut donc que f(24) > 100.
f(24) =-200e -0,02x24 4 500 =~ 76,2 < 100; donc le débit de perfusion n’est pas satisfaisant.

4. On admet que la quantité moyenne de I'antidouleur présent dans le sang pendant les dix pre-

10

1
mieres heures de perfusion est égale a T fdze.
0

a. Soit F la fonction définie sur [0; +oo[ par F(¢) = 10000e %92 +2007.

Polynésie

F'(1) = 10000 x (—0,02) e %027 1+ 200 = —200e ~%%2 + 200 = f () donc la fonction F est une
primitive de la fonction f sur [0; +oo].

10
On pose I = fde.
0

I=F(10)-F(0) = (10000e ~%92%19 1 200 x 10) —(10000e ~%02*% 1+ 200 x 0) = 10000e ~>*-8000
~187,31
187,31

10
moyenne de I'antidouleur présent dans le sang pendant les dix premiéres heures de perfu-

sion est 18,7.

= 18,731 donc une valeur approchée, au dixieme de milligramme pres, de la quantité
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