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EXERCICE 1 3 points
Commun a tous les candidats

1
1. Laffirmation signifie que f'(0) = 1

f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables, le dénominateur ne
s’annulant pas car 1 +e* > 1> 0.

e’ 1 1
/ = —— / = —_— = ——
fo= (1 +e")? SOy

L'affirmation est vraie.

2. W:—m+1\ﬁ_+z}]\76 — JT/[E+_G>7=—]T/IE—G—A)+JT/IE+§§+
4MG +4GC < GM' =3MG < GM' =-3GM (car par définition du
barycentre : ~GA +GB +4GC = 0.

La derniére égalité trouvée montre bien que M’ est I'image de M dans I'ho-
mothétie de centre G et de rapport —3.

1 1 x =0
3. f(x)=—x < xsin3x=-x <— . 1
f 2 2 sin3x = -—
2
1
sin3x = 5 < sin3x= sin% ousin3x= sin%”. Donc:
— d'unepartsin3x=sinZ < 3x=% [2n] < x=% [Z].
— oudautre partsin3x =sin3F < 3x=3 [27] < x=3 [&].
Donc l'affirmation est vraie.
EXERCICE 2 5 points

Pour les candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. a. Ondéveloppe (z—7i)(z+1) = Z2—6iz+7.

b. M # A est invariant si et seulement si M= M <

, 3iz—-7 . . 2 . .

=z« z= 3 <~ z(z-31)=3iz—-7 < z°-3iz=3iz—-7 <<
z-3i

Z2—6iz+7=0 < (z—7i)(z+1) =0 d’apres la question précédente <—

z = Ti
z = -i

11 existe donc deux points invariants par f : B(7i) et C(—i).
2. a. On vérifie aisément que le milieu de [BC] est le point A qui est donc le
centre du cercle X et que BC = 8 dont le rayon de X est égal a 4.
En posant 0 = (e—{ , W ), on a en calculant I'affixe du vecteur W :
z-3i=4e! < z=3i+4e".
3i(3i+4e”) -7  -16+12ie"
4eif 4el0
3i+4(—cosf +isin®) = 3i+ 4(cos(w — 0) +isin(m —0)) = 3i +4el "9
Cette derniere égalité montre que M’ appartient lui aussi au cercle X.

b. Onadonc z' = =3i—4e710 =

¢. Onaavec z = 3i+4e'?,
Z=-3i+4el’
-7z =3i—4el? = 2/ comme on I'a vu 4 la question précédente.
Le point M’ se construit en prenant le symétrique de M autour de I'axe
des abscisses, puis le symétrique de ce point autour de O, ou encore plus
simplement par symétrie autour de I'axe des ordonnées.
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3. Onreprend la question 2 mais avec un cercle de rayon r. Un point de ce cercle
a une affixe égale 2 z = 3i+ re.
On en déduit que :
3i(3i+re?)-7 —16+3rie? 16 _ 16
= ( . ) = . =——e 0 13]=3j+ —e 0,
reif rei® r r
Cette derniere égalité montre que M’ appartient au cercle de centre A(3i) et

Zl

16
de rayon —.
r

Limage d'un cercle de centre A est un cercle de centre A.

EXERCICE 2 5 points
Pour les candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. a. Soit a pair et tel que a® +9=2" < 9=2"—-a?.

Ceci ne peut étre vrai puisque la différence de deux pairs est paire. Donc
si a existe, a est impair.
b. Onadonca=2k+1, keN, donc a®?+9=2" < 4k?+4k+10=2",
Or4k®>+4k+10=2 [4]et2"=0 [4], puisque n > 4.
Conclusion : il n’existe pas de solution 4 'équation a® +9 = 2",
2. a. a>+9=3".Pourn>3,3=-1 [4],donc

3"=(-D" [l
Sinestpair3”=1 [4] etsinestimpair3” =—-1 [4] ou encore
3"=3 [4].

b. Soit a tel que a® +9 = 3". Si a est impair, son carré I'est aussi donc a® +9
est pair, alors que 3" est impair pour tout .

Conclusion : si a existe, il est pair.
Puisque a est pair il existe p € N tel que a = 2p, d’'ot1 a® = 4p>.
Donc a* =0 [4].
Il en résulte que a>+9=9 [4] ou plus simplement a+9=1 [4].
Conclusion : a® +9 =3" seulement si 3" =1 [4], mais ceci n’est vrai que
si n est pair.
Si a? +9 = 3", alors n est pair.

c. On pose donc n=2p, p € Nsupérieur a 1.
—Sia=0,alors a®>+9=9=3%",dot1 p=1:impossible car p > 1.
—Donca#0
L'équation s’écrit a?+9=3? — 9=3")?-a’=9
BP+a)(3” —a)=9.
Les diviseurs de 9 sont 1, 3 et 9. Il y a donc deux possibilités

3P+a = . .
. ap_, = g quinapas de solution car les deux nombres ne sont
pas égaux, a n’étant pas nul,
3+a = 9
L]
3-a =1

car 37 + a > 3P — a. On en déduit en sommant : 2x 3”7 =10 <= 3P =5 qui
n’a pas de solution car 5 n’est pas une puissance de 3.
Conclusion : 'équation a? +9 = 3" n’a pas de solution.
3. a*+9=5", n>2
a. Supposons n impair; il existe donc k € N tel que n =2k +1.
5" = 52k+1 = 52k « 5 donc puisque 5=2 [3], 52 =22 [3],ou5’=1 [3]
etenfin5”=2 [3].
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Donc s'il existe une solution a, alors a>+9=2 [3].

Comme a est congru a 0, 1, ou 2 modulo 3, son carré est congru a 0 ou 1
modulo 3, et comme 9 est congru a 0 modulo 3, a?+9est congruaOoul
modulo 3, alors que 5" est congru a 2 modulo 3.

Ces deux nombres ne sont donc pas égaux.

Conclusion : si 7 est impair I'équation a® +9 = 5", n > 2 n’a pas de solu-
tion.

b. On suppose donc n pair; il existe donc k € N tel que n = 2k avec k > 1.
L'équation s’écrit :
@ +9=5% = 2+9=(5) = 9=(5"-&® =
(5]‘ +a) (5]‘ —a) =9, d’out deux possibilités :
55+a = 3
* { 5F-a = 3
aurait a® +9 = 9 = 5" ce qui n'est pas possible puisque 9 n’est pas une
puissance de 5.
55+a = 9
* { 5k—q 1
etdonca=4

d’ou1 par différence 2a =0 < a =0, mais alors on

soit en sommant 2 x 55 =10 < 58 =5 < k=1

Conclusion : I'équation a2 +9=5", n>2 aune seule solution : 4.

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

2
1. | -1 |et| 1 |sontdesvecteurs normaux respectivementa 2 et 2.
0 -1
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les plans ne sont pas paral-
leles et sont donc sécants suivant une droite 2.
Tout point commun a & et 2 a des coordonnées (x ; y; z) qui vérifient le
. { 2x—y = -5
systéme :
3x+y—-z = 0
X = a
En posant x = @, le systéme devient:{ 2x-—y = -5 <
3x+y—-z = 0
X = «a
y = 2a+5
z = 5a+b
2. « P estparallele au plan £ si un vecteur directeur de & est orthogonal a un
1 -5
vecteur normal a Z c’est-a-diresi| 2 |- 5 |=0 << -5+10-5=0
5 -1
qui est bien vraie.
e Deux droites sont coplanaires si elles ont un point commun ou si elles
sont paralleles.
a = -3
* Si elles sont sécantes c’est-a-diresi{ 2a+5 = 1+ <
5a+5 = 2428
a = -3p ¢ 43'6
-6p+5 = 1+p ={ P = 5
-158+5 = 2+28 g = 5
17
Ce systeme n’a pas de solution.
Conclusion : les deux droites ne sont pas sécantes.
Asie 3 juin 2004
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* Si elles sont paralleles leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.

2 a pour vecteur directeur ;(1 ; 25 5) et 2’ a pour vecteur directeur
7(—3 ; 1; 2). Ces vecteurs ne sont manifestement pas colinéaires. Donc
les droites ne sont pas paralleles.

Conclusion : 2 et 2’ ne sont pas coplanaires.

EXERCICE 4 8 points
Commun a tous les candidats

1
f(x) =In(1+2x) sur —5;+oo .

I Premiere partie étude d’'une fonction

1. Comme 1+2x > 0surl, f est définie sur cet intervalle et est dérivable comme
fonction composée de fonctions dérivables :

flx) =

2. a. Comme lim (1+2x)=0,, lirn1 f(x) = —o0.

2
1+2x

> 0. La fonction est donc croissante sur I.

x—»—i x—'—i

b. Surl, g(x) = f(x) — x; g est dérivable comme différence de deux fonctions

2-1-2x 1-2x
dérivablessurlet g'(x) = f/(x) - 1= —— -1= = ui
g0 =7 1+2x 1+2x 1+2xq
est du signe de 1 —2x puisque surI, 1 +2x > 0.

1
1-2x=0 x=§.

et décroissante sur ; +oo|.

N =

1 1
Conclusion : g est croissante sur ] - 5 ; 5

1 1
. Onag(§)=1n2—§>0.

Cherchons la limite de g au voisinage de +oco:

1 1
2+—)—x=lnx+ln(2+—
X X

gx)=In(1+2x)—x=Inx —-x=
1
In (2 +—
Inx X
_—t —-1].
X X
1
In x In{2+—
Comme lim — =0, lim =0, la limite du crochet est donc
x—+00 X Xx—+00 X

égalea —1 et xEerg(x) = —o0.

-5 3
cet intervalle il existe un réel unique a tel que f(a) = 0. Il est évident que
a=0.

. R 1 . .
Sur , g est croissante de —oco aln2 — > > 0. f étant continue sur

1 1
De méme sur ] > ; +oo] , g décroitdeIn2 - > >0 a —oo; g étant continue

sur cet intervalle, il existe un réel unique S de cet intervalle tel que
gp)=o0.

On vérifie que g(1) = 0,098 > 0 et que g(2) = —0,39 < 0.
Conclusion: 1< < 2.

. On en déduit le signe de g :

1
— sur]—E;O , 8(x) <0

— sur]0; B[, g(x)>0
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— sur]f; +oo[, g(x) <0
— g0)=g(B) =0.

3. 0<x<fB=f(0) < f(x) < f(P) par croissance de la fonction f.

fO)=0etf(B)=gB)+B=0+p=p.

Conclusion:0<x< f=0< f(x) < B.

II Etude d’une suite récurrente

1. Initialisation:ona uy =1¢€]0; B[ (car > 1). La propriété est vraie au rang 0;

Hérédité : soit un naturel n et supposons que 0 < u, < 8.

Par croissance de la fonction f, ona f(0) < f (u,) < f(B) ou encore

0 < up+1 < B. Lhérédité est établie.

Lencadrement est vrai au rang 0, et s'il est vrai au rang »n il 'est aussi au rang
n+1:on a donc montré par récurrence que pour tout entier naturel n, uy,
appartient a l'intervalle 10 ; BI.

. Initialisation :on a u; = f(up) =1n3 >1:la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité : soit un naturel n tel que n > 1 et supposons que .1 > U, alors
par croissance de la fonction f, f (un+1) > f (Uy) SOit Upy42 > Uy : 'hérédité
est établie.

La relation est vraie au rang 1 et si elle est vraie au rang au moins égal a 1, elle
I'est aussi au rang suivant; on a donc démontré par le principe de récurrence
que la suite est croissante a partir du rang 1.

. La suite est majorée par S et croissante : elle converge donc vers un nombre

inférieur ou égal a S.

II Limite de la suite

1. Onavuque f'(x) =

1+2x°
2 2

1
x21=>2x>2=>1+2x>3=>-—> = .
3 1+2x 3 1+4+2x

2. a. (Hors-programme en 2009)

2 p 2
Puisque f'(f) < 3 on sait que [ fl(nde< 3 (B — uy) et ce quel que soit
Un

neN.
B
b. Orf F@de=[£018 = F )= FB) =t - .
Un
2
Donc d’apres la question précédente : up+1 — f < 3 (B—un).

Par récurrence :

e Initialisation : pour n =0, on a bien 0 < f—1 < 1. Lencadrement est
vrai au rang 0.

o Hérédité : hypotheése de récurrence : supposons que pour n € N, on ait

2\" 2
0<p-—u, < (5) ; on en déduit par produit par 3 :

2 n+l1 2
0< g(ﬁ—un) < (5) .Oronavuque - up+1 < g(ﬁ—un); on en dé-
2 n+l1
duit donc que 0 < f—up4+1 < (5) .
Lencadrement est vrai au rang 0; et s’il est vrai au rang n, il est vrai au
rang n + 1. On a donc démontré par le principe de récurrence que pour
tout naturel 7 :

2 n
ogﬁ—ung(g).
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2 2\"
c. Onsaitcar 0 < — <1 que lim (—) =0, donc d’apres le théoreme des
3 n—+oo\ 3
«gendarmes » : n1—1>r-+l:looﬁ —u, =0.

Conclusion: lim u,=p.
n—+oo
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