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EXERCICE 1 6 points

Commun a tous les candidats
Partie 1 : Etude de la fonction f

1. Comme x est supérieur a zéro, le signe de f(x) est celui de 1 —Inx.
Orl-Inx>0 < 1>Inx < Ine>Inx < e> x par croissance de la fonction In.
Onadonc:
fX)>0 < 0<x<e;
f(xX)=0 = x=¢;
fX)<0 < x>e.
2. « Auvoisinage de zéro: f(x) = x—xInx.
On sait que }Ci_r% xIlnx =0, donc )lclir(l) fx)=0.
 Auvoisinage de plus l'infini :
Ona xHerx =+ooet xl_igl@l —In x = —oco. Par produit des limites on obtient : xEer f(x) =—o0.
Remarque: la lecture de 'annexe correspond bien a ces résultats.

3. f produit de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[ est dérivable sur cet intervalle et :
1
flx)=1-Inx+xx (——) =l-lnx-1=-Inx.
X
Or-lnx>0 < Inx<0 < Inx<Inl < x <1 par croissance de la fonction In.

Deméme —lnx>0 < x> 1.
Conclusion : la fonction est croissante sur 10 ; 1] et décroissante sur [1; +ool.

x [0 1 e +00
f'(x) + 0 T
1 |
|
fx
0 —00

4. a. OnaM(x; Y e(Ty) <= y—fl@=f(a)(x—a) < y—-a+alna=-Ina(x—a) <
y=-xlna+a.

Le point d’intersection de la droite (T,) et de |’axe des ordonnées a une abscisse nulle, d’'ou1 y = a,

ordonnée du point A’.
Conclusion : A'(0; a).

b. 1l suffit de tracer le quart de cercle centré en O de rayon a qui coupe I'axe des ordonnées au point

AO; a)
Du point (a; 0) donné sur la figure on trace la verticale qui coupe ¢ au point A(a; f(a)).
La tangente est la droite (AA’). Voir a la fin la figure.

Partie Il : Un calcul d’aire
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1.

e Onavualaquestion 1. que sur ]0; e] la fonction f est positive. La mesure de la surface limitée par
la courbe €, I'axe des abscisses et les droites d’équations respectives x = a et x = e est donc égale a

e
I'intégrale <7 (a) = [ f(x)dx.
a
e Onavuquesur [e; +oo[, f(x) <0.Dans ce cas la surface limitée par la courbe ¢, 1'axe des abscisses
a e
et les droites d’équations respectives x = a et x = e est donc égale a — f fx)dx = f f)dx =< (a)
e a

en permutant les bornes d’intégration.
e

2. Onadonc & (a) =f x(1-Inx)dx.
a
4 ulx) = x
Posons{ Z(S) : )lc—lnx d’out 2,
- Vi) = —=
X
Toutes ces fonctions étant continues et dérivables sur ]0 ; +oo[, on peut donc intégrer par parties :
2 e e 2 2 e e
X 1 x X X
Aa)=|—(0-Inx) +f —x—dx=|—@0-Inx) +f —dx=
2 a a X 2 2 a a 2
2 2 1€ 2 21€ 2 2 2 2
X X X e a (3 e a (3
[—(1—lnx)+— =|=(3B-Inx)+= =—(%—1)——(——lna)=———(——lna).
2 4, |2 4|, 2 2 |2 4 2 \2
EXERCICE 2 5 points

Commun a tous les candidats

1.

. a Onavyy —vp=——m-—

a. En partant du point ((1p =5; 0) et en allant alternativement verticalement vers la courbe €6 et
horizontalement vers la droite A, on obtient les points de la courbe € d’abscisses, u; u, us etc.
Voir la figure

b. Sur la vue des premiers termes il semble que la suite soit décroissante vers I'abscisse du point
commun a € et a A soit vers 1.

a. o Initialisation:ona up—1=5-1=4>0:vraie aurang 0.

o Hérédité : soit n e N et supposons que u, —1>0.
du, —1 4u, -1 dup,—1-uy,—2 3u,—-3 3(up—1)

donc up+1—1= —-1= - — )

Up+2 Up+2 Up+2 Up+2 Up+2

On saitque u, —1>0,donc u, >letu,+2>3>0.

Orup41 =

Tous les termes de u,+1 — 1 sont supérieurs a zéro, donc finalement u;+, —1 > 0.

Linégalité est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle I'est au rang n+ 1; on a donc dé-
montré par le principe de récurrence que pour tout n €N, u,, —1> 0.

duy -1 duy —1-u2 —2u, —u2+2u,—1
b. « Décroissance de la suite : SOit 41 — Uy = — —Up = 1 a no_n n =
Up+2 Up+2 Up+2
W —2up+1  (up—1)>2 . »
- =— . Les deux termes du quotients sont positifs, donc finalement
Up+2 Up+2

Up+1 — Up <0 ce qui démontre que la suite (u,) est décroissante.
Or u, —1>0 < u, > 1 La suite étant minorée par 1 et décroissante converge vers une limite

4
¢ > 1 et par continuité de la fonction f,ona ¢ = 72

équation dont la seule solution est ¢ = 1.

La suite (u;) converge vers 1.
1 1

Up+1—1 un_l.
_3(un—-1

Or on a vu ci-dessus (démonstration par récurrence) que Uy —1 = > donc
Up +

Up+2 1 Uup+2-3 u,—1 1
= - = = =—,caronavuque u,—-1>0.
3(wp-1) up—-1 3w,-1) 3w,-1) 3

Un+1—VUn
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Ceci montre que la suite (v,) est une suite arithmétique de raison 3 de premier terme

1 1 1

UO = = = —,
up—-1 5-1 4
. 1 1 1 1 n 3+4n
b. Onsaitque v, =g+ nx—=—-+-xn=—+—-=
3 4 3 4 3 12
1 12 12+3+4n 15+4n
Orv, = — Up-1l=— <= up,=—+1= +1= = » quel que
up,—1 Un U 3+4n 3+4n 3+4n
soit n € N.
On retrouve ici que les termes de (u,,) sont des rationnels et comme le suggérait les constructions
19 23
dul.a.queuj=—, up=—=2, u3=-=1,8.
et = =y °75
4+
c. Pour n > 0 on peut écrire u, = 2 ’; .
+ =
n
On voit facilement que lim u, =1.
n—+oo
EXERCICE 3 4 points

Commun a tous les candidats

1. a.

C(1;3;2)€(¥P?) < 3x1+3-2-1=0 < 3 =0, faux. Le point C n’appartient pas au plan (£?).

b. Soit M un point de (2).

Me(P) < 3(-t+1)+2t—(-t+2)-1=0 < -3t+3+2t+t—-2-1=0, vrai quel que soit ¢.
Tout point de (2) est un point de (£?), donc la droite (2) est incluse dans le plan (£2).

. Un vecteur normal au plan (£) est un vecteur directeur de (2); d’apres la représentation para-

métrique les coordonnées d'un vecteur directeur de (2) sont (—1; 2; —1).

Une équation du plan (2) est donc :

M(x;y;2€(Q) < —-x+2y—-z+d=0.

0OrC(1;3;2e(2) < -1+2%x3-2+d=0 <= 3+d=0 < d=-3.

Conclusion: M(x; y; 2 €(2) < —x+2y—2z—-3=0.

Soit M(—t+1; 2t; —t+2) un point de (2).

Me(2) = —(—t+1)+2x2t—(—t+2)-3=0 < —14+41t+t-2-3=0 < 61-6=0 < t=1.
Donc le point commun I a (2) et a la droite (2) a pour coordonnées (—1+1;2x1; -1+2) =
0;2;1).

OnaCl(-1; -1;-1).DoncCI2=CI-Cl=1+1+1=3.

Conclusion CI = v/3.

3. Soit t un nombre réel et M; le point de la droite (2) de coordonnées (—t+1; 2t; —t+2).

a. On calcule les coordonnéesde CM; (—t+1—1;2t—-3; —t+2-2)soit (—¢t; 2t—3; ).

9 3
b. CM§:6t2—12t+9:6(t2—2t+g) =6[(t2—2t+1)—1+5

OnaCM?=CM; - CM; = (-0 + (2r-3)*+ > = * +41* +9— 121+ 1* =61 — 121 +9.

1
_ 2.t
—6[(1‘ 1) +2

Le minimum de ce trindme somme de deux carrés est obtenue lorsque le premier carré est nul
. . o . R 1
soit pour 7 = 1 et la valeur minimale de trindme est égale & CM> = 6 x 5= 3= CM; =v3.Clest

bien la valeur minimale.
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EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1.

Métropole, La Réunion

a. Onal(0;1) etA(v3; 2);doncIA® = (v3)* + 2-1)2=3+1=4=22 > [A =2,
Le point A appartient au cercle I de centre le point I et de rayon 2 Pour construire le point A, il
suffit de tracer 'horizontale contenant le point (0; 2) qui coupe le cercle I' de centre I, de rayon 2.
A est le point d’abscisse positive.

b. Par définition un point M d’affixe z a pour image M’ d’affixe z’ tel que z’ — z; = €% (z— z) soit
z—i=i(z—-1) < z=iz+1+i.
Donczg =i(V3+2i)+1+i=iv3-2+1+i=-1+i(V3+1).
Larotation est une isométrie, donc IA = IB = 2, d’apres la question 1. a. Le point B appartient donc
aucercleT.

c. Par définition du milieu x; = xA;—xC soit 0 = V3+xc

+ 2+
MsoitlzTyC < yc=0.

Xc = —\/g.

De méme y; =

Conclusion z¢ = —V/3.
Remarque : on aurait pu dire que C est 'image de B par la rotation r
d. Par définition de la rotation (BI) est perpendiculaire a (IA). D’autre part [AC] est un diametre deT'.

Dans le triangle ABC, inscrit dans le cercle I dont un de ses ca’tés est un diametre est donc rec-
tangle en B et (BI) étant a la fois hauteur et médiane, le triangle ABC est isocéle en B.

Le triangle ABC est rectangle isocéle en B.

. Il semble que (BF) et (CE) sont perpendiculaires.

Démonstration :

De Kﬁ = ﬁ§ et ﬁ = ﬁi, on déduit que ﬁ = Xﬁ, c’est-a -dire que A est le milieu de [EF].

D’autre part BI = IA = 2 = EA = AF : donc le triangle EIF est inscrit dans le cercle de diameétre [EF] : il
est donc rectangle en I.

De plus (BI) L (AC) et AE = IB entraine que (AE) et (IB) sont paralleles, donc (AC) est perpendiculaire
a (AE). Dans le triangle EIF la droite (IA) est a la fois hauteur et médiane : ce triangle est donc rectangle
isocele en I.

Par la rotation r :
—B apour image C
—Fapourimage E

Par définition de r rotation d’angle g, la droite (BF) a pour image la droite perpendiculaire (CE).

'S

16 septembre 2010



Corrigé du baccalauréat S A.P.M.E.P.

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. a. On sait que I'écriture complexe d’une similitude directe est z’ = az + b.
s0O)=D <<= 1=0+b < b=1;

3
SAA)=E <= 1+4+3i=ax(-2)+1 < a:—Ei.

. 3.
Lécriture complexe de s est donc: z’' = —EIZ +1.

b. Recherche de point invariant :

3, 3. 2 22-31)) 2 .
M=s(M) < z=——-iz+1 < z|l+-i|=1 < z= - = =—(2-3i).
2 2 243i 449 13
! 3
z = ——iz+1
2 2 entraine par différence :
—(2-3i) = ——i|—=02-3i)|+1
13 2 113
, 2 . 3. 2 ) , 2 . 3 = 2 )
Z-——@2-3)=—=i|z2—-—2-3)| <= 7z -—02-3i)=—=e"2 |z2——(2-3i)|.
13 2 13 13 2 13

b4 3
Conclusion : I'angle de la similitude est égal a — ) etle rapport est égal a >

c. Onsait déja que O a pour image D et A a pour image E.
Comme OG =3 et OC =1, il est aisé de voit que I'image de C est G.
Enfin OABC étant un rectangle son image par s est aussi un rectangle : c’est donc le rectangle
DEFG.

2. a. En utilisant I'écriture complexe de s’ :
2 5
s()=—=ix1+—-i=1i;
3 3

(1+3i) 2'(1 3')+5' 2+1
s D=—-=i(1-3])+=i=-2+1i;
3 3

5 .. 2.(5 ). 5.
S|-+3i)|=—Zi| - -3i|+-i=-2;

2 312 3

5 2. (5) 5,
s|=|=—-=i|=|+=1=0.

2 312} 3

Donc I'image du rectangle DEFG est le rectangle CBAO.
b. Ona g(0) = §'[s(0)] =s'(D) =C;
g(A) = s'[s(A)] = §'(E) =B;
gB) =s'[s(B)] = s'(F) =A;
g([C) =s'[s(0)]=5"(G) = 0;
Limage du rectangle OABC par la similitude g est donc le rectangle CBAO.

c. Cherchons I'écriture complexe de g :

5. _ 2.5, _
+-i=Zz--i+-i=Z+i
3 3 3

(2) = s os(2) = §'[s(2)] = s’[—ﬁiz+ 1] = gi —§iz+1 + Ei— gi(§i2+1
§4= - 2 3| 2 3 312
Un point M d’affixe z = x +iy est invariant par g si, et seulement si :

- . o L
z2=z+i <= x+iy=x—-iy+i <= 2y=1 < y:E,xetantquelconque.

Lensemble des points invariants par g est la droite d’équation y = 3 Or g composée de deux
similitudes est une similitude ayant une droite de points invariants : c’est la symétrie axiale autour
1

de la droite d’équation y = 3

On a d’ailleurs vu au dessus que A et B d'une part O et Cd’autre parts’échangent dansla similitude
g :l'axe de la symétrie est donc I'un des axes de symétrie du rectangle OABC.
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ANNEXE 1 (Exercice 1)
(arendre avec la copie)

2,0 4
1,5
1,0

fla
0,5

_1’5 4

_2’5 4
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ANNEXE 2 (Exercice 2)
(a rendre avec la copie)

4 =4
3 .
€
A
2T !
I
|
[ ‘
[ ‘
| }
1 Lo |
I ‘
I I
[ |
[ I
1 1 1 Ll L 1 1 1 |
I I I I I I I 1
-2 -1 1 2 3 4 5 6 7
us up 1231 Up
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ANNEXE 3 (Exercice 4)
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
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