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Exercice 1 4 points
Commun a tous les candidats

Sofia souhaite se rendre au cinéma. Elle peut y aller a vélo ou en bus.

Partie A : En utilisant le bus

On suppose dans cette partie que Sofia utilise le bus pour se rendre au cinéma. La durée du trajet entre
son domicile et le cinéma (exprimée en minutes) est modélisée par la variable aléatoire Tp qui suit la loi
uniforme sur [12; 15].

1. On sait que si une variable aléatoire T suit une loi uniforme sur un intervalle [a; b], alors pour

aetﬁtelsqueagagﬁgb,onaP(agTgﬁ)::i_—a.

14-12 2

15-12 3
2. La durée moyenne du trajet est donnée par I'espérance mathématique de la variable aléatoire.

Comme Tpg suit une loi uniforme sur [12; 15], P(12< Tg < 14) =

On sait que si une variable aléatoire T suit une loi uniforme sur un intervalle [a ; b], alors
12+ 15

a+b
E(T) = ——; doncla durée moyenne du trajet est E(Tg) = = 13,5 minutes.
> y ]

Partie B : En utilisant son vélo

On suppose a présent que Sofia choisit d'utiliser son vélo.
La durée du parcours (exprimée en minutes) est modélisée par la variable aléatoire Ty qui suit la loi
normale d’espérance p = 14 et d’écart-type o = 1,5.

1. Siune variable aléatoire T suit une loi normale de parametres u et g, alors P(T < ) = 0,5.
Comme Ty suit la loi normale de parametres p = 14 et o = 1,5, alors P(Ty < 14) =0,5.

2. La probabilité que Sofia mette entre 12 et 14 minutes pour se rendre au cinéma est
P(12 < Ty < 13) = 0,409 (trouvé a la calculatrice).

Partie C : En jouant aux dés

Sofia hésite entre le bus et le vélo. Elle décide de lancer un dé équilibré a 6 faces.
Si elle obtient 1 ou 2, elle prend le bus, sinon elle prend son vélo. On note :
— BTl'événement « Sofia prend le bus »;
— V I'évenement « Sofia prend son vélo »;
— Cl'évéenement « Sofia met entre 12 et 14 minutes pour se rendre au cinéma ».

1
1. Sofia prend le bus quand elle obtient 1 ou 2 en lang¢ant le dé, donc avec une probabilité de 3

On résume les données dans un arbre pondéré :

1/3 T

1/3 C
0,409 C
2/3 —
74 \
0,591 C
R el o 1 2 2
D’apres la formule des probabilités totales : P(C) = P(BNC)+P(VNC) = 5 X 5 + 5 x 0,409 = 0,49.
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2. Sachant que Sofia a mis entre 12 et 14 minutes pour se rendre au cinéma, la probabilité, arrondie

P(BNC)  §

21072, qu’elle ait emprunté le bus est P¢(B) = PO = m ~0,45.
Exercice 2
Commun a tous les candidats
. . o (In(x)*
On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = .
X

On note ¥ la courbe représentative de f dans un repere orthonormé.

1. On cherche lalimite de la fonction f en0:

limIn(x) = —co = lim (ln(x))2 =400
x—0 x—0

5 points

2
In(x)
x>0 x>0 — lim u = +oo et donc lim f(x) =+00
lim — = +oc0 o x 0

x—0
x>0

On en déduit que la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe €.
1
2. a. Onsait que pour tout a>0, In(y/a) = 5 In@.
1 2
On en déduit que, pour x >0, (In (v/x))* = (5 ln(x)) =2 (In(x)°.
On a donc pour tout xde J0; +ool[ :
In(vx)\* In(vx))* 1
4((—\/_)) :4% :4x_(1n(x))2x—: :f(x).
Vx (V) 4 x X
b. En utilisant cette écriture de f(x), on cherche la limite de f(x) en +oo:
lim vx=+o0

1 (ln(x))2

X—+00 _ ln(\/})
Onpose X=vx \ — pim —Y" _gdonc lim fx)=0.
. In(X) X—+00 \/} X—+00
lim =0
X—+00 X

On en déduit que I'axe des abscisses est une asymptote a la courbe représentative de la fonc-

tion f au voisinage de +oo.

3. On admet que f est dérivable sur 10; +oo[ et on note f’ sa fonction dérivée.

X

1
2- () % x=(In(0)* X1 102 - Inw)

. / —
a. Pourtout xde ]J0; +oo[, f'(x) = 2 22

b. On étudie le signe de f’(x) au moyen d’un tableau.
In(x) >0 < x>1let2-In(x)>0 < 2>In(x) < e?>x < x<e?

X 0 1 e? +00
In(x) - 0 + +
2-1In(x) + + -
x? 0 + + +
In(x) (2 -1In(x))
f=———75— - “) + “) -
x
(In(n) , (In(e?)* 4
¢ f)="— =0etf(e)=T=?:0,54<1
On obtient alors le tableau de variations ci-dessous, que I'on complete :
X 0 a 1 e? +00
: 4
+OO\ ?< 1
f(x) 1 \
0 0
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4. D’apres le tableau de variations précédent, on peut dire que I'équation f(x) = 1 admet une solu-
tion unique sur 10 ; +oo[ et que cette solution a appartient a I'intervalle ]J0; 1[.
{ f0,4)=21>1 { £(0,49) = 1,04 > 1

F05)~096<1 — ¥€104;050 £(0,50) ~ 0,96 < 1

— a€]0,49; 0,50[

Exercice 3 3 points
Commun a tous les candidats

Partie A

X 2x

Soit la fonction f définie sur 'ensemble des nombres réels par f(x) =2e
et ¥ sareprésentation graphique dans un repere orthonormé.
On admet que, pour tout x appartenant a [0; In(2)], f(x) est positif.

—e

Proposition A :

Laire du domaine délimité par les droites d’équations x = 0 et x = In(2), '’axe des abscisses et la courbe
% est égale a 1 unité d’aire.
In(2)
Comme lafonction f est positive sur [0; In(2)],'aire du domaine est égalea o = f)dx.
0
2x
La fonction f a pour primitive la fonction F définie sur R par F(x) =2e* - —

4 1 1
2X2—_]—[2__:|:_'
2 2

Donc o = F(In(2)) - F(0) = :

Proposition A fausse

Partie B

Soit n un entier strictement positif.

Soit la fonction f;, définie sur 'ensemble des nombres réels par f;,(x) =2ne* — e?* et 6, sa représen-
tation graphique dans un repére orthonormé.

On admet que f;, est dérivable et que 6, admet une tangente horizontale en un unique point S,.

Proposition B :
Pour tout entier strictement positif 7, I'ordonnée du point S, est n?.

%, admet une tangente horizontale au point S, d’abscisse a ou f;,(a) = 0.
flx)=2ne*-2e**=2e*(n-e%); fi(x)=0 < n-e*=0 < In(n) = x.
Donc le point S, a pour abscisse In(7) ; son ordonnée est

fn(n)) =2nent) — 200 —2p2 _p2 - p2,

Proposition B vraie
Exercice 4 3 points
Commun a tous les candidats
1+
On considere la suite des nombres complexes (z,) définie pour tout entier naturel n par z,, = o
—i
1. Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe z;,.
1+1i
Zpa _ (1—1i)n*t 1+ a-i)" 1
a. = - = X =
Zn 1+1 (1—i)n+s 1+i 1-1i)4
a-inn
z 1
A-)*=(a-1)2)°=(1-2i+i2)°=(-2i)? =4i% = —4. Donc 2% = ~ R
Zn
Zn+4 1 1 . N 1 L.
b. — = 1 = Zpi4a= 1 zp qui entraine OA;+4 = 1 OA, eton en déduit que les vecteurs
Zn

OA,+4 et OA, sont colinéaires, ce qui signifie que les points O, A, et A, +4 sont alignés.
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2. On sait que pour deux nombres complexes z; et z; non nuls, arg (?) = arg(z;) —arg(zp) [2n].
2

arg(l+1i)= % [27] etarg(1—1i) = —% [27] doncarg(1—i)" = —% [27]

1+1i b4 nmw (n+ 1w
Onaalors: arg| —— | =arg(1+ i) —arg((1-1)") [2a] =|—=|-(-——]| [2n] = —— [27
g((l_i)n) g+ 1) —arg(1- )" [2n] = (7]~ (-] f2n) = == [2n)
Le nombre z, est réel si et seulement si son argument est égal a ki avec ke Z:
(n+1m
4
Le nombre z,, est réel si et seulement si n =4k —1 avec ke Z.

—kn < n+l1=4k < n=4k-1aveckeZ.

Exercice 5 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

5 1
Soit (uy) la suite définie par uy =3, u; =6 et, pour tout entier naturel 7 : 42 = " Upil — 1 Uy.

Partie A :

On souhaite calculer les valeurs des premiers termes de la suite (¢,) al’aide d'un tableur.
On a reproduit ci-dessous une partie d'une feuille de calcul, ot figurent les valeurs de uy et de u; .

1. Laformule a saisir dans la cellule B4, puis a recopier vers le bas, permettant d’obtenir des valeurs
de la suite (u,,) dans la colonne B est| = 5¥B3/4 - B2/4

2. On compleéte le tableau donné dans le texte avec des valeurs approchées 2 1073 prés de u,, :

A B
1 n Up
2 0 3
3 1 6
4 2 6,75
5 3 6,938
6 4 6,984
7 5 6,996

3. On peut conjecturer que la suite (u,) converge vers le nombre 7.

Partie B : Etude de la suite

1
On considere les suites (v,) et (w,) définies pour tout n par : v, = U+ — 1 Upetwy=u,—"7.

1 5 1 1 1
1. a. vy = un+2—Z Up+l = 1 un+1—Z un—Z Up+l = un+1—1 u, = v, donclasuite (v,) est constante.
. 1 3 21
b. Lasuite (v,) est constante, donc pour tout n, v, = Vg = Uj — 1 Up=6-— il
D tout 21 d 1 N 21
onc, pour tout 1, U,+1 — — Uy = — donc Up+] = — Uy + —.
p n+l =y Un = ntl = Unt o

2. a. Soitla propriété u, < u,+1 < 15.

e Initialisation
up =3 et u; =6 donc uy < u; < 15; la propriété est vraie pour n = 0.

e Hérédité
On suppose que pour n > 0, u, < u,4+1 < 15; c’est '’hypothese de récurrence.

< <15 1 <1 <15 1 +21<1 +21<15+21 .
Up < u = —u,<-u — = —uy+—<-u — < —+—cequi
n n+1 n< g n+1 1 gt 2 n+l 1 2 q

équivaut a U+ < Upsz < T c’'est-a-dire u; 11 < Upy2 <9.
On en déduit que u,+1 < Uy+2 < 15 donc que la propriété est vraie au rang n+ 1.

¢ Conclusion
On a vérifié que la propriété était vraie pour n = 0; on a démontré qu’elle était héréditaire
pour n > 0. D’apres le principe de récurrence, on peut dire que la propriété est vraie pour
tout n > 0.
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b.

On a donc démontré par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, < u,+ < 15.
Remarque des correcteurs

Le majorant de 15 proposé par le texte est trés supérieur a la limite de la suite qui est
7. On aurait pu démontrer sans probleme par récurrence que, pour tout entier naturel
n, Uy <ups <7.

On regarde ce que devient la partie « hérédité » du raisonnement par récurrence en
prenant 7 ala place de 15:

» Hérédité

On suppose que pour 1 >0, u, < Up+1 < 7; c’est’hypothese de récurrence.

< <7 1 <l <7 1 +21<1 +21<7+21 )
Up<u = —uy<-u - = —up+—<-u — < -+—cequi
n n+l X g in=7 n+l X 1 g Un T 2 n+1 2 S37 7% q

. R 28
équivaut a Up41 < Up42 < R

On en déduit que u,+1 < Uy+2 < 7 donc que la propriété est vraie au rang n + 1.
Mais peut-étre y avait-il eu, dans cette question, une volonté de dissocier le majorant
de la limite?
* On a démontré que pour tout n, u, < u,+1 donc la suite (u,) est croissante.

* On adémontré que pour tout n, u, <7 donc la suite (u,) est majorée.
La suite (u,) est croissante et majorée donc, d’apres le théoréme de la convergence mono-
tone, la suite (u,) est convergente.

. Pour tout n, w, = u, —7donc u,, = w, +7.

7 1 +21 - l( +7) 7 1 +7 7
* w =Uu —(=—-U — —-T7==(w —_——=—w —_——— =
n+l1 n+l1 4 n 4 4 n 4 4 n 4 4

s wy=ug—7=3-7=-4

1
Donc la suite (w,,) est géométrique de premier terme wy = —4 et de raison g = 1

1\" 1 1 n-1 1 n-1
On en déduit que, pour tout n, wnzwoxq”=—4x(z) :_4XZX(Z) :_(Z) .

1 n-1
Or u, = wy, +7 donc, pour tout n, un=7—(2) _

1 n—-1
-1< 1 < 1donc, d’apres les propriétés des limites des suites géométriques, liIP (Z) =0.
n—+oo

On en déduitque lim u,=7.
n—+oo

Exercice 5 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Dans un territoire donné, on s'intéresse a I’évolution couplée de deux especes : les buses (les prédateurs)
et les campagnols (les proies).
Des scientifiques modélisent, pour tout entier naturel n, cette évolution par :

by = 1000

co = 1500
bps1 = 0,3b, +0,5¢,
che1 = —0,5b,+1,3¢cy,

ol b, représente approximativement le nombre de buses et ¢, le nombre approximatif de campagnols
le 1¢" juin de 'année 2000 + n (ot n désigne un entier naturel).

1. On note A la matrice (

03 05

. . b,
_05 13 et, pour tout entier naturel n, U, la matrice colonne o |

n
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o | bnet = 03by+05c, [ b= 03bp+05¢ = 03x1000+0,5x1500 = 1050
"1 cpsr = —0,5b,+1,3¢h c1 = —05by+1,3c) = —0,5x1000+1,3x 1500 = 1450
1050
Donc U; = (1450 .
by = 03b1+05c = 03x1050+05x1450 = 1040 . _ (1040
¢ = —0,5b; +1,3¢; = —0,5x1050+1,3x 1450 = 1360 2711360/

bp+1 = 0,3b,+0,5¢c,
che1 = —0,5b, +1,3¢c,

bus1) (03 05\ (ba) . . . _
(Cn+1 =05 13 X cn c’est-a-dire Uy, +1 = AU,,.

b. Onsait que { ce qui s’écrit sous forme matricielle :

: 10 08 05 (1 0
2. On donne les matrices P = (1 1), T= ( 0 0,8) etl= (0 1),

0y . .
ou a est un réel.

1
On admet que P a pour inverse une matrice Q de la forme (a 1

a. On doit déterminer le réel a pour que PQ=QP =1.
PQz(} (l))x 1 O)Z(IXI+Oxa 1><0+0><1):(1 0)

a 1 I1x1l+1xa 1x0+1x1 l1+a 1
1 0
PQ=1 <<= 1+a=0 <= a=-1;doncQ= -1 1)
1 Oxl 0\ (1x1+0x1 Ix0+0x1) (1 O
-1 1 Tl-1x1+1x1 —-1x0+1x1) {0 1

1 1
1 0
1 1)

On vérifie: QP = (

1 0
Donc la matrice Q = (_1 1) est 'inverse de la matrice P =

b. On admetque A=PTQ.
Soit la propriété A" = PT"Q.

e Initialisation
On a admis que A= PTQ ce qui s'écrit A' = PT'Q; la propriété est donc vraie pour n = 1.
e Hérédité
On suppose la propriété vraie au rang n > 1n c’est-a-dire A" = PT"Q; c’est 'hypotheése
de récurrence.
A"l = Ax A" = (PTQ)(PT"Q) =P(T(QP)T")Q
Les matrices P et Q sont inverses I'une de 'autre donc QP = 1I.
TPQ=TI=TetTxT"=T""
On peut donc écrire A"*! = PT"*1(Q ce qui démontre que la propriété est vraie au rang
n+1.
Conclusion
On a vérifié la propriété pour n = 1. On a démontré que la propriété était héréditaire pour
tout n > 1. D’apres le principe de récurrence, on peut dire que la propriété est vraie pour
toutn > 1.

On a donc démontré que, pour tout n non nul, A” = PT"Q.

0,8" 0,5nx0,8”-1) \T_(o,s 0,5)

: satd TH —
c. Soitla propriété T —( 0 0,8" 0 08

* Initialisation
08" 05x1x08"1) (08 05| T
0 0,8! ) - ( 0 0,8) -
Donc la propriété est vérifiée pour n = 1.

Pourn=1, (

o Hérédité
0,8" 0,5nx0,8"1

0 0.8 ; c'est

On suppose la propriété vraie pour n > 1 c’est-a-dire 7" = (

I'hypothése de récurrence.
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Tl T o (0,8” 0,51 x 0,8”—1) (0,8 0,5)

0 0,8" 0 08
_(0,8"x0,8+0,5nx0,8" 1 x0 0,8"x05+0,5n%x0,8""!x0,8
- 0x0,8+0,8" x0 0x0,5+0,8" x0,8

0,8"1 08"x05+0,51x08" (08" 05(n+1)x0,8"
0 0,81 Lo 0,81

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

¢ Conclusion
On a vérifié que la propriété était vraie au rang n = 1. On a démontré qu’elle était hérédi-
taire pour tout n > 1. D’apres le principe de récurrence, on peut dire que la propriété est
vraie pour tout n > 1.

08" 05nx0,8""!
0 0,8"

3. Lucie exécute I'algorithme ci-dessous et obtient en sortie N = 40.

On a donc démontré que, pour tout n > 1, T" =

Initialisation: N prend la valeur 0
B prend la valeur 1000
C prend la valeur 1500
Traitement: Tantque B>2ouC>2

N prend la valeur N +1
R prend la valeur B
B prend lavaleur 0,3R+0,5C
C prend la valeur —0,5R +1,3C

Fin Tant Que

Sortie: Afficher N

Pour N =40 donc au bout de 40 ans, on a a la fois B < 2 et C < 2, donc le nombre de buses et de
campagnols devient dangereusement réduit.

625
1000 x 0,8" + TH x(,8"

4. On admet que, pour tout entier naturel n non nul, ona U, = 625
1500 x 0,8" + TH x(,8"

etn<10x1,1".

. _ 625 625
a. D’apres la matrice Uy, on a b;, = 1000 x 0,8" + — X 0,8" et ¢, = 1500 x 0,8" + — X 0,8",
pour tout 7.

De plus, b, et ¢, correspondent respectivement aux nombres de buses et de campagnols donc
ce sont des nombres positifs : 0 < by, et 0 < ¢y,

. 625 625
On saitque n < 10x1,1", donc 1000 % 0,8" + Tn x0,8" <1000x0,8" + —~ x10x1,1" x0,8"
donc on peut dire que b, < 1000 x 0,8" +3125 x 0,88".

D’apres les propriétés des limites des suites géométriques, comme —1 < 0,8 < 1, on sait que

lim (0,8)" =0, et comme —1<0,88 < 1, on sait que lim (0,88)" = 0.
n—+oo n—+oo

On en déduit que lim (1000 x 0,8" +3125x0,88") = 0.
n—+oo

On sait que 0 < b, < 1000 x 0,8 +3125x 0,88" ; d’apres le théoreme des gendarmes, on peut
déduire que nliIP b, =0.
—+00

Par un raisonnement similaire, on démontre que lirP ¢, =0.
n—+oo

b. Des mesures effectuées dans des territoires comparables montrent que la population de cam-
pagnols reste toujours supérieure a au moins 50 individus, ce qui veut dire que c; > 50.
Avec le modele étudié, le nombre de campagnols tend vers 0 donc deviendra plus petit que
50 a partir d'un certain rang.
Ala lumiére de ces informations, le modele proposé dans I'exercice ne parait donc pas cohé-
rent.
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